bE 


me ee “E 


ae 


epee oe re ecane 





孙 


第 1 章 概率 论 引 论 ee 1 2.7 极限 定理 ………………… 58 
机 1 28 随机 过 程 .pp 64 
1.29 样本 空间 与 事件 ………………… 1 和 66 
13 ”定义 在 事件 上 的 概率 ……………… 3 参 着 变 贡 et 73 
1.4 条 件 概率 pp 5 第 3 章 条 件 概率 与 条 件 期 望 A 74 
15 独立 事件 ei 8 a 总 74 
让 10 3.2 离散 情形 站 ..74 
二 12 3.3 ”连续 情形 78 
参 首 变 南 ee 16 3.4 通过 取 条 件 计 算 期 望 ………………… 80 

第 2 章 随机 变量 .PP 17 3.5 ”通过 取 条 件 计 算 概率 ……………… 91 
21 随机 变量 .pp 17 3.6 一 些 应 用 Os 104 
2.29 离散 随机 变量 .ppp 20 3.6.1 A ee 104 

ee 3.6.2 父 | oreoooooooooooooooooooooooee 105 
0 ne 0 3.6.3 均匀 先 验 、 波 利 亚 坛子 模 
型 和 Bose-Einstein 分 布 … 112 
2.2.3 ”几何 随机 变量 …………………… 24 3.6.4 ”模式 的 平均 时 间 …………… 115 
2.9.4” 泊 松 随 机 变量 ………………… 25 3 65 离散 随机 恋 量 的 大 记录 值 … 119 
2.3 连续 随机 变量 .pp 26 3 7 复合 随机 变量 的 恒等式 ……… i 
2.3.1 均匀 随机 变量 ……………………… 27 3.7.1 泊 松 复合 分 布 ………………… 124 
2.3.2 ”指数 随机 变量 28 3792 二 项 复合 分 布 eeieeieni 125 
2 .33 伽 玛 随机 变量 .pp D8 373 与 负 一 项 随机 变量 有 关 的 
2.3.4” 正 态 随 机 变量 …………………… 29 一 个 复合 分 布 ………… 126 
2.4 ”随机 变量 的 期 望 ………………………… 30 3 127 
2 政信 用 30 第 4 章 马尔 可 夫 链 ………………… 141 
2.4.2 ”连续 情形 和 31 不 141 
2.43 随机 变量 的 和 数 的 期 望 ……32 4.2 C.K 方程 (Chapman 
2.5 ”联合 分 布 的 随机 变量 …………………… 36 Kolmogorov 方程 ) 144 
2.5.1 ”联合 分 布 函 数 …………………… 36 4.3 ”状态 的 分 类 147 
2.5.2 ”独立 随机 变量 PP 39 44 极限 概 雍 ee 155 
2.5.3 ”随机 变量 和 的 方差 与 4.5 一 些 应 用 ……… A 166 
7 40 4.5.1 财 徒 破产 问题 ………… je 
2.5.4 ”随机 变量 的 函数 的 联合 4.5.9 算法 有 效 性 的 一 个 模型 .…… 169 
0 47 45 3 用 随机 游 动 分 析 可 满足 
2.6 抑 母 画 数 站 49 性 问题 的 概率 算法 ……… py 


2 月 录 


4.6 ”在 暂 态 停留 的 平均 时 间 ………… 176 
4.7 分 支 过 程 oo 178 
4.8 时 间 可 逆 的 马尔 可 夫 链 和 ……… 和 0 181 
4.9 马尔 可 夫 链 蒙特 卡 罗 方 法 ……… 190 
4.10 马尔 可 夫 决策 过 程 194 
4.11 隐 马 尔 可 夫 链 Do 197 
习题 oo 202 
参考 文献 oo 215 
第 5 章 ”指数 分 布 与 泊 松 过 程 ……… 216 
5.1 引言 : oo 216 
5.2 指数 分 布 oo 216 
5.2.1 定义 oooooooeoooooooooooooooooooon。 216 
5.2.2 ”指数 分 布 的 性 质 …………… 218 
5.2.3 ”指数 分 布 的 进一步 性 质 …… 223 
5.2.4 ”指数 随机 变量 的 卷 积 ………: 229 
5.3 泊 松 过 程 oo 231 
5.3.1 计数 过 程 oo 231 
5.3.2 ” 泊 松 过 程 的 定义 …………… 232 
5.3.3 ”到达 间隔 时 间 与 等 待 时 间 的 
分 布 oo 235 
5.3.4 泊 松 过 程 的 进一步 性 质 …… 237 
5.3.5 到达 时 间 的 条 件 分 布 ……… 243 
5.3.6 ”软件 可 靠 性 的 估计 ………… 251 
54 泊 松 过 程 的 推广 … oo 253 
5.4.1 非 时 齐 泊 松 过 程 …………… 253 
5.4.2 复合 泊 松 过 程 oo 259 
5.4.3 条 件 〈 混 合 ) 泊 松 过 程 …… 263 
习题 oo 266 
参考 文献 …… oo 279 
第 6 章 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 … 280 
6.1 引言 280 
6.2 ”连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 ………… 280 
6.3 生 灭 过 程 ………………………… sos. 282 
6.4 ”转移 概率 函数 PD ………… 288 
6.5 ”极限 概率 ……………………… A 295 
6.6 时 间 可 逆 性 eeooooooooooooooooooooo。 301 
6.7 均匀 化 ov。 308 


6.8 计算 转移 概率 A A 310 


习题 eeoeeeseeseoesoesoeeweesseeooosoeeeeseseeseeeeeso。 312 
参考 文献 i 318 
第 7 章 更 新 理论 及 其 应 用 …………… 319 
7.1 引言 OE eR Op 319 
7.2 NO 的 分 布 en de 320 
7.3 极限 定理 及 其 应 用 a 323 
7.4 更 新 报酬 过 程 a 331 
7.5 再 生 过 程 ee 338 
7.6 半 马 尔 可 夫 过 程 i 346 
全 检验 悖 论 RT 348 
7.8 计算 更 新 函数 ee a 350 
7.9 有 关 模 式 的 一 些 应 用 ee 353 
7.9.1 离散 随机 变量 的 模式 ……… 354 
7.9.2 不 同 值 的 最 大 连贯 的 期 望 
时 间 pA 360 
7.9.3 连续 随机 变量 的 递增 
连贯 TT Te 362 
7.10 保险 破产 问题 ee 让 攻关 二 二 家 全 不 让 363 
习题 SD de eed od ye ee dy 368 
参考 文献 RT ST 377 
第 8 章 排队 理论 YT SO Re 379 
8.1 引言 PT RO 379 
8.2 预备 知识 I I 380 
8.2.1 价格 方程 ey 380 
8.2.2 稳 态 概率 OE 381 
8.3 指数 模型 0 383 
8.3.1 单条 服务 线 的 指数 排队 
系统 WO 0 ee ed ie 383 
8.3.2 有限 容量 的 单条 服务 线 的 
指数 排队 系统 Ge Oo: de re 390 
8.3.3 擦 鞋 店 Ve A 393 
8.3.4 ”有 具有 批量 服务 的 排队 系统 …… 395 
8.4 排队 网 络 ee oe 397 
8.4.1 开放 系统 有 397 
8.4.2 封闭 系统 ee 401 
8.5 M/G/1 系统 9 406 


8.5.1 ”预备 知识 : 功 与 男 一 个 价 


格 恒 等 式 dd 406 

8.5.2 在 M/G/1 中 功 的 应 用 …… 407 

8.5.3 忙 期 i ed 408 

8.6 M/G/1 的 变形 a ed 409 
8.6.1 有 随机 容量 的 批量 到 达 的 

M/G/1 CO 409 

8.6.2 优先 排队 模型 A 411 


8.6.3 一 个 M/G/1 优化 的 例子 … 413 
8.6.4 ”具有 中 断 服务 线 的 M/G/1 


排队 系统 rr Re 416 
8.7 G/M/1 模型 PT RA 419 
8.8 有 限 源 模 型 TE 423 
8.9 多 服务 线 系 统 Oe VO OD 426 
8.9.1 ”Erlang 损失 系统 ……………… 426 
8.9.2 M/M/k 排 队 系 统 ………………… 428 
8.9.3 G/M/k 排 队 系 统 …………… 428 
8.9.4 M/G/k 排 队 系 统 …………… 430 
习题 oooooosoooreoossoooooooosooooooooossoooseosoe 431 
参考 文献 et 440 
第 9 章 可 靠 性 理论 本 441 
9.1 引言 RE A EE A 441 
9.9 结构 函数 Re TN 441 
9.3 ”独立 部 件 系统 的 可 靠 性 ………… 447 
9.4 可 靠 性 函数 的 界 0 0 De 451 
9.4.1 包含 与 排斥 方法 …………… 451 

9.4.2 ”得 到 r(p) 的 界 的 第 二 种 
方法 de eal de 459 

9.5 ”系统 寿命 作为 部 件 寿 命 的 
函数 ERT 461 
9.6 期 望 系统 寿命 DR 467 
9.7 可 修复 的 系统 Od 472 
习题 0 478 
参考 文献 ee 484 
第 10 章 布朗 运动 与 平稳 过 程 …… 485 


10.1 布朗 运动 BT pe 485 


目 录 3 


10.2 击 中 时 刻 、 最 大 随机 变量 


和 赌 徒 破产 问题 on 0 488 
10.3 布朗 运动 的 变形 oo 489 
10.3.1 漂移 布朗 运动 …………… 489 
10.3.2 几何 布朗 运动 ER 489 
10.4 股票 期 权 的 定价 oes 491 
10.4.1 ”期权 定 价 的 示例 ………… 491 
10.4.2 套利 定理 De 493 
10.4.3 ”Black-Scholes 期 权 定 价 
公民 oo 496 
10.5 白 噪 声 sooooooooeoo oo oo ose 500 
10.6 高 斯 过 程 ce 502 
10.7 平稳 和 弱 平 稳 过 程 504 
10.8” 弱 平稳 过 程 的 调和 分 析 …………: 508 
习题 oo 510 
参考 文献 oo 514 
第 11 章 模 氢 站 515 
11.1 引言 seooooooooooseooooooooeooooooooo。 515 
11.2 ”模拟 连续 随机 变量 的 一 般 
方法 oo 519 
11.2.1 逆 变 换 方 法 oo 519 
11.2.2 拒绝 法 oo 520 
11.2.3 风险 率 方法 oo 523 
11.3 模拟 连续 随机 变量 
的 特殊 方法 oo 526 
11.3.1 正 态 分 布 oo 526 
11.3.2 伽 玛 分 布 oo 529 
11.3.3 卡 方 分 布 en 529 


11.3.4 贝塔 分 布 ( B(n, m) 分 布 )… 530 
11.3.5 “指数 分 布 一 一 


冯 。 诺 伊 曼 算法 i de oar 531 
11.4 离散 分 布 的 模拟 ee 533 
11.5 随机 过 程 Oe dnd ne 539 
11.5.1 模拟 非 时 齐 泊 松 过 程 …… 540 


目 录 


11.5.2 ”模拟 二 维 泊 松 过 程 …*……… 545 
11.6 方差 缩减 技术 ee 547 
11.6.1 ”对偶 变量 的 应 用 ………………… 548 
11.6.2 通过 取 条 件 缩减 方差 ……… 551 
11.6.3 控制 变量 i 555 


11.6.4 重要 抽样 Ee 557 


11.7 确定 运行 的 次 数 oo 561 
11.8 过 去 耦合 法 oo 561 
习题 oo 563 
参考 文献 oo 570 
附录 ” 带 星 号 习题 的 解 ……………… 571 
ed 604 


第 1 章 ”概率 论 5| 论 


1.1 5| 言 


现实 世界 的 现象 的 任何 实际 模型 , 必须 考虑 到 随机 性 的 可 能 . 就 是 说 , 往往 我 们 
所 关注 的 量 并 不 是 事先 可 料 的 , 这 种 量 所 展示 的 内 在 变化 必须 考虑 在 模型 之 中 . 为 
此 , 通常 使 用 的 模型 实质 上 是 概率 性 的 , 这 样 的 模型 自然 而 然 就 称 为 概率 模型 . 

本 书 的 多 数 章节 会 涉及 自然 现象 中 不 同 的 概率 模型 . 显然 , 为 了 既 能 掌握 “如 
何 建 立 模型 ", 又 能 掌握 随后 对 于 这 些 模型 的 分 析 , 我 们 必须 具有 某 些 基本 概率 论 的 
知识 . 这 章 其 余 的 内 容 和 随后 的 两 章 是 关于 这 个 主题 的 探讨 . 


1.2 样本 空间 与 事件 


假设 我 们 将 完成 一 个 试验 , 其 结果 是 预先 不 可 料 的 . 然而 , 尽管 试验 的 结果 并 不 
是 预先 知道 的 , 但 是 , 我 们 可 以 假定 所 有 可 能 的 结果 (outcome) 的 集合 是 已 知 的 . 一 
个 试验 的 所 有 可 能 的 结果 的 集合 称 为 该 试验 的 样本 空间 , 并 记 为 95 以 下 是 一 些 例 
子 . 

1. 如 果 试 验 由 抛掷 一 枚 硬币 所 构成 , 那么 


S = {H,T} 


此 处 HH 表示 抛掷 的 结果 是 正面 (Head), 而 T 表示 抛 阐 的 结果 是 反面 (Tail). 
2. 如 果 试 验 由 掷 一 颗 货 子 所 构成 , 那么 样本 空间 是 


S = {1,2, 3, 4, 5, 6} 


此 处 的 结果 i 表示 山子 据 出 的 是 i, i = 1,2,3, 4,5,6. 
3. 如 果 试 验 由 抛掷 两 枚 硬币 所 构成 , 那么 样本 空间 由 以 下 4 个 点 组 成 


5 = {(H, H), (H, T), (T, H), (T, T)} 


如 果 两 枚 硬币 都 出 现 正面 , 结果 就 是 (H, H). 如 果 第 一 枚 硬币 出 现 正 面 , 且 第 二 枚 硬 
币 出 现 反 面 , 结果 就 是 (H,T). 如 果 第 一 枚 硬币 出 现 反面 , 且 第 二 枚 硬币 出 现 正 面 ， 
结果 就 是 (T, HH). 如 果 两 枚 硬币 都 出 现 反 面 , 结果 就 是 (T, 工 ). 
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4. 如 果 试 验 由 掷 两 颗 般 子 所 构成 , 那么 样本 空间 由 下 列 36 个 点 组 成 


(1 1), (1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5), (1.6) 
(2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6) 
(3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (3, 5), (3, 6) 
(4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4), (4, 5), (4, 6) 
(5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (5, 5), (5, 6) 
(6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6) 


此 处 结果 (i, 7 称 为 发 生 , 如 果 第 一 颗 山 子 掷 出 i, 且 第 二 颗 骨 子 据 出 j. 
5. 如 果 试 验 由 测量 一 辆 汽车 的 寿命 所 构成 , 那么 样本 空间 由 所 有 的 非 负 实数 
构成 . 即 
9 = |0, co) © 国 


样本 空间 5 的 任意 子 集 互 称 为 一 个 事件 (event). 以 下 是 事件 的 一 些 例 子 . 

1 在 上 述 例 1 中 , 如 果 已 = {H}，, 那么 已 是 搓 一 枚 硬币 出 现 正面 这 一 事件 . 类 
似 地 , 如 果 已 = {T}, 那么 瑟 是 掷 一 枚 硬币 出 现 反面 这 一 事件 . 

2' 在 例 2 中 , 如 果 EE = {1}, 那么 是 仙子 点 数 为 1 这 一 事件 ， 如果 五 = 
{2, 4, 6}, 那么 巨 是 山子 点 数 为 偶数 这 一 事件 . z 

3' 在 例 3 中 , 如 果 瑟 = {(H, 了 H), (H,T)}, 那么 已 是 第 一 枚 硬币 出 现 正 面 这 一 事 
件 . 

4 在 例 4 中 ,如果 巨 = {(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1)}, 那么 巨 是 两 颗 岗 
子 点 数 和 为 7 这 一 事件 . 

5' 在 例 5 中 , 如 果 已 = (2,6), 那么 是 一 辆 汽车 耐用 2 年 到 6 年 这 一 事件 . 国 

对 于 样本 空间 5 的 任意 两 个 事件 和 下, 我 们 也 可 以 定义 如 下 的 新 事件 PU， 
EUF 由 所 有 在 忆 中 或 在 下 中 的 结果 所 组 成 . 也 就 是 说 , 如 果 已 或 已 中 有 一 个 发 生 ， 
事件 BUF 就 发 生 . 例如 , 在 例 1 中 ,如 果 马 = {H} 且 F = {T}, 那么 BUF = {H,T}. 
也 就 是 说 , UF 是 整个 样本 空间 5. 在 例 2 中 ,如果 巨 = {1,3,5} 且 FF = {1,2,3}， 
那么 忆 UF = {1,2,3,5}. 因此 EUF 发 生 , 如 果 掷 股子 的 结果 是 1 或 2 或 3 或 5. 
事件 UF 常常 称 为 事件 互 与 事件 下 的 并 (union). 四 

对 于 样本 空间 8 的 任意 两 个 事件 和 书 , 我 们 也 可 以 定义 如 下 的 新 事件 EF， 
有 了 时 写 为 NF, 称 为 与 下 的 交 (intersection). EF 由 所 有 既 在 B 中 也 在 到 中 

@ 集合 (a, 定义 为 由 满足 a < z < 2 的 所 有 的 点 z 所 构成 . 集合 [a,5| 定义 为 由 满足 a 入 z 委 ? 


的 所 有 的 点 z 所 构成 . 集合 (a, 可 及 [a, 5) 分 别 定义 为 由 满足 a < x < b 的 所 有 的 点 z 及 满足 
a < Zz <<b 的 所 有 的 点 工 所 构成 . 
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的 结果 所 组 成 . 也 就 是 说 , 只 有 已 和 两 个 都 发 生 , 事件 EF 才 发 生 . 例如 , 在 例 2 
中 , 如 果 瑟 = {1,3,5} 且 FF = {1,2,3}, 那么 EF = {1,3}. 

因此 , 在 毛 角 子 的 结果 是 1 或 3 时 , EF 就 发 生 . 在 例 1 中 , 如 果 记 = {H} 且 
= {了 T}, 那么 事件 EF 将 不 包含 任何 结果 , 因此 它 不 可 能 发 生 . 为 了 给 这 样 的 事件 
一 个 称谓 , 我 们 称 它 为 不 可 能 事件 (null event), 并 记 为 0. ( 即 , 1 是 指 不 包含 任何 结 
果 的 事件 .) 如 果 EF =0, 则 蕊 与 下 称 为 互 不 相 容 (mutually exclusive). 

以 同样 的 方式 , 我 们 也 定义 两 个 以 上 事件 的 并 和 交 . 如 果 1, 52,… 都 是 事件 ， 
那么 这 些 事件 的 并 , 记 为 Ui-1 En, 定义 为 这 样 的 一 个 事件 , 它 由 至 少 包含 已, 中 的 
一 个 值 的 所 有 结果 所 构成 , n = 1,2,…. 类 似 地 , 事件 胁 的 交 , 记 为 门 >1 ,定义 
为 这 样 的 一 个 事件 , 它 由 所 有 En 中 的 共同 结果 所 构成 , n = 1,2,…… 

最 后 ， 对 于 任意 事件 ， 我 们 定义 一 个 新 的 事件 Be， 称 为 EB 的 对 立 事件 
(complement), 它 由 样本 空间 中 不 属于 EB 中 的 所 有 结果 所 构成 . 也 就 是 说 , Ee 发 生 
当 且 仅 当 没有 发 生 . 在 例 4 中 , 如 果 E = {(1,6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)}, 
那么 五 在 两 颗 骨 子 的 点 数 和 不 等 于 7 时 发 生 . 再 注意 , 因为 试验 必然 会 导致 某 些 
结果 , 这 就 推出 5S° = 0. 


1.3 ”定义 在 事件 上 的 概率 


考察 一 个 以 5 为 样本 空间 的 试验 . 对 于 样本 空间 5 的 每 一 个 事件 , 我 们 假 
定 一 个 满足 以 下 3 个 条 件 的 数 P(E): 
()O0<P(E)<1. (i)P(S)=1. 
(iii) 对 于 任意 互 不 相 容 的 事件 序列 Bi, 2,…, 即 当 nn 关 m 时 , EnEm = V6 的 事 
件 序列 ,有 
P (D m) = >_P(E,) 
n=1 7 一 | 
我 们 将 P(E) 称 为 事件 EE 的 概率 . 
例 1.1 在 掷 硬 币 的 例子 中 , 如 果 我 们 假定 硬币 出 现 正 面 与 出 现 反 面 是 等 可 能 的 ， 
那么 我 们 有 
P({H}) = P({Th) = 1/2 
为 一 方面 , 如 采 我 们 有 一 枚 不 均匀 的 硬币 , 它 出 现 正 面 的 可 能 是 出 现 反 面 的 两 倍 , 那 
么 我 们 有 
PUH}) = 2/3, P({T}) = 1/3 图 


例 1.2 在 撞 仍 子 的 例子 中 , 如 果 我 们 假定 6 个 数 的 出 现 都 是 等 可 能 的 , 那么 我 们 





”一 次 , 我 们 必须 有 
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”一 


有 | 
P({1}) = P({2}) = P({3})) = P({4}) =P({5}) = P({6}) = 1/6 


由 (党) 推出 得 到 偶数 的 概率 等 于 
Pp({2,4,6}) = P({2}) + P({4}) + P({6}) = 1/2 国 


注 ”我 们 给 概率 选取 一 个 比较 形式 化 的 定义 ， 即 定义 为 在 一 个 样本 空间 的 事件 上 
的 函数 . 这 显示 这 些 概率 有 一 个 非常 直观 的 性 质 . 即 如 果 我 们 的 试验 不 断 地 重复 , 那 
么 (以 概率 1) 事件 马 发 生 的 次 数 的 比率 正 是 P(E). 

因为 事件 忆 和 Er 总 是 互 不 相 容 的 , 而 且 BUE*= 5. 由 (i 和 (过 ), 我 们 有 


1 二 P(S) =P(EUE:)=P(E)+P(E®) 


或 
P(E°)=1— P(E) (1.1) 


方程 (1.1) 说 明 , 一 个 事件 不 发 生 的 概率 是 1 减 去 它 发 生 的 概率 . 
现在 我 们 来 推导 在 E 中 或 在 中 的 所 有 结果 的 概率 P(E U 了) 的 公式 . 为 此 
考虑 P(B) 十 P(F), 它 是 瑟 中 所 有 结果 的 概率 加 上 F 中 所 有 结果 的 概率 . 因为 所 有 
既 在 互 中 又 在 已 中 的 结果 在 P( 妃 +P(P) 中 都 算 了 两 次 , 而 在 P(EUF) 中 只 算 了 
P(E)+P(F)=P(EUF)+P(EF) 


或 者 , 等 价 地 
P(EUF)=P(E)+P(F)— P(ER) (1.2) 


注意 , 当 五 与 了 互 不 相 容 时 (也 就 是 , 当 BF = 时), 等 式 (1.2) 说 明 
P(EUF)=P(E)+P(F)—P(0) =P(E)+P(F) 


这 是 一 个 也 可 以 由 (这 ) 得 到 的 结果 . (为 什么 有 卫 ( 人 = 0?) 
例 1.3 ”假定 我 们 掷 两 枚 硬币 ， 我 们 假定 样本 空间 


5 = {(H, H), (H, T), (T, H), (T, T)} 
中 的 4 个 结果 都 是 等 可 能 的 , 因而 都 有 概率 1/4. 设 
E= {(H, H), (H, T)}, F= {(H, H), (T, H)} 


也 就 是 说 , 妃 是 第 一 枚 硬币 出 现 正面 这 一 事件 , 下 是 第 二 枚 硬币 出 现 正 面 这 一 事件 . 
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利用 方程 (1.2) 得 到 第 一 枚 硬币 出 现 正 面 或 第 二 枚 硬币 出 现 正 面 的 概率 P(EU 
也 ), 它 由 下 式 给 出 


P(EBUF)=P(B)+P(F) -P(EF)=3+3-P({(H,D})=1-7 = 
这 个 概率 当然 能 够 直接 算出 , 因为 
P(EUF)=P{(H,H),(H,T),(T,H)} = 3/4 图 


我 们 也 可 以 计算 事件 互 或 王 或 G 中 任意 一 个 发 生 的 概率 . 其 做 法 如 下 : 
: P(EUFUG)=P((BUF)UG,) 
由 (1.2) 式 , 它 等 于 
P(EUF)+P(G) — P((BUF)G) 


现在 , 我 们 留 给 你 来 验证 : 事件 (BU FG 与 BG U FG 是 等 价 的 . 因此 前 面 的 项 等 
于 


P(EUFUG) 
= P(E)+P(F)— P(EF)+P(G) -P(EGU FG) 
= P(E)+P(F)— P(EF)+P(G)— P(EG)— P(FG) +P(EGFG) 
= P(E)+P(F)+P(G)— P(EF)— P(EG) ~ P(FG) + P(EFG) (1.3) 
事实 上 , 对 于 任意 n 个 事件 ,BE2, Bs,…, En, 用 归纳 法 可 以 证 明 
P(EBIU EU:.UEn)= 》_ P(E)— )》_P(EBE;)+ >》 P(EiB;E.)-— 
2 2< 7 i<I7<k 
> P(EBE;EkRE)+:::+(—1)"tIP(BiE2:...E,) (1.4) 
i<I<k<L 
方程 (1.4) 说 明 , n 个 事件 的 并 的 概率 等 于 这 些 事 件 一 次 取 一 个 的 概率 的 和 减 去 这 
些 事件 一 次 取 两 个 的 概率 的 和 , 再 加 上 这 些 事件 一 次 取 三 个 的 概率 的 和 , 如 此 等 等 . 


1.4 条 件 概率 


假定 我 们 掷 两 颗 货 子 得 到 的 36 个 结果 是 等 可 能 出 现 的 , 因而 其 概率 为 1/36. 
假定 我 们 知道 第 一 颗 骨 子 是 4, 那么 在 已 知 这 个 信息 时 , 两 颗 骨 子 的 点 数 和 为 6 的 
概率 是 什么 呢 ? 为 了 计算 这 个 概率 , 我 们 做 如 下 推理 : 已 知 第 一 颗 山 子 是 4, 我 们 的 


6 第 1 章 概率 论 引 论 


试验 至 多 能 出 现 6 个 结果 , 即 (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4), (4, 5), (4, 6). 由 于 这 些 结果 中 
”的 每 一 个 本 来 就 是 以 相同 的 概率 发 生 的 , 它们 应 该 仍旧 有 相等 的 概率 . 这 就 是 说 , 已 
知 第 一 颗 山 子 是 4, 则 出 现 (4,1), (4 2), (4,3), (4,4), (4,5), (4 6) 中 的 每 一 个 结果 的 
(条 件 ) 概率 是 1/6, 而 同时 在 样本 空间 中 的 其 他 30 个 点 的 (条 件 ) 概率 是 0. 因此 ， 
要 求 的 概率 是 1/6. 

如 果 我 们 以 和 下 分 别 记 骨 子 的 点 数 和 为 6 这 一 事件 及 第 一 颗 骨 子 为 4 这 一 
事件 , 那么 我 们 刚才 得 到 的 概率 ， 就 称 为 已 知 F 发 生 的 条 件 下 巨 发生 的 条 件 概率 ， 记 
为 P(EIF). 

对 于 一 切 事 件 生成 立 的 P(EIF) 的 一 般 公式 , 将 在 下 文中 以 同样 的 方式 
推导 得 到 . 即 如 果 事 件 F 发生 , 那么 为 了 发生, 实际 出 现 的 结果 必须 是 一 个 既 在 
EB 中 又 在 下 中 的 结果 , 也 就 是 必须 在 BF 中 的 结果 . 现在 , 因为 我 们 已 知 下 已 经 发 
生 , 进而 下 就 成 为 我 们 新 的 样本 空间 , 因此 , 事件 BF 发生 的 概率 就 等 于 EF 的 概 


率 相对 于 玉 的 概率 . 这 就 是 
P(EF) 


P(F) 
注意 , 方程 (1.5) 只 有 当 P(f) > 0 时 才 是 完好 地 定义 的 , 因此 , 当 P(f) > 0 时 
P(E|F) 才 有 定义 . 

例 1.4 假定 在 帽子 中 混杂 地 放 了 写 有 1 到 10 的 10 张 卡片 ,然后 抽取 了 其 中 的 一 
张 . 如 果 我 们 被 告知 抽出 的 卡片 上 的 数 至 少 是 5, 那么 它 是 10 的 条 件 概率 是 多 少 ? 
解 以 瑟 记 抽出 的 卡片 上 的 数 为 10 这 一 事件 , 而 以 下 记 抽 出 的 卡片 上 的 数 至 少 
为 5 这 一 事件 . 要 求 的 概率 是 P(E|F). 现在 . 由 方程 (1.5) 

P(EF) 

P(F) 


可 是 , 因为 卡片 上 的 数 既 是 10 又 要 至 少 为 5 当 且 仅 当 它 是 10, 故 EF = E. 因此 


nian - = 


P(EIF) = (1.5) 





P(E|IF) = 





例 1.5 某 家 庭 有 两 个 孩子 . 已 知 两 个 孩子 中 至 少 有 一 个 男孩 , 问 两 个 都 是 男孩 的 
条 件 概率 是 多 少 ? 假设 给 定 的 样本 空间 为 9 = {(b, 6b), (2 9), (9,5), (9,9)}, 且 所 有 的 
结果 都 是 等 可 能 的 (例如 , (% 9) 表示 老大 是 男孩 , 老 二 是 女孩 ). 

解 ” 以 B 记 两 个 孩子 都 是 男孩 这 一 事件 , 4 记 两 个 孩子 中 至 少 有 一 个 男孩 这 一 事 
件 , 那么 所 求 的 概率 由 下 面 给 出 

P(BA) 


Pto) _14_1 和 


~ P({(0,b), (b,9),(g9,0)}) 3/4 3 





P(B|A) = 
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例 1.6 贝 天 可 以 修 计 算 机 课 , 也 可 以 修 化 学 课 . 如 果 她 修 计 算 机 课 , 那么 她 得 到 A 
的 概率 为 1/2. 如 果 她 修 化 学 课 , 那么 她 得 到 A 的 概率 为 1/3. 贝 黄 于 是 掷 硬币 来 决 
定 . 贝 甘 在 化 学 课 上 能 得 A 的 概率 是 多 少 ? / 
解 令 C 为 贝 英 修 化 学 课 这 一 事件 , 而 A 记 不 管 她 选 什么 课 都 得 到 A 这 一 事件 ， 
那么 所 要 求 的 概率 是 P(4C). 它 可 以 用 方程 (1.5) 计算 如 下 : 
P(AC) =P(C)P(AIC) = 33 : 图 

例 1.7 假定 在 一 个 坛 中 有 7 个 黑 球 , 5 个 白 球 . 我 们 不 放 回 地 从 中 摸 取 两 个 球 . 假 
设 坛 中 的 每 个 球 在 摸 取 时 都 是 等 可 能 的 , 则 摸 取 的 两 个 球 都 是 黑 球 的 概率 是 多 少 ? 
解 以 下 和 互 分 别 记 措 取 的 第 一 个 球 是 黑 球 这 一 事件 和 摸 取 的 第 二 个 球 是 黑 球 
这 一 事件 . 现在 , 已 知 措 到 的 第 一 个 球 是 黑 球 时 , 还 有 6 个 黑 球 和 5 个 白 球 留 下 , 所 
以 P(EIF) = 6/11. 因为 P(F) 无 疑 是 7/12, 我 们 要 求 的 概率 是 
了 7 了 76_ 4 
12 11 132 
例 1.8 ”假定 参加 聚会 的 三 个 人 每 人 将 帽子 扔 到 房间 的 中 央 . 这 些 帽子 先 被 弄 混 
了 , 随后 每 个 人 在 其 中 随机 地 选取 一 个 . 问 三 人 中 没有 人 选 到 他 自己 的 帽子 的 概率 
是 多 少 ? 

解 ”我 们 解 此 问题 可 首先 计算 其 对 立 概率 , 即 至 少 有 一 个 人 选 到 他 上 自己 的 帽子 的 
概率 . 让 我 们 以 Ei(i = 1 2,3) 记 第 i 个 人 选 到 他 自己 的 帽子 这 一 事件 . 为 了 计算 概 
率 P(EBlU EzU Es), 我 们 首先 注意 到 


P(EF) = P(F)P(E|IF) = 加 


1 
P(E:;) -一 3， ? 一 1,2,3 
1 本 
P(EiB)=#, i#] (1.6) 
1 
P(E1E2Es) = -= 


0 
我 们 看 为 什么 方程 (1.6) 是 正确 的 , 首先 考虑 
P(EiE;) = P(Ei)P(E;|E:i) 


现在 , 第 i 个 人 选 到 他 自己 的 帽子 的 概率 P(E;) 显然 是 1/3, 因为 他 是 等 可 能 地 从 三 
个 帽子 中 任意 选取 的 . 另 一 方面 , 在 已 知 第 i 个 人 选 到 他 自己 的 帽子 时 , 只 有 剩 下 两 
个 帽子 可 以 让 第 ;j 个 人 选取 , 而 且 这 两 个 帽子 中 有 一 个 是 他 的 , 这 就 推出 他 将 以 概 
率 1/2 选取 到 它 . 这 就 是 说 , P(Ej|Ei) = 1/2, 因而 

11 1 
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为 了 计算 P(B1E2E3), 我 们 写 出 - 
P(EiE2Es) = P(E1E2)P(Es|EiE2) = aP (EslB1E2) 


然而 , 在 已 知 前 两 个 人 得 到 他 们 自己 的 帽子 时 , 第 三 个 人 肯定 也 得 到 他 目 己 的 帽子 
(因为 没有 其 他 帽子 可 选 了 ). 这 就 是 说 , P(Es|B1E2) = 1. 所 以 


P(EiE2Es) = 1/6 
现在 , 由 方程 (1.4), 我 们 有 


P(Ei U E>»U 五 3 ) 三 P(Ei) 十 P(E,) 十 P(Es) 一 P(EibE,) 
_P(EE3) _ P(E2Es) + P(E EE;) 


1 1 2 
= 
因此 , 三 人 中 没有 人 选 到 他 自己 的 帽子 的 概率 是 1 - 3 = 3 国 
1.5 独立 事件 


两 个 事件 五 和 书 称 为 独立 的 (independent), 如 果 
P(EF) = P(E)P(F) 
由 方程 (1.5), 这 列 含 了 互 和 下 是 独立 的 , 如 采 
P(E|IF) = P(E) 


( 它 也 蕴含 了 P(F|E) = P( 了 )! ) 这 就 是 , 如 果 下 已 经 发 生 这 个 事实 并 不 影响 刀 发 
生 的 概率 , 那么 忆 和 FF 就 是 独立 的 . 也 就 是 的 发 生 独立 于 下 是否 发 生 . 

不 独立 的 两 个 事件 巨 和 下, 称 为 相依 的 (dependent). 
例 1.9 ”假定 我 们 扔 两 颗 均 匀 的 骨 子 . 令 包 表示 两 颗 山 子 的 点 数 和 等 于 6 这 一 事 
件 , 而 王 表示 第 一 颗 骨 子 点 数 是 4 这 一 事件 . 那么 


P(EiF) =P({4,2)})= 吝 


而 且 
_ 5 


51 
P(Ei)P(F) = BE SiC 


1.5 独立 事件 9 





因此 , Bl 和 不 是 独立 的 . 其 原因 是 显然 的 , 因为 如 果 我 们 关心 的 是 扔 出 和 为 6 的 
可 能 性 (用 两 颗 般 子 ), 那么 当 第 一 颗 骨 子 停 在 4 (或 1,2,3,4,5 中 的 任意 一 个 数 ) 时 ， 
我 们 将 很 高 兴 , 因为 还 有 机 会 得 到 总 和 为 6. 另 一 方面 , 当 第 一 颗 骨 子 停 在 6 时 , 我 
们 并 不 高 兴 , 因为 已 经 不 再 有 机 会 得 到 总 和 为 6. 换 句 话说 , 我 们 得 到 总 和 为 6 的 机 
会 依赖 于 第 一 颗 般 子 的 结果 , 因此 , B1 和 下 不 可 能 是 独立 的 . 

令 Es 表示 两 颗 山 子 的 和 等 于 7 这 一 事件 . E2 是 否 与 独立 呢 ? 答案 为 是 , 因 


“而 


为 
P(E2F) =P({(4,3)) = 
P(E2)P(F) = 55= 训 
我 们 留 给 你 来 直接 说 明 为 什么 两 颗 般 子 的 和 等 于 7 这 一 事件 独立 于 第 一 颗 散 子 的 
结果 上- 


独立 性 的 定义 可 以 推广 到 多 于 两 个 事件 的 情形 . 事件 请, E2, Es,…, En 称 为 独 
立 的 , 如 果 对 于 这 些 事件 的 每 个 子 集 By, Ez',…, Br',r < n, 有 了 (本 Po :… Er') = 
P(E1)P(E2):..P(Er). : 

直观 地 看 ,事件 i, B2,…, En 是 独立 的 , 如 果 其 中 任意 一 些 事件 发 生 的 事实 
并 不 影响 其 他 任何 事件 的 概率 . 

例 1.10 (不 独立 的 两 两 独立 事件 ) 假定 从 装 有 号 码 分 别 为 1,2,3,4 的 4 个 球 的 倪 中 
抽取 一 个 球 . 设 互 = {1,2}, = {1,3},G = {1, 负 . 如 果 所 有 4 个 结果 是 等 可 能 的 ， 
那么 


P(EF) = P(E)P(F) = 
P(EG) = P(E)P(G) = 2 
P(FG) = P(F)P(G) = 7 
然而 
7 = P(EFG) # P(E)P(F)P(G) 
因此 , 即使 事件 忆 , G 是 两 两 独立 的 , 它们 并 非 联合 地 独立 的 a 


假定 有 一 个 试验 序列 , 施行 每 个 试验 的 结果 或 者 是 “成 功 ”或 者 是 “失败 ” 以 


P(E Ei Bi,)= [| P(E;,) 
j=1 


我 们 说 这 个 试验 序列 由 独立 的 试验 (independent trails) 组 成 . 
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例 1.11 ”相继 地 抛掷 一 枚 硬币 是 由 独立 的 试验 组 成 , 如 果 我 们 假定 (如 通常 所 为 ) 
” 任意 一 次 抛掷 的 结果 不 被 更 早 抛掷 的 结果 所 影响 . 成 功 可 以 是 结果 为 正面 的 事件 ， 
”而 失败 是 结果 为 反面 的 事件 ; 或 者 可 能 反 过 来 . 加 


1.6 ” 贝 叶 斯 公式 
设 巨 和 五 是 事件 . 我 们 可 以 将 巨 表 示 为 
EFE=EFUEF 


因为 为 了 使 一 个 点 在 中 , 它 或 者 都 在 巨 和 五 中 或 者 只 在 五 而 不 在 下 中 .又 因为 
EF 和 EF°* 是 互 不 相 容 的 , 我 们 有 


P(E) = P(EF)+P(EF°) 
=P(EIF)P(F) + P(EIF°)P(F) 
=P(EIF)P(F)+P(EIF°)(1 — P(F)) (1.7) 


方程 (1.7) 说 明 , 事件 忆 的 概率 是 已 知 玉 已 发 生 时 万 的 条 件 概 率 与 已 知 下 未 发 生 
时 五 的 条 件 概 率 的 加 权 平 均 , 权重 为 各 个 条 件 事件 发 生 的 概率 . 

例 1.12 考虑 两 个 侈 . 第 一 个 从 中 有 2 个 白 球 , 7 个 黑 球 , 第 二 个 念 中 有 5 个 日 球 ， 
6 个 黑 球 . 我 们 抛掷 一 枚 均 勾 的 硬币 , 由 其 结果 是 正面 还 是 反面 决定 是 从 第 一 个 爹 
还 是 从 第 二 个 侈 中 抽取 一 个 球 . 已 知 取 到 的 球 是 白 球 , 问 抛掷 的 结果 是 正面 的 条 件 
概率 是 多 少 ? 

解 ” 以 W 记 取 到 的 是 白 球 这 一 事件 , 以 互 记 抛 所 的 硬币 是 正面 和 梧 上 这 一 事件 . 要 
求 的 概率 P(HIW) 可 以 计算 如 下 : : 

P(HW) P(WIH)P(H) 


PAIW) = PW) POW) 





和 P(WIH)P(H) 
~ P(WIH)P(H)+P(WIH®)P(H®) 


例 1.13 ”学 生 在 回答 多 项 选择 题 时 , 或 者 知道 答案 或 者 猜测 答案 . 假定 她 知道 答 
案 的 概率 是 p, 而 猜 的 概率 是 1 p. 假设 她 猜 对 的 概率 是 1/m, 其 中 m 是 多 选 题 可 
选 的 项 数 . 问 在 已 知 学 生 答题 正确 时 , 她 确实 知道 答案 的 概率 是 多 少 ? 


1.6 贝 叶 斯 公式 ”11 


解 ”以 C 和 天 分 别 记 学 生 回答 正确 和 她 确实 知道 答案 这 两 个 事件 . 现在 


PKC) P(CIK)P(K) 
ee ~ P(C) PCIK)JP(K) +P(CIKc)P(Kc) 


2D 十 (1/rp)L-Z 1I+(m 一 lp 


从 而 , 例如 , 阁 m = 5,p = 1/2, 那么 学 生 对 于 她 答 得 正确 的 题 确实 知道 答案 的 概率 
是 5/6. 因 
例 1.14 某 实验 室 检 测 某 种 疾病 的 血液 检查 , 当 确 实 有 病 时 的 有 效率 是 95% . 可 
是 , 该 检测 也 在 1% 的 健康 人 中 产生 “ 假 阳 性 ”结果 . ( 即 如 果 一 个 健康 人 去 检查 , 那 
么 检测 结果 为 他 有 病 的 概率 是 0.01.) 如 果 总 体 人 群 中 有 0.5% 真 有 此 病 . 问 已 知 某 
人 检测 结果 为 阳性 时 , 他 有 病 的 概率 是 多 少 ? 

解 ”以 D 记 被 测试 的 人 有 病 这 一 事件 , 而 以 记 他 的 测试 结果 是 阳性 这 一 事件 . 
要 求 的 概率 P(DIE) 得 自 

P(DF) P(E|D)P(D) 

P(E) P(E|ID)P(D)+ P(E|ID°)P(D:) 
(0.95)(0.005) 95 
(0.95)(0.005) + (0.01)(0.995) 294 ~ We 


因此 , 测试 结果 是 阳性 的 人 中 , 只 有 32% 确 实 得 了 病 . 较 
方程 (1.7) 可 以 以 如 下 的 方式 推广 . 假定 甩 , 2,…, Fn 是 互 不 相 容 的 事件 , 使 
得 ji_i f= 5. 换 句 话说 , 玉 , 肪 ,及 中 正好 有 一 个 事件 将 发 生 . 通过 写 出 


P(DIE) = 


已 = [ER 


2 一 1 


并 用 事件 EFi,i = 1,2,…,n, 互 不 相 容 的 事实 , 我 们 得 到 
P(E)= > ,P(EF) = > P(EIF)P(R) (1.8) 
i=1 2 二 1 


因此 , 方程 (1.8) 展示 了 , 对 于 给 定 的 有 且 只 有 一 个 发 生 的 事件 记忆 ,…, 及， 
我 们 能 通过 首先 对 中 发 生 的 一 个 事件 取 条 件 计算 P(E)， 也 就 是 说 , 它 说 明了 
P(B) 等 于 了 (如 | 五) 的 加 权 平 均 , 每 项 用 被 取 条 件 的 那个 事件 的 概率 加 权 . 

假定 现在 已 经 发 生 , 而 我 们 关心 的 是 确定 FF 中 哪个 也 发 生 了 . 由 方程 (1.8)， 


我 们 有 
P(EF;) _ P(EIF;)P(E;) 


P(E) ™ TPBIR)P(E) Ww 


P(Fj|E) = 


12 
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方程 (1.9) 称 为 贝 叶 斯 公式 (Bayes’ formula). 

例 1.15 ”你 知道 某 一 封 信 等 可 能 地 在 3 个 不 同 的 文件 夹 的 任意 一 个 之 中 . 者 此 信 
实际 上 在 文件 夹 i 中 (i = 1,2,3) 而 你 经 过 对 文件 夹 i 的 快速 翻阅 发 现 了 你 的 信 的 
概率 记 为 ai;( 我 们 可 以 假定 wm < 1) . 假定 你 查看 了 文件 夹 1 且 没 有 发 现 此 信 . 问 信 
在 文件 夹 1 中 的 概率 是 多 少 ? 


解 


以 (i = 1,2,3) 记 此 信 在 文件 夹 i 中 这 个 事件 , 而 BE 是 通过 对 文件 夹 1 搜索 


但 并 未 看 到 信 这 个 事件 . 我 们 要 求 P( 瑟 | 如 . 由 贝 叶 斯 公式 , 我 们 得 到 


“2. 





1 
P(EIF)P(F (C0) 人 
P(RIE)— 一 ee 
2_i-1P(EFOPC) (1 一 a)3+3+3 1 
二 题 


. 盒 中 有 红 、 绿 、 蓝 三 个 弹 球 . 考察 如 下 试验 , 从 盒 中 取 一 个 弹 球 , 然后 放 回 去 , 再 从 盒 中 


取 第 二 个 弹 球 .此 试验 的 样本 空间 是 什么 ? 如 果 在 任意 情形 下 , 盒 中 的 每 个 弹 球 都 是 
等 可 能 被 抽取 的 , 样本 空间 的 每 一 个 点 的 概率 是 多 少 ? 
在 取 第 二 块 弹 球 前 不 放 回 第 一 个 弹 球 时 , 重 做 习题 1. 

抛掷 一 枚 硬币 直至 正面 接连 地 出 现 两 次 . 此 试验 的 样本 空间 是 什么 ? 如果 硬币 是 均匀 
的 , 问 抛 搓 次 数 恰 为 4 的 概率 是 多 少 ? 


. 设 ,了 FG 是 三 个 事件 . 求 ,FG 的 下 列 事件 的 表达 却 . 


(a) 只 有 下 发 生 . (b) ,下 都 发 生 , 但 是 G 不 发 生 . 
(c) 至 少 一 个 事件 发 生 。 ”(d) 至 少 两 个 事件 发 生 . 

(e) 三 个 事件 都 发 生 . (f) 都 没有 发 生 . 

(g) 至 多 一 个 发 生 . (h) 至 多 两 个 发 生 . 


. 一 个 人 在 拉 斯 韦 加 斯 使 用 下 面 的 赌博 方法 , 他 下 注 1 元 于 轮 盘 赌 的 红色 . 如 果 他 梧 了 ， 


他 就 离开 .如 果 他 输 了 ,他 再 赌 一 次 红色 并 下 注 2 元 .然后 不 管 什么 结果 , 他 都 离开 . 
假定 他 每 次 下 注 赢 的 概率 都 是 1/2. 他 回 家 时 是 赢家 的 概率 是 多 少 ? 为 什么 这 一 个 方 
法 并 未 被 每 个 人 采用 ? 


. 证 明 EB(FUG) = EFU EG. 


7. 证 明 (EUF): = EF°. 
8. 若 P(E) = 0.9 且 P(F) = 0.8, 证 明 P(EF) > 0.7. 一 般 地, 证 明 


P(EF) > P(E)+P(F)-1 


这 称 为 Bonferroni 不 等 式 . 


tr a pr er oop re mee 
ee er FRR re rr ep ee ee 


oe 近 个 Ter 近 伟人 人 人 


Ce 








“9. 


10. 


1 


pt 


1 


Ge 


14. 


15. 


16. 


17. 


18. 


“19. 


20. 
21. 


如 果 中 的 每 个 点 都 在 下 中 , 我 们 就 说 Bc F. 证 明 : 车 巨 c FF, 则 
P(F) = P(E)+P(FE°) > P(E) 
证 明 


P (D | < SP(E,) 
这 称 为 Boole 不 等 式 . 
提示 或 者 用 方程 (1.2) 和 数学 归纳 法 , 或 者 另外 说 明 UU E; = UU" ,其 中 五 = 
,= Bi 站-! By. 并 且 利 用 概率 的 性 质 (ii) 


12. 


设 已 和 FF 是 某 试验 的 样本 空间 中 互 不 相 容 的 事件 . 假定 重复 做 试验 直至 已 季 中 
有 一 个 发 生 . 这 个 超 试 验 的 样本 空间 是 什么 样 的 ? 证 明 事 件 EE 在 事件 FF 之 前 发 生 的 
概率 是 

P(E)[P(E) + P(F)] 
提示 : 原来 的 试验 施行 了 n 次 , 而 E 出 现在 第 ”次 的 概率 为 P(E)(1 - p)"-1,n = 
1,2,…, 其 中 p = P(E) +P(F). 将 这 些 概率 相 加 就 得 到 我 们 要 的 答案 . 


. 双 般 子 博弈 的 玩法 如 下 . 玩家 投 两 颗 般 子 , 如 果 其 和 是 7 或 11, 她 就 赢 . 如 果 其 和 是 2， 


3 或 12, 她 就 输 . 如 果 是 其 他 结果 时 , 就 继续 玩 , 直至 她 重新 投 到 这 个 数 ( 则 她 赢 ), 或 者 
她 投 到 7 ( 则 她 输 ). 计算 玩家 赢 的 概率 . 
投 一 次 山子 赢 的 概率 为 p. A 开始 投 , 如 果 他 失败 了 , 共 子 就 转 给 B. 她 想 在 她 投 时 赢 . 
他 们 反复 投 这 颗 货 子 直 至 有 一 人 赢 . 问 他 们 各 自 赢 的 概率 是 多 少 ? 
推导 

E=EFUEF,EUF=EUFE° 
用 习题 15 证 明 

P(EUF)= P(E)+P(F)— P(EF) 
假设 三 个 人 中 每 人 抛 搓 一 枚 硬币 ， 如 果 有 一 次 抛掷 的 结果 与 其 他 结果 不 同 ， 游 戏 就 结 
束 . 不 然 , 他 们 就 重新 抛掷 他 们 的 硬币 . 设 硬币 是 均匀 的 . 游戏 在 第 一 轮 结束 的 概率 是 
多 少 ? 如 果 所 有 的 硬币 都 是 不 均匀 的 , 并 且 出 现 正面 的 概率 为 1/4, 游戏 在 第 一 轮 结束 
的 概率 是 多 少 ? 
假定 生 下 的 孩子 是 男 还 是 女 是 等 可 能 的 . 如 果 一 个 家 庭 有 两 个 孩子 , 这 两 个 孩子 都 是 
女孩 的 概率 是 多 少 ? 如 果 已 知 (a) 老大 是 女孩 ， ”(b) 至 少 一 个 是 女孩 . 
撕 两 颗 骨 子 . 问 至 少 有 一 个 是 6 的 概率 是 多 少 ? 如 果 这 两 个 面 不 一 样 , 至 少 有 一 个 是 6 
的 概率 是 多 少 ? 
投了 三 颗 山 子 . 三 颗 山 子 中 恰好 有 两 颗 出 现 相 同 的 数 的 概率 是 多 少 ? 
假定 5% 的 男性 和 0.25%% 的 女性 是 色盲 . 随机 地 选取 一 个 色盲 的 人 , 他 是 男性 的 概率 是 
多 少 ? 假定 有 人 数 相等 的 男性 与 女性 . 
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29. 
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31. 
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A 和 B 博弈 直到 其 中 一 人 比 男 一 人 多 出 2 点 以 上 为 止 . 假定 A 独立 地 赢 每 一 点 的 概 
率 为 p, 他 们 总 计 玩 了 2n 点 的 概率 是 多 少 ? A 说 的 概率 是 多 少 ? 
对 于 事件 i, BE2,-…, Bn, 证明 
P(EiE2:.. En,) = P(EI)P(E2|EI)P(Es|BiE2)...P(E,|E1:... En_1) 
在 一 次 选举 中 , 候选 人 A 得 到 n 张 选票 , 候选 人 B 得 到 mm 张 选票 , 其 中 n > m. 假设 
在 计 票 中 , 所 有 可 能 的 n 十 m 张 票 的 排序 都 是 等 可 能 的 . 以 Pn,m 记 自 第 一 张 起 A 总 
处 于 领先 的 概率 . 求 
(a) P21. (b) P31. (c) Pnii. (d) Ps,2. (e) P42. 
(f) Pni,2. (g) P43. (h) Ps,s. (i) Ps,4. (0) 猜测 Pn,m 的 值 . 
从 一 副 52 张 扑 克 牌 中 随机 选取 两 张 , 问 
(a) 它们 组 成 一 对 (就 是 它们 有 相同 的 数字 ) 的 概率 是 多 少 ? 
(b) 已 知 两 张 花色 不 同 , 它们 组 成 一 对 的 条 件 概率 是 多 少 ? 
一 副 52 张 扑 克 牌 (包含 所 有 4 个 A) 被 随机 地 分 为 4 堆 , 每 堆 13 张 . 定义 Ei, Es, Es 
和 Es4 如 下 : 
Ei ={ 第 一 堆 恰 有 一 个 A}, Ez ={ 第 二 堆 恰 有 一 个 A}， 
Es ={ 第 二 堆 恰 有 一 个 A}, BE4 ={ 第 四 堆 恰 有 一 个 A}. 
用 习题 23 的 结论 求 在 每 一 堆 中 都 有 一 个 A 的 概率 P(ElE2EsEs). 
假定 在 习题 26 中 定义 了 事件 Ei,i = 1 2, 3, 4: 
Bi1 = 二 {有 一 堆 中 有 黑 桃 A}， : Es 二 { 黑 桃 A 与 红心 A 在 不 同 的 堆 }， 
Es 一 { 黑 桃 A, 红心 A 与 方块 A 都 在 不 同 的 堆 }，E4 {四 个 A 都 在 不 同 的 堆 }. 
现在 , 用 习题 23 求 在 每 一 堆 中 都 有 一 个 A 的 概率 P(E1E2EsE4). 将 你 的 答案 与 习题 
26 的 结果 作 比 较 . 
如 果 B 的 发 生 使 A 更 可 能 发 生 , 那么 , A 的 发 生 是 否 使 B 更 可 能 发 生 ? 
假定 P(E) = 0.6, P(E|F) 表示 什么 , 若 (a) EE 和 下 互 不 相 容 ? (bj)jECF? (cjFCE? 
比尔 和 乔治 一 起 去 射击 .他 们 同时 射击 同一 个 目标 . 假设 比尔 独立 地 射 中 目标 的 概率 
是 0.7, 乔治 独立 地 射 中 目标 的 概率 是 0.4. 
(a) 已 知 恰 有 一 颗 子 弹射 中 目标 , 求 它 是 乔治 射 中 的 概率 . 
(b) 已 知 目 标 射 中 , 求 它 是 乔治 射 中 的 概率 . 
已 知 两 个 骨 子 的 点 数 和 是 7 时 , 第 一 颗 伶 子 是 6 的 条 件 概 率 是 多 少 ? 
假定 所 有 7 个 参加 聚会 的 人 将 他 们 的 帽子 扔 在 房间 的 中 央 . 然后 每 个 人 随机 地 取 一 顶 
帽子 . 证 明 没 有 人 选 到 自己 的 帐 子 的 概率 为 
Es 
2! 3! 4! 
注意 , 当 n 一 co 时 它 趋 于 e-. 这 是 否 令 人 惊奇 ? 
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习 题 15 


. 有 4 个 一 年 级 男生 、6 个 一 年 级 女生 、6 个 二 年 级 男生 共 上 一 门 课 . 为 了 使 在 随机 选取 
一 个 学 生 时 性 别 与 班级 独立 , 在 这 班 中 需要 出 现 多 少 二 年 级 女生 ? 
. 琼斯 先生 为 了 在 轮 盘 赌 上 能 赢 , 设计 了 一 个 赌 法 . 当下 注 时 , 他 下 注 于 红色 . 而 且 只 在 


以 前 的 十 次 转动 都 落 在 一 个 黑色 的 数 上 时 , 他 才 下 注 . 他 的 理由 是 他 赢 的 机 会 很 大 , 因 
为 连续 11 次 转 到 黑色 的 概率 很 小 . 对 于 这 个 方法 你 有 什么 看 法 ? 
连续 地 抛掷 一 枚 均匀 的 硬币 . 求 抛掷 的 前 四 次 是 下 列 情 况 的 概率 : 

(a) H, H, H, H. (b) 工 , H, 了, H. 


考察 两 个 盒子 . 一 个 盒 内 有 一 个 黑 弹 球 和 一 个 白 弹 球 , 另 一 个 盒 内 有 两 个 黑 弹 球 和 一 
个 日 弹 球 . 随机 选取 一 个 盒子 , 并 在 此 盒子 中 随机 取 一 个 弹 球 . 问 取出 的 弹 球 是 黑色 的 
概率 是 多 少 ? 


. 在 习题 36 中 , 已 知 取出 的 是 白 球 , 问 此 球 出 自 第 一 个 盒子 的 概率 是 多 少 ? 
. 人 1 中 有 两 个 日 球 , 一 个 黑 球 , 侈 2 中 有 一 个 白 球 , 五 个 黑 球 . 从 人 1 中 随机 取 一 个 球 ， 


放 到 和 丛 2 中 . 然后 从 丛 2 中 取 一 个 球 , 正好 是 白 球 . 问 从 丛 1 转移 到 从 2 的 球 是 白 球 
的 概率 是 多 少 ? 

假定 商店 A、B 和 C 各 有 50 个 、75 个 和 100 个 雇员 , 其 中 各 有 50%、60% 和 70%% 为 
女性 . 在 所 有 的 雇员 中 , 不 管 性 别 , 辞职 的 可 能 性 是 相等 的 . 现在 一 个 雇员 辞职 了 , 并 且 
是 女性 . 她 在 商店 C 工作 的 概率 是 多 少 ? 

(a) 某 赌 徒 在 衣 和 袋 中 放 有 一 枚 均匀 的 硬币 和 一 枚 两 面 都 是 正面 的 硬币 . 他 从 中 随机 选取 
一 枚 , 抛 搓 后 结果 是 正面 . 问 它 是 均匀 的 硬币 的 概率 是 多 少 ? (b) 假定 他 对 同一 枚 硬币 
抛 所 第 二 次 , 它 又 出 现 正面 . 现在 , 它 是 均匀 的 硬币 的 概率 是 多 少 ?(c) 假定 他 又 对 同一 
枚 硬币 抛 撞 第 三 次 , 它 出 现 反面 . 现在 , 它 是 均匀 的 硬币 的 概率 是 多 少 ? 

在 某 个 种 类 的 鼠 中 , 黑色 比 褐色 占 优势 . 假定 有 两 只 黑色 双亲 的 黑 鼠 具有 一 只 褐色 同 
胞 . z 

(a) 它 是 纯 黑 鼠 的 概率 是 多 少 ? (相对 于 一 个 黑色 基因 与 一 个 褐色 基因 的 混 种 鼠 .) 

(b) 假设 当 一 只 黑 鼠 和 一 只 宰 鼠 交配 后 的 五 只 后 代 都 是 黑 女 时 , 它 是 纯 黑 女 的 概率 是 
多 少 ? 

在 盒 中 有 三 枚 硬币 . 一 枚 是 双 正 面 硬 币 , 另 一 枚 是 均匀 的 硬币 , 而 第 三 枚 是 出 现 正面 的 
概率 为 75% 的 不 均匀 硬币 . 当 从 这 三 枚 中 随机 选取 一 枚 抛掷 时 , 它 出 现 正 面 . 问 它 是 双 
正面 硬币 的 概率 是 多 少 ? 

假定 我 们 有 10 枚 硬币 . 抛掷 第 i 枚 硬币 出 现 正面 的 概率 为 i/10,1i = 1,2,:…,10. 当 随 
机 选取 一 枚 硬币 抛掷 时 , 它 出 现 正 面 . 问 它 是 第 5 枚 硬币 的 条 件 概 率 是 多 少 ? 

侈 1 中 有 五 个 白 球 , 七 个 黑 球 . 丛 2 中 有 三 个 白 球 , 十 二 个 黑 球 . 我 们 抛掷 一 枚 均匀 的 
硬币 . 如 果 结 果 是 正面 , 就 从 爹 1 中 取出 一 个 球 , 而 如 果 结 果 是 反面 , 就 从 舍 2 中 取出 
一 个 球 . 假定 选取 到 的 是 白 球 . 问 硬币 出 现 反 面 的 概率 是 多 少 ? 
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“45. 


46. 


47. 


“48. 
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一 个 侈 中 有 。b 个 黑 球 , > 个 红 球 . 从 中 随机 选取 了 一 个 球 , 但 是 当 将 它 放 回 伟 中 的 时 候 ， 
又 加 进 了 ec 个 与 之 同色 的 球 . 现在 我 们 再 取 另 一 个 球 . 证 明 已 知 取 到 的 第 二 个 球 是 红 
球 时 , 取 到 的 第 一 个 球 是 黑 球 的 条 件 概率 是 (十 7 十 c). 
狱 吏 通知 三 个 犯人 , 已 经 随机 地 从 中 选取 一 人 处 死 , 而 其 余 两 人 将 被 释放 . 犯人 A 要 求 
狱 更 私下 告诉 他 哪 一 个 犯人 将 被 释放 ， 并 声称 泄露 这 个 信息 是 无 害 的 , 因为 他 已 经 知 
道 至 少 一 人 将 获得 自由 . 狱 吏 拒绝 回答 这 个 问题 , 并 指出 如 果 A 知道 哪 一 个 犯人 将 被 
释放 , 那么 他 被 处 死 的 概率 就 从 1/3 上 升 至 1/2, 因为 他 将 是 两 个 犯人 中 的 一 个 . 对 于 
狱 吏 的 论据 你 有 什么 看 法 ? 
对 固定 的 事件 B, 证 明 对 于 所 有 的 事件 4, 全 体 P(A4|B) 满足 概率 的 三 个 条 件 . 由 此 推 
论 
P(AIB) = P(4|BC)P(CIB) + P(AIBC°)P(C°|B) 


然后 直接 验证 以 上 方程 . 


在 某 个 社区 , 60% 的 家 庭 拥 有 汽车 , 30% 的 家 庭 拥有 房产 , 而 20% 的 家 庭 既 有 汽车 又 有 
房产 . 随机 选取 一 个 家 庭 , 求 此 家 庭 或 者 有 汽车 或 者 有 房产 但 不 是 两 者 都 有 的 概率 . 
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第 2 章 随机 变量 


2.1 随机 变量 


在 做 试验 时 , 常 发 生 的 是 相对 于 试验 结果 本 身 而 言 , 我 们 主要 还 是 对 结果 的 某 
些 函数 感 兴趣 . 例如 , 在 所 股子 时 , 我 们 常常 关心 的 是 两 颗 般 子 的 和 , 而 并 不 真正 关 
心 其 实际 结果 . 就 是 说 , 我 们 也 许 关心 的 是 其 和 为 7, 而 并 不 关心 其 实际 结果 是 否 是 
(1,6) 或 (2,5) 或 (3,4) 或 (4,3) 或 (5,2) 或 (6,1). 我 们 所 关注 的 这 些 量 是 更 形式 地 , 定义 
在 样本 空间 上 的 实 值 函 数 , 称 为 随机 变量 . 

因为 随机 变量 的 值 是 由 试验 的 结果 决定 的 , 我 们 可 以 给 随机 变量 的 可 能 值 指定 
其 概率 
例 2.1 ”以 XX 记 随 机 变量 , 它 定义 为 两 颗 均 匀 的 仍 子 的 和 , 那么 

P{X =2} =P{(1,D)}= 训 
2 


P{X = 3} = P{(1,2), (2,1)} = Se 
3 


P{X =4}=P{(1,3),(2,2),(3,1)}= 3 
P{X = 5} = P{(1, 4), (2, 3), (3, 2), (4, 1)} = 

P{X =6} =P{(1,5),(2,4),(8,3), (4,2), (5,1)} = 去 

P{X =7} = P{(1,6), (2,5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)} = 二 0, 
P{X = 8} = P{(2, 6), (3, 5), (4, 4), (5, 3), (6, 2)} = 部 

P{X = 9} = P{(3, 6), (4, 5), (5, 4), (6, 3)} = 二 

P{X = 10} = P{(4 6), (5,5), (6,4)} = 天 

P{X =11}=P{(5,6),(6,5)} = 


P{X =12} = P{(6,6)} = 元 


换 句 话说 , 随机 变量 X 能 取 从 2 到 12 的 任意 整数 值 , 而 且 取 每 个 值 的 概率 由 方程 
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(2.1) 给 出 . 因为 随机 变量 X 必须 取 2 到 12 中 的 一 个 值 , 必须 有 
12 12 
-? {Ue -| = >》_P{X=n} 
i 二 2 n= 二 2 


这 可 以 用 方程 (2.1) 验证 . 图 
例 2.2 再 举 一 个 例子 ， 假定 我 们 的 试验 是 由 抛掷 两 枚 均 义 的 硬币 组 成 以 Y 记 出 
现 正 面 的 次 数 , 那么 Y 是 一 个 取 值 于 0、1、 2 的 随机 变量 , 分 别 具 有 概率 


P{Y =0} = P{(T,T)} = 。 

P{Y =1} =P{(T, H), (HF,T)} = 7 

P{Y =2} = P{(H, A)} = 3 
当然 , P{Y =0} +P{Y =1}+P{Y =2}=1. 天 
例 2.3 ”假定 我 们 抛掷 一 枚 出 现 正面 的 概率 为 p 的 硬币 直至 正面 首次 出 现 . 以 N 


某 个 值 的 随机 变量 , 分 别 具 有 概率 
P{N=1}=P{H}=? 


P{N =2} = P{(T,H)}= (1—p)p 
P{N = ne P{(T,T, H)} = (一切 


P{N = 中。 =P{(T,T,...,T,H)}= (1—p)" 'p, n>1 
Ne 


n—1 
作为 验证 , 注意 
e (Ut = _P{N=n}=p)_(1-p)" = ey 二 1 图 


例 2.4 ”假定 我 们 的 试验 是 观察 电池 在 损耗 前 能 用 多 久 . 并 假定 我 们 主要 并 不 关心 
电池 的 实际 寿命 , 而 只 是 关心 电池 是 否 至 少 能 用 两 年 . 在 这 种 情形 下 , 我 们 可 以 定 
义 随机 变量 7 为 





0， 其 他 情形 
如 果 以 巨 记 电池 能 使 用 两 年 或 更 长 , 那么 随机 变量 了 称 为 事件 巨 的 示 性 (indicator) 
随机 变量 . (注意 的 取 值 依赖 于 互 是 否 发 生 .) / 因 


2.1 随机 变 量 





例 2.5 ”假定 相继 地 做 独立 试验 , 其 中 每 次 试验 有 m 种 可 能 的 结果 , 其 概率 分 别 为 
D1 pm Dp 以 X 记 直 至 每 一 个 结 二 有 果 至 少 出 现 一 次 所 需 的 试验 次 次 数 . 


与 其 直接 考虑 P{X = n}, 我 们 不 如 首先 确定 P{X > n}, 这 是 在 做 ”次 试验 
后 , 至 少 有 一 个 结 人 以 hi 记 起 初 的 n 次 试验 后 还 没有 出 现 结 
果 1 这 个 事件 i 二 1,…,m, 那么 


P{X >n}=P 人 4 


i=1 


-DP -DP 
1p AjAp) + (DntiP(A) 4 


i<I<k 
现在 , P(4;) 是 起 初 的 n 次 试验 中 每 一 次 结果 在 非 i 的 结果 中 的 概率 , 所 以 由 独立 
性 
P(Ai) = (1 — pi;)” 
类 似 地 , P(4i;4;) 是 起 初 的 n 次 试验 中 每 一 次 结果 在 既 非 i 又 非 j 的 结果 中 的 概率 ， 
”所 以 有 
P(AiA;) = (1 — pi;—p;)" 
鉴于 所 有 其 他 的 概率 都 类 似 , 我 们 看 到 


P{X. SN 20 一 Di) -> — Pi — pi)" 


2<7 


一 333 本 一 2 一 Dj1 一 Dk)” 一 
i<I<k 
因为 P{X =n} =P{X >n--1}-P{X > nj), 利用 代数 恒等式 (1a)"-!1-(1-a)" = 
a(1 一 a)” ,我 们 看 到 


P{X =n}= Dn -mr s 一 >》 >》 (pi +p;)(1 — pi 一 DJ) 7 
1<7 图 


了 — pj — Pk) 一 


i<jI<k 


在 前 面 所 有 的 例子 中 , 我 们 所 关心 的 随机 变量 , 或 者 取 有 限 个 , 或 者 取 可 数 个 可 
能 的 值 ”. 这 样 的 随机 变量 称 为 离散 的 (discrete)j， 可 是 也 存在 取 连 续 多 个 可 能 值 的 


中 一 个 集合 是 可 数 的 , 如 果 它 的 元 素 可 以 与 正 整数 一 一 对 应 . 
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随机 变量 . 这 称 为 连续 的 (continuous) 随机 变量 . 例如 记 汽 车 寿命 的 随机 变量 ， 如 果 
假定 汽车 的 寿命 取 某 个 区 间 (a,b) 中 的 任意 值 . 

随机 变量 X 的 累积 分 布 函数 (cumulative distribution function)( 简 称 分 布 函 数 ， 
cdf)F(-) 定义 为 , 对 于 任意 实数 b, 一 00 <b< co， 


F(b) =P{X < 0b} 


简 言 之 , f(b) 记 随 机 变量 X 取 一 个 小 于 或 者 等 于 b 的 值 的 概率 . 分 布 函 数 下 的 一 
些 性 质 为 

(i) F(b) 是 的 非 减 函 数 ， 

(ii)ljimbs ,ooF(b) = F(00)=1, 

(iii)lims_—,_ooF(b) = F(—00) = 

性 质 (i) 是 由 于 对 于 a < 5b, 事件 {X < a} 包含 于 事件 {X < 9} 中 , 所 以 它 有 较 
小 的 概率 . 性 质 (i 和 ( 放 ) 是 由 于 X 必须 取 某 个 有 限 的 值 

有 关 X 的 所 有 概率 问题 都 可 以 用 分 布 函数 FF(-) 回答 . 例如 ， 对 于 所 有 的 6 a<b 


P{a<X<0b}=F()— F(a) 


这 是 由 于 我 们 可 以 通过 先 计 算 {X < 地 的 概率 (也 就 是 下 (b)), 然后 减 去 {X < 叶 
的 概率 算出 P{a < XX < 如 } (也 就 是 F(a)). 
如 果 我 们 需要 X 严格 地 小 于 b 的 概率 , 我 们 可 以 通过 


P{X <0} = lim, P{X <b—h} = lim, F(O—h) 


算出 这 个 概率 , 其 中 lim_,o+ 表示 我 们 是 在 h 递减 到 0 时 取 的 极限 . 注意 P{X < 寺 
不 必 等 于 所 (b), 因为 F(b) 也 包括 X 等 于 的 概率 . 


2.2 ”离散 随机 变量 


正如 上 面 提 到 的 , 一 个 最 多 取 可 数 个 可 能 值 的 随机 变量 , 称 为 离散 的 . 对 于 一 个 
离散 随机 变量 X, 我 们 用 
p(a) = P{X = a} 
定义 概率 质量 函数 p(a). 概率 质量 函数 p(a) 最 多 在 可 数 个 a 的 值 上 是 正 的 . 也 就 是 
说 ， 如 果 入 必须 假定 是 值 Ti, 2 过 二 那么 


p(7i) > 0， 了 三 1) 2 
p(z) =0， 所 有 其 他 z 什 
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因为 X 必须 取 zi 值 中 的 一 个 , 我 们 有 
> ze 过 
时 分数 了 可 以 用 pg) 表示 为 
国 Fla)= 5S p(xi) 








; 一 切 zi<a 
。 例如 , 假定 X 是 由 
给 出 的 概率 质量 函数 , 那么 X 的 累积 分 布 函数 由 
0, a<l1 
1 
7， <a<2 
F(a) = 5 
6， 2 <a< 3 
ll, 3<a 


给 出 . 这 在 图 2.1 中 是 以 图 例 的 方式 出 现 的 . 


F(x) 





LI— ol ~ 


1 2 3 x 


图 2.1 F(z) 的 图 


离散 随机 变量 党 以 概率 质量 函数 分 类 . 我 们 现在 研究 一 些 这 样 的 随机 变量 
”2.2.1 ” 伯 努 利 随机 变量 


\ 假定 一 个 试验 , 其 结果 可 以 分 为 成 功 或 者 失败 . 如 果 我 们 在 试验 的 结果 是 成 功 
”时 , 令 等 于 1, 而 在 试验 的 结果 是 失败 时 , 令 X 等 于 0, 那么 X 的 概率 质量 函数 


~ 
22 第 2 章 随机 变量 


由 
p(0) = P{X =0}=1—y, 


p(1)=P{X=1}=p 
给 出 , 其 中 p, 0 < p < 1, 是 试验 的 结果 为 成 功 的 概率 . 
随机 变量 X 称 为 伯 努 利 随机 变量 , 如 果 其 概率 质量 函数 由 方程 (2.2) 给 出 , 且 
0O<p<l1. 


2.2.2 ”二 项 随机 变量 

假定 做 了 n 次 独立 试验 , 其 中 每 次 结果 为 成 功 的 概率 为 p, 结果 为 失败 的 概率 
为 1 一 p. 如 果 以 X 代表 出 现在 n 次 试验 中 的 成 功 的 次 数 , 那么 XX 称 为 具有 参数 
(n,p) 的 二 项 (binomial) 随机 变量 . 

参数 为 (n,p) 的 二 项 随机 变量 的 概率 质量 隆 数 由 


(2.2) 


Nn nl! 
( ; (二 


等 于 从 ”个 对 象 的 集合 中 能 够 选 出 的 《个 对 象 的 不 同 组 的 数目 ， 方程 (2.3) 的 有 
效 性 可 以 这 样 验证 : 首先 注意 由 独立 性 假设 , 一 个 包含 ;次 “成 功 和 n 一 i 次 " 失 
败 ” 的 n 个 结果 的 任意 一 个 特殊 序列 的 概率 是 p'(1 一 p)", 那么 方程 (2.3) 得 目 : 


N 


一 共有 ( | 个 包含 站 次 成 功 和 郊 一 次 失败 的 对 个 结果 的 不 同 序列 . 例如 , 如 采 


给 出 , 其 中 


n 二 3,i 二 2, 那么 在 3 次 试验 中 得 到 两 次 成 功 共 有 | ) = 3 种 方式 . 即 三 个 结果 
(s, s, 了 ), (s, f,s), (f, s,s) 中 的 任意 一 个 , 这 里 结果 (s, s, f) 表示 前 面 两 次 试验 都 是 成 
功 , 而 第 三 次 是 一 次 失败 . 因为 三 个 结果 (s,s, 了), (s, f, s), (js,s) 中 的 任意 一 个 出 
现 的 概率 都 是 p?(1 一 p), 因此 , 要 求 的 概率 是 ( » ) D (1 一 只)， 
注意 , 由 二 项 式 定 理 , 这 些 概率 加 起 来 是 1, 就 是 说 
> 0 全 ( 。 jza -p)" "=(p+(1—p))"=1 


例 2.6 ”抛掷 4 枚 均匀 的 硬币 . 假定 其 结果 都 是 独立 的 . 问 得 到 两 个 正面 、 两 个 反 
面 的 概率 是 多 少 ? 





2.2 离散 随机 变量 


。 解 让 区 等 于 出 现 正面 ("成功") 的 数目 , 那么 X 是 参数 为 二 4.p 二 1/2 的 一 项 
。 随机 变量 . 因此 , 由 方程 (2.3) 


4 IN* ZIN2 
. PC 人 (人 的- 
， 例 2.7 已 知 某 机 器 生产 的 一 个 产品 是 废品 的 概率 为 0.1, 日 与 任意 的 其 他 产品 独 
， 立 在 三 个 产品 的 样本 中 , 至 多 有 一 个 废品 的 概率 是 多 少 ? 
。 解 “假定 X 是 在 此 样本 中 废品 的 数目 , 那么 X 是 参数 为 (3, 0.1) 的 二 项 随机 变量 
。 因此 , 要 求 的 概率 由 


P{X=0}+P{X=1}= | ， | (0.1)°(0.9)3 十 ( | (0.1):(0.9)? = 0.972 。 国 


”给 出 . 

” 例 2.8 假定 在 飞行 中 ,飞机 发 动机 失效 的 概率 为 1 一 p, 而 且 各 发 动机 独立 地 工作 . 

”假定 如 果 至 少 50% 的 发 动机 保持 运行 , 飞机 就 能 完成 一 次 成 功 的 飞行 . p 取 什 么 样 

”的 值 , 四 个 发 动机 的 飞机 比 两 个 发 动机 的 飞机 更 可 靠 ? 

” 解 ” 因 为 假定 每 个 发 动机 失效 还 是 运行 独立 于 其 他 的 发 动机 的 情形 ， 由 此 推出 保 

” 持 运 行 的 发 动机 的 个 数 是 二 项 随机 变量 . 因此 ， 四 个 发 动机 的 飞机 完成 一 次 成 功 的 
飞行 的 概率 是 


| jza-m+ | ， ju- ) va- 


= 62 (1 一 D)2 十 4p3(1 —p)+p4 


而 两 个 发 动机 的 飞机 的 对 应 概率 是 


(Ja-or( Jaa-atr 


因此 , 四 个 发 动机 的 飞机 更 安全 , 如 果 
6p°(1—p)?+4p3(1—p)+pt >2p(1—p)+p? 


或 等 价 地 , 如 果 
6p(1 一 2 六 十 4p2(1 —p)+p3>2—p 


它 可 以 简化 为 


3 一 8 十 7 -2>0 或 -12(3p 一 2)>0 


ie 
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这 等 价 于 
3p 一 2>0 或 p> 
因此 , 当 发 动机 成 功 的 概率 p 至 少 需要 大 到 2/3 时 , 四 个 发 动机 的 飞机 更 安全 ， 


而 当 此 概率 p 低 于 2/3 时 , 两 个 发 动机 的 飞机 更 安全 . 图 
例 2.9 ”假定 一 个 人 的 特殊 特征 (例如 眼睛 的 颜色 或 有 左 撤 特 征 ) 是 以 一 对 基因 加 


以 区 分 的 . 假定 用 d 代表 显 性 基因 , 而 用 7 代表 隐 性 基因 . 从 而 一 个 有 dd 基因 的 人 


是 纯 显 性 , 有 rr 基因 的 人 是 纯 隐 性 , 而 有 rd 基因 的 人 是 混合 型 . 纯 显 性 与 混合 型 外 
艇 相 像 . 孩子 从 每 个 双亲 那里 得 到 一 个 基因 . 如 果 对 于 一 个 特殊 的 特征 , 两 个 混合 
型 的 双亲 共有 四 个 孩子 . 问 其 中 恰 有 三 个 孩子 有 显 性 基因 的 外 貌 的 概率 是 多 少 ? 

解 ”如 果 我 们 假定 每 个 孩子 等 可 能 地 从 每 个 双亲 那里 遗传 一 个 基因 , 两 个 混合 型 
的 双亲 的 孩子 有 一 对 基因 dd, rr 或 rd 的 概率 分 别 为 1/4,1/4,1/2. 因为 一 个 后 代 
有 显 性 基因 的 外 先 , 如 果 他 的 基因 对 或 是 dd 或 是 rd 于 是 就 推出 这 样 的 孩子 的 个 
数 是 按 二 项 分 布 的 , 其 参数 为 (4,3/4). 从 而 所 求 的 概率 是 


(:) © 0) -8 


术语 备注 ”如果 X 是 参数 为 (n,p) 的 二 项 随机 变量 , 那么 我 们 就 说 X 有 参数 为 
(n,p) 的 二 项 分 布 . 
2.2.3 ”几何 随机 变量 


假定 进行 独立 试验 直到 出 现 一 个 结果 为 成 功 , 其 中 每 一 个 试验 成 功 的 概率 都 是 
p. 如 果 我 们 以 X 记 直到 出 现 首次 成 功 所 需要 做 的 试验 次 数 , 那么 称 X 为 具有 参数 
p 的 几何 随机 变量 . 它 的 概率 质量 函数 由 


p(n) 二 P{X 2 n} ss (1 —p)" py, n= 1,2,.. (2.4) 


给 出 . 方程 (2.4) 得 自 要 使 X 等 于 n, 其 充 要 条 件 是 前 一 1 次 试验 都 是 失败 , 而 第 


n 次 试验 是 成 功 . 方程 (2.4) 是 由 于 相继 的 试验 结果 是 假定 独立 的 . 
为 了 验证 p(n) 是 一 个 概率 质量 函数 , 我 们 注意 


Dnt) = ra- pr 一 = 
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| 2.2.4 ” 间 松 随机 变量 
2 p(i) =P{X= 科 =e i = 0,1,.…- (2.5) 


“方程 @ 定义 了 一 个 概率 质量 函数 ,因为 

-e->》 站 =e*e*=1 

i=0 i=0 

” 泊 松 随机 变量 在 不 同 的 数学 领域 有 广泛 的 应 用 , 这 将 在 第 5 章 中 看 到 . 

: 泊 松 随机 变量 的 重要 性 质 是 它 可 以 用 来 近似 二 项 随机 变量 , 如 果 二 项 参数 nn 大 ， 
而 p 小 . 为 了 明白 这 点 , 假定 X 是 具有 参数 (n,p) 的 二 项 随机 变量 , 并 取 和 = mp 

那么 


. nl! ， oe nl! A NY 
re 外 ( 2 ) 
_ nm oD noit+D) XN (1— An)" 
ni il (1 — A/n)’ 





现在 , 对 于 大 的 n 和 小 的 p 有 
(1-2) “0 se ane mn eg (i 


nN n? 
因此 , 对 于 大 的 n 和 小 的 P， 
0 
例 2.10 ”假定 在 书 的 一 页 上 的 印刷 错误 的 个 数 是 一 个 具有 参数 和 = 1 的 泊 松 随机 
”变量 . 计算 在 此 页 上 至 少 有 一 个 错误 的 概率 . 
解 


P{X 王 计 Se 


P{X>1}=1-P{X=0}=1—e ! 0.633 医 
例 2.11 假定 每 天 在 高 速 路 上 发 生 的 事故 的 数目 是 一 个 具有 参数 入 = 3 的 泊 松 随 
机 变量 . 问 今 天 没有 发 生 事故 的 概率 是 多 少 ? 
解 
~ P{X =0} =e-?3 ~0.05 图 
例 2.12 考察 计算 一 克 放 射 性 物质 在 一 秒 钟 内 释放 的 a 粒子 的 数目 的 试验 . 如 果 
我 们 已 知 平均 有 3.2 个 这 样 的 a 粒子 被 释放 . 出 现 不 多 于 两 个 a 粒子 的 近似 概率 是 


多 少 ? 
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解 ” 如 果 我 们 将 这 一 克 放射 性 物质 想象 为 由 个 原子 组 成 的 , 每 个 以 概率 3.2/n 分 
解 并 且 在 随后 的 那 一 秒 中 释放 a 粒子 , 那么 我 们 看 到 a 粒子 的 数目 非常 近似 于 一 
个 具有 参数 和 = 3.2 的 泊 松 随机 变量 . 因此 , 所 求 的 概率 是 





P{X < 2} =e ?+3.2e 732+ i ~ 0.382 


2.3 ”连续 随机 变量 


在 这 一 节 中 , 我 们 关心 的 随机 变量 其 可 能 值 不 是 可 数 的 . 以 XX 记 一 个 这 样 的 
随机 变量 .我 们 说 X 是 一 个 连续 的 随机 变量 , 如 果 存 在 一 个 定义 在 所 有 实数 > e 
(00,00) 上 的 非 负 函数 f(x), 使 得 对 于 任意 实数 集合 B 有 性 质 : 


P{X € B}= 上 ep (2.6) 


函数 f(z) 称 为 随机 变量 X 的 概率 密度 函数 (Probability density function). 
换 句 话说 , 方程 (2.6) 说 明了 X 在 B 中 的 概率 可 以 由 概率 密度 函数 在 集合 B 
上 求 积分 得 到 . 因为 X 必须 取 一 些 值 , f(x) 就 必须 满足 


1 = P{X € (~—o00,00)} = [. f(z)dz 


关于 X 的 所 有 概率 陈述 都 能 通过 f(z) 回答 : 例如 , 设 B = [a,9]. 由 方程 (2.6) 我 们 
得 到 

SN / fo)dz (2.7) 
如 果 我 们 在 上 面 设 a = 6b, 那么 

P{X =aQ}= f f(a)as -0 
换 句 话说 , 这 个 方程 说 明了 连续 随机 变量 在 假定 为 某 个 特殊 值 时 的 概率 为 零 . 

累积 分 布 函数 FF(-) 与 概率 密度 函数 /(.) 的 关系 表示 为 
F(a) = P{X E (一 co,a)} = 全 f(z)dz 
”对 上 式 两 边 求 微分 就 得 到 
/ LF(o) = f(0) 


就 是 说 , 密度 函数 是 累积 分 布 函 数 的 导数 . 密度 函数 的 一 个 更 为 直观 的 解释 可 以 由 
方程 (2.7) 得 到 如 下 : 当 s 小 时 





5 
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E E ate/2 
一 F<AXA< ar 三 祥 
P {a ; Xa 十 并 Li f(z)dz ~ ef (a) 


换 句 话说 , X 包含 在 点 a 附近 长 度 为 。 的 区 间 内 的 概率 近似 地 为 ef(a). 由 此 ,我们 
明白 f(a) 是 随机 变量 在 a 附近 可 能 性 太 小 的 量度 . 

有 几 个 重要 的 连续 随机 变量 常常 出 现在 概率 论 中 . 在 这 节余 下 的 部 分 就 致力 于 
某 些 这 种 随机 变量 的 学 习 
2.3.1 “均匀 随机 变量 

一 个 随机 变量 称 为 均匀 分 布 在 区 间 (0, 1) 上 , 如 果 它 的 概率 密度 函数 给 定 为 


9 
t={ 


注意 上 式 是 一 个 密度 函数 , 因为 f(z) > 0, 而 且 


[sar= f oo=1 


， 因为 只 当 ze (0,1) 时 f(z) > 0, 这 就 推出 X 必须 在 (0,1) 内 取 一 个 值 , 又 因为 对 
”于 ze (0,1), f(z) 是 常数 , X 正好 等 可 能 地 在 (0,1) 中 的 任意 一 个 值 “附近 ”. 要 验 


证 这 一 点 , 我 们 应 注意 , 对 于 任意 0<a <b<1 


函数 给 定 为 


b 
Pla< x <H= |/ f(z)dz =b—a 


换 句 话说 , X 在 (0,1) 的 任意 特定 子 区 间 中 的 概率 等 于 该 子 区 间 的 长 度 . 
一 般 地 , 我 们 说 X 是 一 个 在 区 间 (a, 6) 上 的 均匀 随机 变量 , 如 果 它 的 概率 密度 


1 2 
i | Be ~ oy <pb (2.8) 


” 例 2.13 计算 均匀 分 布 在 (a, 6) 上 的 随机 变量 的 累积 分 布 函 数 . 


解 ”因为 F(a) = 人 f(z)dz, 由 方程 (2.8), 我 们 得 到 





BB—oa 


0, aa 
Ba) i 
|， ab 
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例 2.14 如 果 X 均匀 分 布 在 (0,10) 上 , 计算 概率 (al X < 3, (b X > 7， 
(c) 1< X <6. 











2.3.2 ”指数 随机 变量 
一 个 连续 随机 变量 , 其 概率 密度 函数 给 定 为 , 对 于 某 个 入 > 0 


Ae-*， 若 xz>0 
f(z) = 
0, 右 Z<0 


称 为 具有 参数 和 的 指数 随机 变量 . 这 类 随机 变量 将 在 第 5 章 中 广泛 地 研究 , 所 以 ， 
我 们 在 这 里 只 计算 其 累积 分 布 函数 下 


Qa 
= | Me =1—-e*, a>0 
0 


注意 (00) = 上 Xe-^zdz 一 1. 
0 


2.3.3 “” 伽 玛 随机 变量 
密度 函数 给 定 为 , 对 于 入 > 0,w > 0 


Xe 必 (Xz)jc-1 
-| vr 


0， 和 藻 Zr < 


的 连续 随机 变量 ， 称 为 具有 参数 入 和 a 的 人 徊 玛 随机 变量 . 下 (a) 称 为 伽 玛 函数 , 它 定 
义 为 _ 
工 (a) =- / ezZ2 dz 
0 


对 于 整数 a, 例如 a = 用 归纳 法 容易 证 明 


LT'(n) = (nC— 1)! 
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2.3.4 正 态 随机 变量 


我 们 说 X 是 具有 参数 人 和 o? 的 正 态 随 机 变量 (或 简单 地 说 , X 是 正 态 地 分 布 )， 
” ”如果 X 的 密度 由 


2 2 
er-(z-m) /2 oo0<z<o0 





1 
给 出 . 这 个 密度 函数 是 一 条 钟 形 曲线 , 它 关 于 ,对称 ( 见 图 2.2)， 


-<- 噬 一 一 CD 及 十 co -er 


图 2.2 正 态 密度 函数 


正 态 随机 变量 的 一 个 重要 性 质 是 , 如 果 XX 以 参数 人 和 o? 正 态 地 分 布 , 那么 
”了 = QX 十 B 以 参数 ay +B 和 a?o? 正 态 地 分 布 . 为 了 证 明 它 , 先 假定 a > 0, 并 注 
” 意 随机 变量 Y 的 累积 分 布 函数 Fy(-) ?由 


Flo) =P{Y <o =PlaX +B<o) =P{X< Te)= Fx (S58) 


—p6) 
ls ns e—(2—/)° /20° 7 
270 


所 or ~» { -a : (2.9) 


给 出 ,其 中 最 后 的 等 式 是 由 变量 痊 换 vo 一 ac+8 得 到 的 .因为 Fy(o) = /fy(w)av 


由 等 式 (2.9) a fy() 由 
—(v — (op + 6))? 
六 人 = -BP { 
给 出 . 因此 ,Y 是 参数 为 ay 十 8 和 (ao)? 的 正 态 分 布 . 类 似 的 结果 在 a < 0 时 也 正确 . 
上 述 结果 的 一 个 推论 是 , 如 果 X 以 参数 4 和 o? 正 态 地 分 布 , 那么 Y = (X 
人)/o 以 参数 0 和 1 正 态 地 分 布 . 这 样 的 随机 变量 Y 称 为 标准 正 态 分 布 或 单位 正 态 
分 布 . 


(D 当 考虑 多 个 随机 变量 时 , 我 们 以 Fz(-) 记 随 机 变量 2 的 累积 分 布 函 数 . 类 似 地 , 我 们 将 2 的 密度 
记 为 fz(). 











2 O00<V< CO 


2.4 ”随机 变量 的 期 望 


2.4.1 离散 情形 
如 果 X 是 离散 随机 变量 , 具有 概率 质量 函数 p(x), 那么 X 的 期 望 值 定义 为 
E[X]= >》， xzp(z) 
Z:Dp(Z)>0 


换 句 话说 , X 的 期 望 值 是 X 可 能 取 的 值 的 加 权 平 均 , 每 个 值 被 X 取 此 值 的 概率 所 
加 权 . 例如 , 如 果 X 的 概率 质量 函数 给 定 为 


p(D = 子 =202) 


EIX]=1 (5) +2 (5) 5 
恰 是 X 能 取 的 两 个 可 能 值 1 和 2 的 一 个 通常 的 平均 
另 一 方面 , 如 果 


那么 


p(D = 3 p(2) =3 


BIX] =1 (3)+2(3) =- 


是 两 个 可 能 值 1 和 2 的 一 个 加 权 平 均 , 其 中 值 2 的 权 是 值 1 的 两 倍 ， 因为 p(2) = 
2p(1). 

例 2.15 求 E[X], 这 里 和 是 掷 一 颗 均 邹 的 山子 的 结果 . 

解 ”因为 p(1) = p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = p(6) = 1/6, 我 们 得 到 


wo 。 


那么 


“一 例 2.16( 伯 努 利 随机 变量 的 期 望 ) 当 X 是 参数 为 p 的 伯 努 利 随机 变量 时 , 计算 


E[X] 
解 ” 因 为 p(0) = 1 一 p,p(1) = p, 我 们 有 E[X] = 0(1 一 p) 十 1(p) =2. 因此, 在 一 次 试 
验 中 平均 成 功 的 次 数 正 是 成 功 的 概率 . 图 


例 2.17( 二 项 随机 变量 的 期 望 ) 当 X 是 以 参数 n 和 二 项 地 分 布 时 , 计算 E[X]. 
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解 
Ba 之 ip 人 = 2 ( | p'(1—p)" = 2 ee <p) 
C nl! a 1)! a po 
ee re j? i(1 —p)” wr (1 —p) 
及 mp5 ( en jz 一 人 "下 一 mp 四 二 (一 可 1 
k=0 k 
这 里 倒数 第 二 个 等 式 来 自 令 一 i 一 1. 因此 , n 次 独立 试验 的 平均 成 功 次 数 是 m 乘 
以 一 次 试验 成 功 的 概率 . 


例 2.18( 几 何 随机 变量 的 期 望 ) 计算 参数 为 p 的 几何 随机 变量 的 期 望 . 
解 ” 由 方程 (2.4), 我 们 得 到 


EI[X] = 2_np(1 —p)" =p ng”! 
其 中 g=1--p， 
dd q 2 1 
|p ge dg (Se )- dg Le 人 (1—g? p 


换 句 话说 , 直至 达到 我 们 的 首次 成 功 所 需 做 的 独立 试验 的 期 望 数 等 于 任意 一 次 试验 
结果 是 成 功 的 概率 的 倒数 . 加 
例 2.19( 浊 松 随机 变量 的 期 望 ) 计算 E[X], 如 果 X 是 参数 为 和 的 泊 松 随机 变量 . 
解 ”由 方程 (2.5), 我 们 有 





这 里 我 们 用 了 恒等式 > 和 */k! = ex， 加 
2.4.2 ”连续 情形 
我 们 可 以 定义 连续 随机 变量 的 期 望 值 . 如 果 X 是 具有 概率 密度 函数 f(z) 的 连 
续 随机 变量 , 那么 X 的 期 望 值 就 定义 为 
E[X] = / pe 
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例 2.20( 均 匀 随 机 变量 的 期 望 ) 计算 均匀 分 布 在 (a, 68) 上 的 随机 变量 的 期 望 . 
解 ” 由 方程 (2.8), 我 们 有 
加 Bp 7 PP-o 6+a 
Xl- | Fr- -3 
换 句 话说 , 在 (a, 86) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 的 期 望 值 正 是 区 间 的 中 点 . 图 
例 2.21( 指 数 随机 变量 的 期 望 ) 如 果 X 是 参数 为 和 的 指数 随机 变量 . 计算 E[X]. 
解 





px]= / TMe— dz 
0 


用 分 部 积分 得 到 


—A 入 ZX 
e Co 1 
一 :一 页 


一 入 @ a 
E[X] = 一 ze 他 + 0 | 


例 2.22( 正 态 随机 变量 的 期 望 ) 计算 E[X], 如 果 X 是 参数 为 py 和 o? 的 正 态 随机 
变量 
解 


1 人 2 /2 
EI[X| = 一 一 -一 ze-(tz-m /20 dz 
| | V2n0 [. 


将 z 写 为 (x 一) 十 ,得 到 
1 < 2 2 1 2 2 
ElXl = == a —(z—H) /20° d a / e—(z—H) /2c d 
sk ~ Viro /-~ 
令 y=z 一 4, 得 到 
: 1 OO _y2/202 CO 


其 中 f(z) 是 正 态 密度 函数 . 利用 对 称 性 , 第 一 个 积分 必须 为 0, 所 以 





EIX] = 上 pl 


2.4.3 ”随机 变量 的 函数 的 期 望 


假定 我 们 现在 已 知 随机 变量 X 和 它 的 概率 分 布 ( 即 在 离散 情形 是 它 的 概率 质 
量 函 数 , 或 者 在 连续 情形 是 它 的 概率 密度 函数 ) 假定 我 们 致力 于 计算 的 不 是 XX 的 
期 望 值 , 而 是 X 的 某 个 函数 [例如 g(X)] 的 期 望 值 . 我 们 将 垮 样 做 呢 ? 方法 如 下 . 因 
为 g(X) 本 身 是 一 个 随机 变量 , 它 必 有 一 个 概率 分 布 , 它 可 以 从 各 分 布 的 知识 算出 . 
一 旦 我 们 有 了 9(X) 的 分 布 , 我 们 就 能 从 期 望 的 定义 计算 Elg(X)]. 
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例 2.23 ”假定 X 有 如 下 的 概率 质量 函数 

p(0) = 0.2 p(1) = 0.5 z p(2) = 0.3 

| 计算 ELX3 

| 解 ” 令 Y=X2, 我 人 有 ,Y 是 随机 变量 , 它 能 分 别 以 各 自 的 概率 

| py (0) = P{Y = 02} = 0.2 


py(1) = P{Y = 12} = 0.5 
py(4) = P{Y = 22} = 0.3 


取 02,12,2? 中 的 一 个 值 . 因此 ， 

E[X?] = E[Y] = 0(0.2) + 1(0.5) + 4(0.3) = 1.7 
注意 
1.7 = E[X2] # (E[X])? = 1.21 国 


例 2.24 假定 XX 在 (0, 1) 上 均匀 分 布 . 计算 E[X3. 
| 解 ” 令 Y=X3, 我们 计算 了 的 分 布 如 下 , 其 中 0 < as1， 


Fy (a) 一 P{Y < a} = P{X3 < a} = P{X < a!/3} a QIL/3 


”其 中 最 后 的 等 式 是 由 于 X 在 (0, 1) 上 是 均匀 分 布 的 . 对 Fy(a) 求 微分 ,我 们 得 到 了 
”的 密度 , 即 


fy(a) = 0， 0O<a<l1 


因此 
ELX3] = E[Y] = / a 上 ozo-2/ada 
一 Co 0 
Le 
虽然 上 述 的 常规 做 法 在 理论 上 总 能 使 我 们 由 X 的 分 布 的 知识 计算 出 X 的 任 
意 函 数 的 期 望 , 但 幸运 地 是 我 们 有 一 个 更 容易 做 的 方法 . 下 面 的 命题 说 明了 我 们 如 
何 无 须 确定 g(X) 的 分 布 而 能 计算 它 的 期 望 
命题 2.1 (a) 如 果 六 是 离散 随机 变量 , 有 概率 质量 函数 p(x), 那么 对 于 任意 实 值 
函数 9 
Elg(X)]= >》，g(z)p(z) 


Z:D(Z)>0 
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(b) 如 果 X 是 连续 随机 变量 , 有 概率 密度 函数 f(z), 那么 对 于 任意 实 值 函数 9 
BC = 人 “i 
例 2.25 将 命题 应 用 于 例 2.23, 就 得 到 
E[X?] = 02(0.2) 十 (12)(0.5) + (22)(0.3) = 1.7 


这 当然 符合 例 2.23 中 推导 出 的 结果 . 图 
例 2.26 ”将 命题 应 用 于 例 2.24, 就 得 到 


Bx = /mad (由 于 f(x)=1,0<z<1) 


Ee 图 
4 
命题 2.1 的 一 个 简单 的 推论 如 下 . 
推论 2.2 ”如 果 a 和 5。 都 是 常数 , 那么 
ElaX 十 中 = aE[X]+6b 
证 明 ”在 离散 情形 
ElaX +0b|= >》 (az + b)p(7) 
Z:D(Z)>0 
一 0 >》 ZD(Z) 十 b D(Z) 
Z:D(Z)>0 Z:D(Z)>0 
一 CEI[IX| 二 
在 连续 情形 
ElaX 十 串 = ks (az +b)f(z)dz 
-ef We f(z)dz 国 


= aE[X|+b 
随机 变量 X 的 期 望 值 E[X] 也 称 为 均值 (mean) 或 的 一 阶 算 . E[X"],n 
称 为 六 的 nn 阶 算 . 由 命题 2.1, 我 们 注意 到 
5、 znp(z)， 若 贸 是 离散 的 


Z:D(Z)>0 


EIX"| = 
人 z"f(z)dz， 若 XX 是 连续 的 
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我 们 感 兴趣 的 另 一 个 量 是 随机 变量 的 方差, 记 为 Var(X), 它 定义 为 
Var(X) = E[(X 一 EIX]) 


从而, X 的 方差 度量 了 X 与 期 望 值 间 所 期 望 的 平方 偏差 

| 例 2.27( 正 态 随机 变量 的 方差 ) ” 设 X 是 参数 为 4 和 o? 的 正 态 随机 变量 ， 求 
EE Var(X). 

| 解 ” 回想 到 BEIX] = 4 (参见 例 2.22), 我 们 有 










Var(X)= E[(X — 1)”] 
: 270 as 
: TH 人 
: 用 变量 y = 替换 得 到 
Var(X)= / 2e-y /2d 
5 y V 


用 分 部 积分 (w = y, dv = ye-Y /2dy) 给 出 
o2 a 329 OO 3 a 2/2 
Var(X)= 总 一 ye-Y | +/ e “dy 


所 人 oY /2dy=o0? 

Var(X) 的 另 一 个 推导 , 将 在 例 2.42 中 给 出 . 四 

”假定 XX 是 连续 的 , 具有 密度 f, 并 且 记 E[X] = ,那么 : 
Var(X)= E[(X —/)’] = ELX? — 20X + 1 


一 一 20z + 1)f (zr)dz 


= 人 Z2j(z)dz 一 21 人 Zj(z)dz 十 12 人 f(z)dz 
= ELX?] —2p4+1 = ELX?] 一 /2 
类 似 的 证 明 在 离散 情形 仍然 有 效 , 所 以 我 们 得 到 一 个 有 用 的 恒等式 
Var(X) = 了 EX ] — (ELIX])? 


例 2.28 当 X 代表 掷 一 颗 均 义 的 骨 子 的 结果 . 求 Var(X). 
解 ”如 前 面 例 2.15 所 注 , E[X] = 7/2. 也 有 
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sa (+7) e+e -mY 


因此 | 
Mp 二 (5) 四 


2.5 ”联合 分 布 的 随机 变量 


2.5.1 ”联合 分 布 函数 

至 今 我 们 关注 的 是 单个 随机 变量 的 概率 分 布 . 然而 , 我 们 常常 关注 于 两 个 或 多 
个 随机 变量 的 概率 陈述 . 为 了 处 理 这 样 的 概率 , 对 于 任意 两 个 随机 变量 X 和 了 了 , 我 
们 定义 和 和 YY 的 联合 累积 概率 分 布 函数 (joint cumulative probability distribution 
function) 为 
F(a,b)=P{X <a,Y <b}, 一 co < 0D < oo 


X 的 分 布 可 以 由 X 和 的 联合 分 布 得 到 如 下 
Fx(a)=P{X <a}=P{X<a,Y < oo%}= Fl(a, oo) 
类 似 地 , Y 的 累积 分 布 函数 给 出 为 
Fy(b) =P{Y <b} = F(00,b) 
在 X 和 Y 两 者 都 是 离散 随机 变量 的 情形 , 方便 地 定义 X 和 了 的 联合 概率 质量 函 


数 为 
p(x,y) = P{X = 7,Y =Yy} 


X 的 概率 质量 函数 可 以 由 p(z,y) 给 出 为 
px(z) = >》 Pp(z,Y) 


2V:D(Z,V)>0 


类 似 地 
py(y)= D2, pz,Y) 


zx:p(7,Yy)>0 
我 们 说 X 和 了 联合 地 连续 (jointly continuous), 如 果 存 在 一 个 对 于 所 有 的 实数 
zx 和 定义 的 函数 f(x,y), 对 于 所 有 的 实数 集合 4 和 B 满足 


P{X € A,Y E B}= 上 /re V)dzdy 
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函数 f(z,y) 称 为 关 和 YY 的 联合 概率 密度 函数 . X 的 概率 密度 函数 可 以 由 f(z,Y) 
的 知识 用 如 下 的 推理 得 到 : 


.2 


P{X € A} =P{X € A,Y € (00,00)} = / | A | eae 
其 中 _ 
. Fo- 人 ga 
就是 X 的 概率 密度 函数 类似 地 , Y 的 概率 密度 函数 给 出 为 
: fr(W = f(a 


”命题 2.1 的 一 个 引申 叙述 为 , 如 果 X 和 了 都 是 随机 变量 而 g 是 一 个 双 变量 也 
”。 数 ,那么 
D> ,> g(r,Yy)p(z,y), 离散 情形 


rx 


y 
/ - / 9(7,y)f(z,y)drdy， 连续 情形 
。 例如 , 如 果 g(X,Y) = 十, 那么 在 连续 情形 


Elg(X, Y)] = 





Bx+7=/ {twit aroy 


/ / Tf (7,y)drdy 十 / / yf (x,y)dzdy 


= E[X] + E[Y] 


\ ”此 处 第 一 个 积分 根据 命题 2.1 的 引申 用 g(z,y) = z 赋值, 而 第 二 个 用 g(x,y) = Y. 
. 同样 的 结果 在 离散 情形 仍然 有 效 , 结合 2.4.3 节 中 的 推论 , 对 于 任意 常数 a 和 
”得 到 : 

| ElaX + bY] = aE[X] + bE[Y] (2.10) 
: 对 于 个 随机 变量 , 也 可 以 如 n = 2 一 样 地 定义 联合 概率 分 布 , 我 们 将 它 作 为 
”练习 留 给 读者 . 方程 (2.10) 所 对 应 的 结果 鬼 述 为 , 若 X1,…,X 是 n 个 随机 变量 
”那么 对 于 个 常数 a1,…,an 有 


也 [al Xi 十 a2X2 + anXn] = a1E[X1] 十 a2E[X2] + :… ++ anE[X,] (2.11) 


例 2.29 ” 按 三 颗 均 匀 的 骨 子 , 计算 其 期 望 和 
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解 ”以 X 记得 到 的 点 数 和 . 那么 六 = Xi 十 … 十 Xn, Xi 代表 第 i 个 骨 子 的 值 . 因 
而 
21 


E[X] = EIX1] + ELX2] + E[Xs] =3 (#) -= 图 


例 2.30 ”作为 方程 (2.11) 应 用 的 另 一 个 例子 , 让 我 们 用 它 得 到 具有 参数 为 n 和 p 
的 二 项 随机 变量 的 期 望 . 回想 到 随机 变量 X 代表 n 次 试验 中 成 功 的 数目 , 每 次 试 
验 结果 是 成 功 的 概率 为 p. 我 们 有 


有 一 XI 十 X2 十 … 十 及 mn 
其 中 


0， 如果; 次 试验 失败 

因此 , Xi 是 伯 努 利 随 机 变量 , 有 期 望 E[Xi] = 1(p) 二 0(1 一 p)=p. 从 而 

E[X] = E[Xi1] + E[X2]+:…+E[Xn] = np 
这 个 推导 应 与 例 2.17 中 介绍 的 推导 做 比较 . z 四 
例 2.31 “在 一 次 聚会 上 ,V 个 人 将 帽子 扔 到 房间 的 中 央 . 帽子 混杂 了 以 后 , 每 个 人 
随机 地 取 一 个 . 求 取 到 自己 的 帽子 的 人 的 期 望 数 ， 
解 ”以 X 记 取 到 自己 的 帽子 的 人 数 . 我 们 最 好 通过 义 = Xi 十 … 十 Xn 计算 E[X]， 
其 中 


ce | 1， 如 果 i 次 试验 成 功 


2 | 1， 第 ;个 人 取得 自己 的 帽子 
人 0%， 其 他 情形 


现在 , 因为 第 i 个 人 等 可 能 地 在 入 个 帽子 中 取 一 个 , 这 就 推出 
P{Xi = 1} =P( 第 i 个 人 取 到 自己 的 帽子 ) = 1/N 


随 之 | 
E[Xi] = 1P{X; = 1} + 0P{Xi = 0} = 六 


因此 , 由 方程 (2.11) 我 们 得 到 


E[X| 一 卫 [Xi] 十 … 十 也 人 | 一 (5) Vl] 


因此 无论 聚会 上 有 多 少 人 , 平均 总 有 一 人 取 到 自己 的 帽子 。 
例 2.32 “假定 有 25 种 不 同类 型 的 奖券 ,而且 每 次 等 可 能 地 得 到 25 种 中 的 一 张 . 计 
算 包含 在 10 张 一 套 中 不 同 的 类 型 数 的 期 望 





2.5 联合 SU 


解 ” 以 XX 记 包 含 在 10 张 一 套 中 不 同类 型 奖券 的 数目 用 如 下 表达 式 计算 E[X]. 
入 三 Xl ea X25， 
其 中 
se | 1， 至 少 一 张 类 型 i 的 奖券 在 10 张 一 套 中 
; ””【 0， 其 他 情形 
现在 
i E[X;]= P{X; = 1} 
=P( 至 少 一 张 类 型 的 奖券 在 10 张 一 套 中 ) 
1 一 了 (没有 类 型 i 的 奖券 在 10 张 一 套 中 ) 


这 里 最 后 的 等 式 得 自 10 张 奖 券 的 每 一 张 (独立 地 ) 不 是 具有 概率 24/25 的 i 类 . 因此 


E[X] = E[X1] +... + EIX2] = 25 | (¥) | : 国 
”2.5.2 ”独立 随机 变量 
随机 变量 X 和 了 称 为 独立 的 , 如果 对 于 一 切 oj 
P{X <a,Y &b}=P{X <a}P{Y < 0} (2.12) 


换 句 话说 , XX 和 YY 是 独立 的 , 如 果 对 于 一 切 a,b, 事 件 Eo={X<a} 与 ={Y < 0b 
独立 . 利用 XX 和 了 的 联合 分 布 函数 F, 我 们 有 XX 和 Y 是 独立 的 , 如 果 


f(a,b) = Fx(a)Fy(b) 对 于 一 切 a, 
当 X 和 了 都 是 离散 时 , 独立 的 条 件 简化 为 


D(TZ,2V) = px (7)py (Y) (2.13) 
而 如 有 果 X 和 YY 联合 地 连续 , 独立 性 简化 为 
f (7,y) = fx(z)fy(y) (2.14) 


为 了 证 明 这 个 论述 , 首先 考察 离散 版 本 , 并 假定 联合 概率 质量 函数 为 p(z,y) 满足 方 
程 (2.13). 那么 
P{X <a,Y <b}=2 ,2p(z,y) = > px(z)py(y) 


ybr<a yb ra 


=》 py(y) Dpx(z) = P{Y <b}P{X < a 


yb za 
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所 以 X 和 了 是 独立 的 . 方程 (2.14) 蕴含 了 连续 情形 的 独立 性 可 用 同样 的 方式 证 明 ， 
现 将 它 留 给 读者 . : 

关于 独立 性 有 一 个 重要 结果 , 如 下 : 
命题 2.3 ” 若 X 和 了 是 独立 的 , 那么 对 于 任意 函数 /和 39 


Elg(X)h(Y)] = ElgCO]EI( 
证 明 假定 X 和 Y 联合 地 连续 , 那么 
BlgCOOMGO= 人 人 sy(c Waray 
-人 sont x (fy Waray 
= nvrWay 人 oa7xjdz 


= Elh(Y)]E[lg(X)] 


在 离散 情形 的 证 明 类 似 . : 辆 
2.5.3 ”随机 变量 和 的 方差 与 协 方差 
任意 两 个 随机 变量 X 与 Y 的 协 方差 记 为 Cov(X,Y), 定义 为 
Cov(X,Y)= E[(X — E[X])(Y — E[Y]) 
= EI[XY — YE[X] — XE[Y] + E[X]E[Y]] 
= EI[XY] — E[Y]E[X] ~ E[X]E[Y] + E[X]E[Y] 
= EIXY] ~ E[X]E[Y] | 


注意 车 六 与 了 独立 , 则 由 命题 2.3 推出 Cov(X,Y) = 0. 
现在 让 我 们 考虑 特殊 情形 , 其 中 X 与 了 都 是 事件 4 与 B 是 否 发 生 的 示 性 函 
数 , 定义 
7 若 4 发 生 11 若 召 发 生 
-{ 其 他 情形 -{ 其 他 情形 
那么 
Cov(X,Y) = E[XY] — ELX]E[Y] 


而 且 , 因为 XY 按 XX 与 Y 是 否 两 者 都 发 生 而 等 于 1 或 0, 我 们 看 到 


Cov(X,Y)=P{X=1,Y=1}-P{X=1}P{Y=1} 
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由 此 我 们 看 到 
Cov(X,Y) >0S P{X=LY=1}>P{X=1}P{Y =1} 
P{X=1,Y=1} 
P{X =1} 
SP{Y=1|X=1}>P{Y=1} 


就 是 说 , 如 果 结果 XX = 1 使 了 = 1 更 可 能 , 则 X 和 了 的 协 方差 为 正 (这 由 对 称 性 
容易 看 出 , 而 且 也 蕴含 其 逆向 )、 

一 般 地 , 可 以 证 明 Cov(X,Y) 取 正 值 是 表明 在 X 增加 时 , Y 倾向 于 增加 , 而 负 
值 表明 在 X 增加 时 , Y 倾向 于 减少 

以 下 是 协 方差 的 一 些 重要 的 性 质 


> P{Y = 1} 


协 方差 的 性 质 
对 于 任意 随机 变量 X,Y 2 和 常数 6 
1. Cov(X,X) = Var(X), 2. Cov(X,Y) = Cov(Y, X), 


3. Cov(cX,Y)= cCov(X,Y), 4.Cov(X,Y+2)= Cov(X,Y)+ Cov(X,2). 
前 三 个 性 质 是 显然 的 , 最 后 一 个 容易 证 明 , 如 下 
Cov(X,Y +2)= E[X(Y + 2)] — EL[X]E[Y + 2 
= E[XY] — E[X]E[Y] + E[X2Z] ~ E[X]E[2Z] 
= Cov(X,Y)+ Cov(X,2) 


容易 将 列 出 的 第 四 个 性 质 推广 , 给 出 如 下 结果 
区 [2 0 a 
i=1 j=1 i=1 1 
随机 变量 和 的 方差 的 一 个 有 用 的 表达 式 , 可 由 方程 (2.15) 得 到 如 下 
Var (3 zj = Cov 了 要 x 袜 5 一 SS Cov Xi, x) 
一- 


i=1 j=1 


= -> Cov(Xi, Xi) + SS >》 Cov(Xi, X;) (2.16) 


?一 1 Ij#1 


三 = Do ver ) 十 SR Xe ) 


i=1 7<; 


Var wl varte) 
?一 1 


1 一 1 
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定义 2.1 ”车 X1,…,X 是 独立 同 分 布 的 , 则 随机 变量 卫 = 并 Xi/n, 称 为 样 
本 均值 (sample mean). 

下 面 的 命题 说 明 样本 均值 与 样本 均值 的 偏差 间 的 协 方差 是 0. 它 是 在 2.6.1 贡 
中 会 用 到 的 . 
命题 2.4 ”假定 X1,…, Xn 是 独立 同 分 布 的 , 具有 期 望 值 4 与 方差 "那么 

(a) E[X]=4, (b) Var(X)= 0o°/n, 

(c) Cov(X, Xi—X)=0,i=1,...,n 
证 明 容易 建立 (a) 和 (b) 如 下 


EX|= - EX = 
Ne . 
Var(X)= |[—| Var > Xi k= > Var(X;) = 一 
@ (> | @ i 二 1 人 
我 们 作 如 下 推理 以 建立 (9) 


Cov(X, Xi — X)= Cov(X, Xi) 一 Cov(X, X) 


= -Cov G + — Var(X) 


IJ 天 


= ~ Cov(Xi, xX ) 十 二 ~Cov [5 可- 


jzx1 


其 中 最 后 的 等 式 用 了 X; 与 名 人 是 独立 的 , 因而 协 方差 为 -0. 加 


方程 (2.16) 在 计算 方 着 时 党 常 很 有 用 . 
例 2.33( 二 项 随机 变量 的 方差 ) ”计算 参数 为 n 和 2 的 二 项 随机 变量 X 的 方 老 . 
解 ”因为 这 样 的 随机 变量 表示 在 n 次 独立 试验 中 成 功 的 次 数 , 其 中 每 次 试验 有 相 
同 的 成 功 概率 p, 我 们 可 以 写 出 


> 
其 中 Xi; 是 独立 的 伯 努 利 随 机 变量 , 即 


A 
””【 0， 其 他 情形 
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因此 , 由 方程 (2.16) 我 们 得 到 


Var(X) = Var(X1) 十 … 十 Var(Xn) 


Var(Xi)= E[X?] — (E[Xi])? 
= E[Xi] 一 (E[Xi])? 因为 X? = Xi 
=p—p? 
故而 : 
\ Var(X)= np(l 一 D)， 图 


例 2.34( 从 有 限 总 体 中 抽样 : 超 几 何 ) ”考虑 一 个 有 N 个 人 的 总 体 , 他 们 中 一 些 人 
赞同 某 个 提议 . 特别 假定 他 们 中 的 Np 个 人 赞同 , 而 N - Np 个 人 反对 , 这 里 假定 p 
未 知 . 我 们 关心 的 是 通过 随机 地 选取 来 确定 总 体 中 个 成 员 的 态度 , 从 而 估计 总 体 
中 赞同 这 个 提议 的 人 员 的 比率 p. 

如 前 面 描述 的 这 种 情形 , 通常 用 总 体 中 被 取样 的 部 分 中 赞同 这 个 提议 的 比率 作 
为 p 的 估计 . 因此 , 如 果 我 们 记 

二 | 1， 如 果 第 i 个 选 到 的 人 赞同 
0， 其 他 情形 


那么 了 通常 的 估计 是 了” Xi/n. 现在 让 我 们 计算 它 的 均值 与 方差 .如今 


E 沁 x = > 已 [Xi] 
一 Np 


。 其 中 最 后 一 个 等 式 是 由 于 被 选 的 第 ; 个 人 等 可 能 地 为 总 体 的 NN 个 人 中 的 任意 一 个 
。 因而 属于 赞同 者 的 概率 为 Np/N， 


Var (> x = > Var(Xi) + 2 》 》 Cov(Xi, X;) 
1 1 2<7 
。 现在 , 因为 X; 是 均值 为 p 的 伯 努 利 随机 变量 , 由 此 推出 
Var(Xi) = p(1 — 7p) 


”同样 ,对 i 六 j 
1 Cov(Xi, X;) = E[XiX;] — E[X;]E[X;,] 


=P{X;=1,X;=1}-—p 
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=P{Xi=1}P{X;=1|Xi=1}-—P 


DN 
N NN-l1 


其 中 最 后 的 等 式 是 由 于 如 果 被 选 的 第 i 个 人 为 赞同 者 , 那么 被 选 的 第 j 个 人 将 与 其 
他 个 人 等 可 能 地 在 Np 一 1 个 赞同 者 之 中 . 因此 , 我 们 看 到 


Var ba -m0 +2( ) si 


n(n— 1)p(1—»p) 


= np(1 -可 -一 
所 以 , 我 们 估计 的 均值 和 方差 为 
9 
1 
"Xi| pl—p) (no—1p(l—p) 
2 ”| nn nn(N-1l) 





注意 , 因为 估计 的 均值 是 未 知 参数 p 我 们 希望 它 的 方差 尽量 地 小 (这 是 为 什 
么 ?), 而 且 由 前 面 我 们 知道 , 作为 总 体 大 小 N 的 函数 , 当 N 增 大 时 方差 增 大 . 当 NN 一 
co 时 , 方差 的 极限 值 是 p(1 一 p)/n, 它 并 不 令 人 惊讶 , 因为 N 大 时 每 一 个 Xi 将 近似 
地 是 独立 随机 变量 , 从 而 》，_，X; 近似 地 为 参数 为 n 和 了 的 二 项 分 布 ， 

随机 变量 》 ,Xi 可 以 设想 为 表示 从 含有 Np 个 白 球 和 N - Np 个 黑 球 的 总 
体 中 , 随机 地 选取 n 个 所 得 到 的 白 球 数 . (将 一 个 人 资 同 这 个 提议 标识 为 白 球 , 而 反 
对 这 个 提议 标识 为 黑 球 .) 这 个 随机 变量 称 为 起 几何 的 (hypergeometric), 并 且 有 概 
率 质量 函数 为 \ 


on 

< k n—k 
0 
当 随机 变量 X 和 了 独立 时 , 能 从 X 和 了 的 分 布 计算 出 久 十 Y 的 分 布 常常 很 


重要 . 首先 假定 X 和 了 都 是 连续 的 , X 有 概率 密度 f, Y 有 概率 密度 g. 记 开 十 工 
的 累积 分 布 函数 为 Ex+y(a) , 我 们 有 


Fxiy(a)= P{X+Y <a} 


= / / ee (zx)g(y)dzdy 
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=-/ / f(a)olW)ary 


= 人 ( 人 国 f(n)de g(y)dy (2.17) 


[/ i 


累积 分 布 函数 Fxjy 称 为 分 布 Fx 和 Ey-( 分 别 是 X 和 了 的 累积 分 布 函 数 ) 的 郑 
积 (convolution). 对 (2.17) 式 求 微 分 , 我 们 得 到 X +Y 的 概率 密度 fxjiy(a) 为 


frr(oO= /Fx -Wotdy 
= 人 (Fx (a —Yy))g(y)dy (2.18) 
=/ “Dy 


” 例 2.35( 两 个 独立 的 均匀 随机 变量 的 和 ) ”如 果 X 和 了 是 独立 的 随机 变量 , 两 者 都 
“均匀 地 分 布 在 (0,1) , 计算 XX 十 Y 的 概率 密度 
”和 解 ” 由 方程 (2.18), 由 于 


1，0<aw<1 


/0 =a-{ 其 他 


我 们 得 到 
: : 1 
和 二 上 Pe 
0 


由 此 导出 ,对 于 0<ax1 
fx+Y (a) 3 dy=a 
0 


对 于 1 < a < 2, 我 们 得 到 


1 
fxrr(o)=/ y=2-o 


因此 
: a, O<a<l 
fxir(a)=4 2—a, l1<a<2 图 
0， 其 他 


我 们 不 继续 推导 在 离散 情形 X + Y 的 分 布 的 一 般 表 达 式 , 而 是 考察 另 一 个 例 
子 
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例 2.36( 独 立 泊 松 随机 变量 的 和 ) ”假定 X 和 了 是 独立 的 泊 松 随机 变量 , 分 别 具 有 
均值 入 和 Xa. 计算 式 + 的 分 布 . 
解 ” 因 为 事件 {X 十 Y = 对 可 以 写成 不 交 事件 {X = k,Y =n 一 kj,0<k<n 的 
并 , 我 们 有 
P{X+Y=n}= 》_P{X=k,Y =n—k} 
k=0 


= SP{X=AP{Y =n—A) 





e—QtX2) — nl 
1 1(7m 一 大 
nl 人 乱 k!(n — k)! 


e 一 (和 1 十 和 2) 
一 | (和 1 十 入 2) 


换 句 话说 , X 十 Y 有 均值 为 Xi + Xa 的 泊 松 分 布 . 图 
当然 , 独立 性 概念 可 以 定义 为 多 于 两 个 随机 变量 的 情况 . 一 般 地 , ”个 随机 变量 
入 1 从 2， ee ,An 称 为 独立 的 ， 如 果 对 于 所 有 的 值 Q1,02,°**, Qn, 有 


P{X1 < ai) X2 < a2,°**, Xn < an} = P{X1 < a1}P{X2 < 02}:**:P{Xn < an} 
例 2.37 令 X1,…, Xn 是 独立 同 分 布 的 连续 随机 变量 , 具有 概率 分 布 F 和 密度 沙 
数 F' = f. 假定 我 们 以 Xi) 记 这 些 随机 变量 中 第 i 个 最 小 的 值 , 那么 XX(1), 关 (2),……， 
X(n) 称 为 次 序 统计 量 (order statistics) . 为 了 得 到 Xi) 的 分 布 , 我 们 注意 XG) 小 于 
或 等 于 z 当 且 仅 当 这 n 个 随机 变量 X1,… ,Xn 至 少 有 i 个 小 于 或 等 于 x. 因此 ， 





P{Xa < 7} = > ( | (F(z))*(1— F(z)™ 
k=1i 


由 微分 推 得 Xo) 的 密度 函数 如 下 


nN 


-oF ( jj- k)(F(2))* (1 — F(z)™ 


k=i 


fxi (7) -yo 二 人， jc Cs 
k=i 
k 
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2 nl! 本 二 
= f(z) 2 mR (1 — F(x) 
-DD mr FP) 
k= 
= nl ed ee 
= f(z) 2 mi) (1 — F(x) ™* 
-HG DD (P(e)" 


7 一 ?十 1 


nl! i-1(1 一 F(z))n-i 
-Fe) 0 ~ Pe) 


”上 面 的 密度 十 分 直观 , 因为 为 了 使 XG) 等 于 z,n 个 值 X1,…, Xn 中 的 i 一 1 个 必须 
”小 于 zn 一 i 个 必须 大 于 zx, 而 且 有 一 个 必须 等 于 zx. 现在 , 对 于 指定 的 i 一 1 个 X) 
的 每 个 成 员 都 小 于 z, 指定 另外 的 n 一 i 个 X; 的 每 个 成 员 都 大 于 zx, 而 余下 的 值 等 
”于 z 的 概率 密度 是 (F(z)) 一 (1- F(z))” 一 Fo). 于 是 , 由 于 个 随机 变量 分 成 这 样 
”三 组 的 不 同 划 分 数 为 n1/[(i 一 1)!(n 一 让], 我们 就 得 到 上 面 的 密度 函数 图 


”2.5.4 ”随机 变量 的 函数 的 联合 概率 分 布 


令 X1 和 X2 是 联合 地 连续 的 随机 变量 , 具有 联合 概率 密度 函数 f(z1,z2). 有 


”时 需要 得 到 Xi 和 Xs 的 函数 的 随机 变量 六 和 玖 的 联合 分 布 . 特别 地 , 假定 对 于 
” 某 些 函数 9 和 go, Y= g1(X1,X2) 和 Y= g2(Xi, X2). , 


假定 函数 g! 和 92 满足 下 列 条 件 : 
1 方程 如 = gi(z1,72) 和 yo = 9g2(zlzo) 可 以 唯一 地 解 出 zz 和 za, 利用 yy 和 


”如 给 出 z1 = hi(y1,92) 和 za = ja 人 2) 


2. 函数 g 和 92 在 (x1,7x2) 上 所 有 的 点 有 连续 的 偏 导数 , 而 且 使 得 下 面 的 2x 2 


“行列 式 在 (zza) 上 的 一 切 点 有 


Og Dg 
_ | orl Oz» 091 0g> Og1 092 
(oe) Og2 Og2 OziOr» Oz7x2 O71 a 
OX1 Ox» 








在 这 两 个 条 件 下 , 可 以 证 明 随机 变量 六 和 六 联合 地 连续 , 联合 密度 函数 为 


fyi,r2 (V1,Y2) = fxi,xa(T1, 72)|J(71, 22)| (2.19) 


其 中 zl = hi(yi,y2) 和 za = hz(yi,y2). 
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方程 (2.19) 的 证 明 可 以 遵循 如 下 的 路 线 进行 : 


P{Yi < yi,Y2 < yo} = 人 jx ze(ziz2)dzlidzz (2.20) 


(zl1 122): 
g1(7T1,72)<Y1 
g2(T1,72)<Y2 


联合 密度 函数 现在 可 以 由 方程 (2.20) 对 妇 和 yo 求 微分 得 到 . 微分 的 结果 等 于 方程 
(2.19) 的 右边 的 式 子 , 这 是 高 等 微 积 分 的 一 个 练习 , 在 本 书 中 将 不 给 出 其 证 明 . 
例 2.38 若 和 和 YY 是 独立 的 伽 玛 随机 变量 , 分 别 具 有 参数 (a, 入 ) 和 (6, 入 ). 计算 
UV 二 +Y 和 V=X/(X +Y) 的 联合 密度 . 
解 ” 多 和 YY 的 联合 密度 为 

Xe-Xz(AXZ)c-1 Me- YY (My)e! 


fxY( WT TD 
= A —A 和 (z+y) ma 一 171D 一 1 
TTB YY 
O_On_ 0_ yy 0_ 7 
Br Oy ’ Orz (z+y)?” Oy (z + y)? 
所 以 
1 1 1 
J(z, V) = 2 灾 2 
C+ CC+ | 7 








最 后 , 因为 方程 =z+y 和 w= 7x/(z 十 y) 有 解 z = uv,y = wv(1 一 v), 我 们 看 到 


fuv(u,v)= fx,Yr [uv, ul — vw) 
Me NMu) th-1l vel 一 v)A-ITF(a 二 AD) 
~ T(a+/) TaJITUO) 
因此 , XX 十 Y 和 X/(X 二 了) 是 独立 的 , 而 且 久 十 Y 有 以 参数 为 (a + P, ) 的 伽 玛 分 
布 , 而 X/(X 十 YY) 有 和 密度 函数 z 
FE(aw 十 DO) 
LT(o)T(B) 
这 称 为 以 (a, 6B) 为 参数 的 贝塔 密度 . 
这 个 结果 很 有 趣 . 因为 假定 有 7 十 m 个 工作 需要 完成 , 每 个 (独立 地 ) 需要 以 
和 为 强度 的 指数 时 间 完 成 . 又 假定 我 们 有 两 个 工人 来 完成 这 些 工作 . 工人 工 做 工作 


fv(v) = ve-1(1—v) 1, 0<v<l1 





" 
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42,…,n, 工人 本 做 其 余 的 m 个 工作 . 如 果 我 们 让 X 和 YY 分 别 记 工人 I 和 工人 了 I 
”的 全 部 工作 时 间 , 那么 用 前 面 的 结果 推出 X 和 了 分 别 是 以 参数 为 (n, 入 ) 和 (m, 入 ) 
的 独立 的 伽 玛 随机 变量 . 于 是 , 上面 的 结果 推出 , 独立 于 所 有 n 十 m 个 工作 所 需 的 
.工作 时 间 ( 即 忒 十 Y) ,由 工人 工 完 成 的 工作 的 时 间 的 比例 具有 参数 为 (n,m) 的 由 
” 塔 分 布 . 天 
当 nn 个 随机 变量 Xi, XX2,…, Xn 的 联合 密度 函数 已 知 时 , 我 们 想 计算 六, …， 
“~ 的 联合 密度 函数 , 其 中 


Y1 一 901(X1,...,Xn))Y2 一 g2(X1,..., Xn),..., Yn = 0n(X1 ssn) 


方法 是 一 样 的 . 即 我 们 假定 函数 % 有 连续 的 偏 导数 , 而 且 在 (zl,……, zu) 上 所 有 的 
点 雅 可 比 行列 式 J(z1,…, zo) 关 0, 其 中 


Cg! Og1 

OT! Dr Or, 

_| 0 ao 0g2 

J (Trev) = Bo 
Ogn Ogn Ogn 

DOzl Dr Oxzn 


此 外 , 我 们 假定 方程 y1 一 91(Z1， i vy2 二 92(Z1， 人 “Un 一 9gn(Z1， ea wh 
| 有 唯一 的 解 ， 比如 说 ， ZX1 二 hi(y1, 四 ; Yn) “** ,Tn 二 hn (Y1, A yn). 在 这 些 假定 下 ， 随 
机 变量 的 联合 密度 函数 为 


fy (V1 Yn) = fx Xa (Tl Tn) (Ti In) 
其 中 z= hi(y1 yn),i = 1,2,.…,n. 
2.6 矩 母 函 数 
随机 变量 X 的 矩 母 函数 %(b 对 所 有 值 t 定义 为 
2》_e*p(z)， 车 XX 离散 
$lt) = Ele*]=4 , 


/stcj)dz， 若 和 连续 


我 们 称 $(t) 为 矩 母 函数 , 因为 X 的 所 有 的 矩 能 由 9(t) 相继 地 求 微 商 得 到 . 例如 ， 


4 全 = Ble*] = 了 ee9| = Ele 
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因此 
#(0) = EIX] 
类 似 地 ，。 
"(0) = SH) = Geo] =B | Xe)| = BX 
所 以 


p”(0) = E[X] 
一 般 地 , $(t) 的 n 阶 导数 在 t=0 时 等 于 E[X"], 就 是 说 ， 
$.™(0)= EIX", n>1 


我 们 现在 计算 一 些 常见 分 布 的 gt 
例 2.39( 参 数 为 n 和 p 的 二 项 分 布 ) 


$0) = Ele™] = er | p*(1—p)"™* 
k=0 


nN 


-(" ) (pe 入 (一 De +1—p)" 


k=0 


因此 
$(t) =n(pe’ +1—p)" pe 


所 以 
E[X] = $(0)= np 


这 就 验证 了 例 2.17 所 得 的 结果 . 求 二 次 导数 , 得 到 


p(t)=n(n—1)(pet: +1—p)" 2(pe!)? +n(pe’ +1—p)" pe 


所 以 
E[X3 = 8"(0) = n(n 一 1)p 十 mp 
因此 , X 的 方差 为 
Var(X) = E[X?] — (EIX])2 = n(n — lp? +np—np’ 一 mp(1 一 站 加 
例 2.40 (均值 为 和 的 泊 松 分 布 ) 
a 


$0) Ble] = YN oD eo = oxp{Xe! 一) 


n= 二 0 侯 一 0 
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求 导数 得 到 

狼人 = Xetexp{X(et — 1)}, 

¢"(t) = (Me!)?exp{Aet — 1)} + Xetexp{fX(et — 1)} 
所 以 

EIX]= (0) = 入 EEX3] = 6"(0) = X2 十 和 
Var(X)= E[X?] — (E[X])? 一 入 

因此 , 泊 松 的 均值 和 方差 都 是 入 因 
例 2.41( 参 数 为 和 的 指数 分 布 ) 


OO OO 
bb) 一 卫 [e 经 ] = 上 et 好 Xe-^zdz = ^/ eM-trdz = 对 于 t< 入 
0 0 


从 上 面 的 推导 我 们 注意 到 , 对 于 指数 分 布 , gt 只 对 小 于 入 的 t 值 定义 . 求 9(t) 的 
”导数 得 到 、 , 
VO 
因此 ， 
EIX] = (0) = 入 ， 了 EX = 和 pr(0)= 误 
于 是 XX 的 方差 为 1 
Var(X) = ELX ] = (EIX)) = 


例 2.42( 参 数 为 4 和 o? 的 正 态 分 布 ) 人 2 的 矩 母 函数 得 到 如 


Ea 3 
| Ele:?]= 二 /2dz 
区 
万- 广 ce-(z2-2tz)/2d7 
V2N .一 co 
1 全 2 
二 e—(2-t)° /2gz 
V2T A 
= et /2 


如 果 2 是 标准 正 态 , 那么 X = o2 +/ 就 是 参数 为 人 和 o? 的 正 态 , 于 是 
p(t) = Ele!*] ee Ele*(2+4)] 一 eitEle:”?] = exp {至 i | 
经 过 求 导 , 我 们 得 到 
0212 
$(t)= (1+ to°)exp { 罕 汪 | . 


272 242 
$"(t)= (y+ to*)?exp {至 十 | 十 o2exp | 十 | 
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所 以 
EIX]= 风 (0) = 1, EEC = $"(0) = + 


Var(X) = E[X?] ~ E([X])? = 加 


表 2.1 与 表 2.2 给 出 了 一 些 常 见 分 布 的 矩 母 函 数 . 
”上 抵 母 函数 的 一 个 重要 性 质 是 , 独立 随机 变量 的 和 的 算 母 济 数 正 是 个 别 算 母 孙 数 
的 乘积 . 为 了 理解 , 假设 X 和 YY 是 独立 的 , 分 别 有 和 矩 母 函数 x(t) 和 py(t). 那么 
X+Y 的 矩 母 函数 px+Y(t) 是 


px4vy(t) = Ele:X+Y)] = Ele:Xe!Y] = Ele*]Ele’ ] = $x(t) Y(t) 
其 中 倒数 第 二 个 等 式 得 自命 题 2.3, 因为 X 和 了 是 独立 的 . 


表 2.1 
离散 概率 分 布 概率 质量 函数 p(z) 矩 母 函 数 $(t) | 均值 | 方差 


nN 
二 项 分 布 , 参数 为 p*(1—p)"-?, | (pet+(1—p))” | np | np(l—p) 
n,pO0<p<1 z=0,1,.…,n 




















ce 
泊 松 分 布 , 参数 为 和 ,入 >>0 zt exp[ 和 (et — 1)] 入 
T=0,1,2,.… 
， p(1 一 D)* 一 ， pe 1 ee 
几何 分 布 , 参数 为 p,0 < p<<1 ee 1 (1 pe 5 
表 2.2 
连续 概率 分 布 概率 密度 函数 f(z) 矩 母 函 数 4 人 方差 
, i a<zr<b ebt 一 ect at+b|l(b—a)? 
(a,b) 上 的 均匀 分 布 | f(z)= | a i eo 


指数 分 布 , 参数 为 和 和 >0 | f(z) = 


1 
x 
Rs 
pt soaa>ajr ~ | Dr > | (os 起 
0, <0 






正 态 分 布 , 参数 (1,0?) 


另 一 个 重要 的 性 质 是 , 矩 苹 函数 唯一 地 确定 了 分 布 , 这 就 是 说 , 在 随机 变量 的 
秆 母 函数 和 分 布 函 数 之 间 , 存在 一 个 一 一 对 应 . 
例 2.43 ”假定 随机 变量 X 的 矩 母 函 数 为 p(t) = eaee 了. 问 P(X = 0) 是 多 少 ? 
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解 ”从 表 2.1, 我 们 看 到 G(s) = ex 是 均值 为 3 的 泊 松 随机 变量 的 矩 母 画 数 . 因 = 


此 , 由 和 矩 母 油 数 和 分 布 函 数 之 间 一 一 对 应 推出 , X 必须 是 均值 为 3 的 泊 松 随机 变量 . 


于 是 P(X = 0) = e-3. 鄙 
例 2.44( 独 立 二 项 随机 变量 的 和 ) 如果 铸 和 YY 分 别 是 以 (n,p) 和 (m,p) 为 参数 
的 独立 二 项 随机 变量 , 那么 和 +Y 的 分 布 是 什么 ? 

解 和 上 +Y 的 矩 母 孙 数 为 


px+rY(t) = px(t)pr(t) = (per +1—p)"(pe’ +1—p)™"= (pe +1—p)"t" 


但 是 (pe’ ++(1 一 p))"t" 正 是 以 (n 十 m,p) 为 参数 的 二 项 随机 变量 的 矩 母 函 数 . 从 而 
它 一 定 是 匀 十 Y 的 分 布 . 国 
例 2.45( 独 立 泊 松 随机 变量 的 和 ) ” 当 针 和 YY 分 别 是 以 Xi 和 和 2 为 参数 的 独立 的 
油 松 随机 变量 时 , 求 十 Y 的 分 布 . 

解 
px4y(t) = x(t)py(t) = exi(e -1)exz(e 一 1) 一 oe(N+M2)(e’—1) 

因此 , X 十 Y 是 以 均值 Xi + 和 2 泊 松 地 分 布 的 , 这 就 验证 了 例 2.36 的 结果 . 加 
例 2.46( 独 立正 态 随 机 变量 的 和 ) 如果 和 和 了 是 分 别 具 有 参数 (11,o?) 和 (142, 032) 
的 独立 正 态 随机 变量 , 那么 XX 十 Y 是 正 态 的 , 具有 均值 1 十 pa 与 方差 0? 十 o2. 

解 


CI 


2.)2 2,2 
px+Y(t)= bx(t)py(t) = exp (全 十 nt exp (从 和 pt 


A 
= exp 全 于 十 (JK1 十 oo 
它 是 均值 ji 十 /ma 与 方差 of + 03 的 正 态 随机 变量 的 矩 母 函数 . 由 于 和 矩 母 函数 唯一 
地 确定 分 布 , 因此 得 到 结果 . 蝇 
例 2.47( 间 松 范 例 ) ”在 2.2.4 节 中 , 我 们 说 明了 每 次 试验 的 结果 成 功 的 概率 都 是 p 


的 nn 次 独立 试验 中 成 功 的 次 数 , 当 n 大 且 p 小 时 , 近似 于 参数 为 和 = np 的 泊 松 随机 


变量 . 这 个 结果 可 以 实质 性 地 加 强 . 首先 , 每 次 试验 不 必 都 有 相同 的 成 功 概 率 , 只 要 

所 有 的 成 功 概率 都 很 小 就 行 . 为 了 说 明确 实 是 这 样 , 假设 所 有 的 试验 是 独立 的 , 第 ; 

次 试验 结果 是 成 功 的 概率 为 pi,i = 1,…,n 都 小 . 如 果 第 i 次 试验 是 成 功 , 令 X; 等 

于 1 如 果 是 其 他 情形 , 令 X; 等 于 0, 由 它 推出 成 功 的 总 次 数 , 记 为 XX, 可 以 表示 为 
2 二 1 


利用 Xi 是 但 努 利 (或 二 项 ) 随机 变量 , 其 矩 母 函 数 是 


Ele”™’]=pie’:+1—pi=1+pi(e:— 1) 
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现在 , 对 于 小 的 |z| , 利用 结果 
ez 已 1 十 0 


因为 当 pi; 小 时 , pi(e 一 1) 也 小 , 随 之 推出 
Ele:*:] = 1+pi(e’ —1) ~ exp{pi(e’ — 1)} 


因为 独立 随机 变量 和 的 矩 母 函数 正 是 它们 的 矩 母 函 数 的 乘积 ， 由 上 面 的 结果 引出 
Ele:*] ~ [| exp{pi(e: ~ 1)} = exp (Ere 9] 
i=1 i 


但 是 上 式 的 右 方 是 均值 为 沁 ;p; 的 泊 松 随机 变量 的 矩 母 孙 数 , 于 是 论证 了 它 近似 地 
是 XX 的 分 布 . 

对 于 成 功 的 次 数 近似 地 为 一 个 泊 松 分 布 的 试验 , 不 仅 每 次 试验 不 必 有 相同 的 成 
功 概率 , 甚至 不 需要 是 独立 的 , 只 要 它们 的 依赖 性 是 弱 的 . 例如 , 回想 起 匹配 问题 ( 例 
2.31), n 个 人 从 由 他 们 每 人 的 一 个 帽子 组 成 的 集合 中 随机 地 选取 一 个 帽子 . 将 随机 
选取 看 成 n 次 试验 , 我 们 说 试验 i 成功, 如 果 第 i 个 人 选 得 他 自己 的 帽子 , 令 4; 为 
试验 i 成 功 这 个 事件 , 由 此 推出 


P(A;)=1/m 和 P(AilA;)=1/(n-1), j#i. 


因此 , 虽然 这 些 试验 并 不 是 独立 的 , 当 n 大 时 , 它们 显示 纶 的 依赖 性 . 因为 这 弱 的 依 
赖 性 和 小 的 成 功 概率 , 当 大 时 ， 这 个 匹配 数 应 该 近似 于 一 个 交付 1 的 泊 松 分 布 ， 
这 将 在 例 3.23 中 得 到 证 明 . 

“ 当 每 次 试验 成 功 概率 都 小 的 时 候 , 在 n 次 或 者 独立 的 或 者 至 多 是 弱 相依 的 斌 
验 中 , 其 成 功 次 数 近似 地 是 一 个 泊 松 随机 变量 ”, 这 个 陈述 称 为 泊 松 范例 (Poisson 
paradigm). 国 
注 ”对 于 一 个 非 负 随机 变量 X, 常 方便 地 定义 它 的 拉 普 拉 斯 变 痪 (Laplace trans 
form) g(t)(t > 0) 为 

g(t) = $(-t) = Ele™™] 


也 就 是 说 , 拉 普 拉 斯 变换 在 t 处 的 赋值 正 是 矩 母 函数 在 - 处 的 赋值 . 当 随机 变量 
非 负 时 , 与 矩 母 函数 相 比 , 处 理 拉 普 拉 斯 变换 的 优点 是 , 如 果 XX >0 且 t+>0, 那么 


0<e-:* «<1 


即 拉 普 拉 斯 变换 永远 在 0 与 1 之 间 . 正如 和 矩 母 函数 情形 一 样 , 有 同样 的 拉 普 拉 斯 变 
换 的 非 负 随 机 变量 有 同样 的 分 布 仍然 是 正确 的 . 于 
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我 们 也 可 以 定义 两 个 或 更 多 的 随机 变量 的 联合 矩 母 函数 . 具体 如 下 . 对 于 任意 


为 
p(ti1, a ,tn) = Ele(tX1t+.ttnXn)] 


例 2.48( 多 元 正 态 分 布 )” 令 1,…, Zn 是 nn 个 独立 的 标准 正 态 随机 变量 的 集合 . 
如 果 对 于 某 些 常数 aij,l1 <ig<sm1l<ij<sm 和 Ww,l<igm, 


有 1 一 al1121 十 … :十 Qin2n + Hl, 
入 2 一 Q2101 十 … :十 ao2n2n 十 12， 


Ai 一 Qi101 十 … 十 ain2n 十 Hi 


从 mm 三 Qm121 十 … 十 amn2n 十 Lm 


那么 随机 变量 X1,… ,Xm 称 为 具有 多 元 正 态 分 布 
由 独立 正 态 随机 变量 的 和 本 身 就 是 一 个 正 态 随机 变量 推出 每 个 X 是 正 态 随机 
变量 , 具有 如 下 均值 和 方差 


也 EX] = 1i, Var( Xi ) = >》， a 
j=1 


p(ti, oy ja 一 Elexp{t1X!1 十 ... 十 2 
首先 注意 由 于 》，_， tiXi 本 身 是 独立 正 态 随 机 变量 21,…, 2 的 线性 组 合 , 它 也 是 
正 态 地 分 布 的 . 它 的 均值 与 方差 分 别 是 


mm mm 
bE > sx = >》 让 
i=1 i=1 


Var (> sn] = Cov ti Xi, on ee Sy 
t= i= j= 


i=1 j=1 


现在 , 如 果 Y 是 均值 4 和 方差 o? 的 正 态 随 机 变量 , 那么 


EleY] = 好 人 ll = er+° /2 
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从 而 , 我 们 看 到 


1 一 1 i=1 j=1 
这 就 证 明了 Xi1,… ,Xn 的 联合 分 布 由 值 EB[Xi] 与 Cov(Xi, Xj)(i,j = 1,…,m) 
所 完全 确定 . 国 
正 态 总 体 的 样本 均值 与 样本 方差 的 联合 分 布 
假定 X1,…, Xs 是 独立 同 分 布 随机 变量 , 每 个 具有 均值 / 和 方差 o2, 随机 变 
量 5? 定义 为 
二 (Xi—X) 
5 3 加 九 一 工 


” 称 为 这 些 数据 的 样本 方差 (sample variance). 为 了 计算 E[53], 我 们 用 恒等式 
>_(Xi — X) = OKi 1) —n(X—p) (2.21) 
i 二 1] i 二 1 

这 可 以 证 明 如 下 


DC = DC -p+k—X) 
| = > 一 1 +n(p— xX) ta -DD — J) 
= > ex 一 /十 mA 一 3)? + 2(4— (nT — np) 
= DO + nl -TD -23 
随 之 得 到 恒等式 (2.21). 
利用 恒等式 (2.21) 给 出 


El(n —1)5°] = 2 El(Xi —/)°] —nE[(X —/)" 


= no? — nVar(X) 
_ (n 一 1)o? ”由 命题 (2.4b) 


从 而 , 我 们 由 上 式 得 到 
E[S2] = o2. 
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我们 现在 来 确定 , 当 X; 有 正 态 分 布 时 , 样本 均值 全 = 并” ; Xi/n 与 样本 方差 
”8 的 联合 分 布 . 首先 , 我 们 需要 卡 方 随机 变量 的 概念 z 

”定义 2.2 ”如 果 用 ,…, 2 是 独立 的 标准 正 态 随 机 变量 , 那么 随机 变量 学 2? 称 
”为 具有 自由 度 n 的 卡 方 随机 变量 

我们 现在 计算 > ，_，2? 的 矩 母 函数 . 首先 注意 


Elexp{t2Z2}| = 志 / etz ez /2dz 


oo 
J-o0 


= 0o = (1—2t)-12 


slow{:>a)| = ITzeptizm- (1 — 2t)-"/2 


”现在 , 令 X1,…, Xn 为 独立 正 态 随机 变量 , 每 个 具有 均值 上 和 方差 c2, 并 且 以 叉 = 
”5 0,_, Xi/n 和 52 为 它们 的 样本 均值 和 样本 方差. 因为 独立 正 态 随机 变量 的 和 也 是 
” 正 态 随机 变量 , 这 就 推出 是 具有 期 望 值 上 和 方差 o?/n 的 正 态 随机 变量 . 此 外 , 
”由 命题 2.4 
: Cov(X, Xi—X)=0, i=1,:...,n z (2.22) 
| 又 因为 头 ,X1 一 羡 , X2 一 鲜 ,… ,Xn 一 又 都 是 独立 的 标准 正 态 随机 变量 (Xi -1)/o 
《=1……m) 的 线性 组 合 , 由 此 推出 随机 变量 也 ,Xi -下 ,Xs -- 邓 ,…,X 一 环 的 联 
， 合 分 布 是 多 元 正 态 的 . 然而 , 如 果 我 们 令 Y 是 均值 ,和 方差 o2/n 的 是 与 XXX 
”独立 的 正 态 随机 变量 , 那么 随机 变量 了 Xi 一 束 , Xo 一 子 ,…, Xn 二 误 也 有 多 元 正 态 
“分 布 , 由 方程 (2.22), 它们 和 随机 变量 卫 , Xi; 一 叉 (i = 1,…,n) 有 相同 的 期 望 值 和 协 
方差 . 从 而 , 由 于 多 元 正 态 分 布 由 其 期 望 值 和 协 方差 所 完全 确定 , 我 们 可 以 得 到 结 
论 , 随机 变量 YX1 一 匀 ,X2 一 久 ,…, Xn 一 于 与 于 ,Xi 一 久 ,Xo 一 卫 ,…,X。 一 卫 有 
相同 的 联合 分 布 . 因此 , 这 就 证 明了 X 独立 于 偏差 序列 Xi; 一 对 ,i = 1,:…,n 
因为 耻 与 偏差 序列 X; -于 ,i = 1,…,n 是 独立 的 , 由 此 推出 它 独立 于 样本 


方差 , 
CE 
= 


为 了 确定 92 的 分 布 , 用 恒等式 (2.21) 得 到 





(n—1)5= > (Xp -nT-p)? 


i 二 1 
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两 边 除 以 o? 得 





mm-Ds /Xu Xp) 
Pla) 和 sn 
现在 , 》，_, (Xi-/)?/o? 是 nn 个 独立 的 标准 正 态 随 机 变量 的 平方 和 , 所 以 是 具有 个 
自 rt 于 是 它 有 矩 母 函数 (1-2t)-"/2. 又 》)_ (Xp)?/(o/Va)? 
是 标准 正 态 随机 变量 的 平方 , 故而 是 1 个 自由 度 的 卡 方 随机 变量 , 于 是 它 有 和 矩 母 函 
数 (1 一 2t)-1/2. 此 外 , 我 们 在 前 面 已 经 看 到 , 方程 (2.23) 左 方 的 两 个 随机 变量 是 独 
立 的 . 所 以 , 由 独立 随机 变量 的 和 的 矩 母 函数 等 于 个 别 的 矩 母 函数 的 乘积 , 我 们 得 到 
Elet(™- 1)S?2/o? ](1 — 2t)- 1/2 -= (1 = 21)—"/2 


或 
Elet("-1)S /= ] (1 ee 21] /2 


但 是 , 因为 (1 一 2t)-("-22 是 一 个 具有 n 一 1 个 自由 度 的 卡 方 随 机 变量 的 矩 母 函 
数 , 我 们 可 以 得 到 如 下 结论 , 由 于 和 矩 母 函数 唯一 地 确定 随机 变量 的 分 布 所 以 它 是 
(n 一 1)52/o? 的 分 布 . 
综合 起 来 , 我 们 已 经 证 明了 下 述 命题 . 
命题 2.5 “如果 Xi,… ,Xn 是 独立 同 分 布 的 正 态 随机 变量 , 具有 均值 y 和 方差 02， 
那么 样本 均值 X 与 样本 方差 5? 是 独立 的 . X 是 正 态 随机 变量 , 具有 均值 和 方差 
02/n, (n 一 1)S*/o? 是 具有 nn 一 1 个 自由 度 的 卡 方 随机 变量 . 
2.7 极限 定理 


本 节 我 们 从 证 明 一 个 称 为 马尔 可 夫 不 等 式 的 结果 入 手 . 
命题 2.6( 马 尔 可 夫 不 等 式 ) ”如 果 久 是 只 取 非 负 值 的 随机 变量 ,那么 对 于 任意 a > 0 


Pp{X > 区 了 
证 明 ”我们 在 X 是 具有 和 密度 f 的 连续 情形 给 出 证 明 : 
E[X] = / ,f(a)de — / of (mde+ / jajdz 
> /zjjdz> /ofloda 


加 af f(s)as = aP{X > a} 
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”这 就 证 明了 结果 | 
作为 推论 , 我 们 得 到 如 下 的 命题 

”命题 2.7( 切 比 雪夫 不 等 式 ) ”如 果 XX 是 具有 均值 4 和 方差 o? 的 随机 变量 , 那么 对 
| 于 任意 k>0 
P{IX -hI>k} < 


”证 明 ”因为 (X 一 /)? 是 非 负 随 机 变量 , 我 们 可 以 应 用 马尔 可 夫 不 等 式 (到 a=?) 
。 得 到 
P{(X -p> #7} < MEA 
。 但 是 因为 (X 一 力 ? 之 大 当 上 且 仅 当 |X 一 之 上面 就 等 价 于 
E[((X-W)] _o 
| k2 k2 
”证 明 完毕 . 加 
”马尔 可 夫 不 等 式 和 切 比 雪夫 不 等 式 的 重要 性 在 于 , 在 只 有 概率 分 布 的 均值 或 者 
“均值 和 方差 已 知 时 , 它们 使 我 们 能 推 得 所 求 概率 的 上 界 ， 当 然 , 如 果真 实 分 布 已 知 
”那么 所 求 的 概率 可 以 精确 地 计算 , 我 们 就 不 需要 求助 于 上 界 . 
” 例 2.49 ”假设 我 们 知道 在 一 个 工厂 每 星期 生产 的 产品 数 是 均值 为 500 的 随机 变量 
(a) 如 何 推定 这 个 星期 的 产品 至 少 有 1000 的 概率 ? 

(b) 如 果 这 星期 生产 产品 的 方差 已 知 等 于 100, 那么 如 何 推定 这 个 星期 的 产品 
在 400 与 600 之 问 的 概率 ? 
解 “ 令 X 是 一 星期 生产 的 产品 数 

(a) 用 马尔 可 夫 不 等 式 


P{|/X—4|>k} < 


EX] 500 1 
X > 1000} < 3 
有 000 < 1000 一 1000 一 3 


(b) 用 切 比 雪夫 不 等 式 


P{IX — 500|> 100} < ——— = 
A ny 100 


因此 
1 99 


100 ” 100 

所 以 , 这 个 储 期 的 产品 在 400 与 600 之 间 的 概率 至 少 是 0.99. 图 
下 面 的 定理 , 称 为 强大 数 定律 (strong law of large numbers) , 是 概率 论 中 最 车 名 

的 成 果 . 它 可 表述 为 , 对 于 一 系列 独立 同 分 布 的 随机 变量 的 平均 值 ， 以 概率 为 1 地 

收敛 到 这 个 分 布 的 均值 . 


P{| 和 一 500| < 100} >1— 
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定理 2.1( 强 大 数 定律 ) ”假定 Xi ……Xn 是 一 系列 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 令 
E[Xi] = k. 那么 , 以 概率 为 1 地 ， 
Xi 十 X2 十 … 十 和 
nN 
举 上 面 的 一 个 例子 , 假设 做 了 一 系列 独立 的 试验 , 令 五 是 一 个 固定 的 事件 , 而 
以 P(E) 记 在 每 次 特定 的 试验 中 忆 出 现 的 概率 . 令 


x 车 在 第 i 次 试验 发 生 
””【 0， 车 在 第 i 次 试验 未 发 生 


由 强大 数 定律 , 我 们 以 概率 为 1 地 有 


一 几 当 Nn 一 ”oo 


— E[X] = P(E) (2.24) 


因为 Xi 十 … 十 X 代表 事件 EB 在 这 nn 次 试验 中 发 生 的 次 数 , 我 们 可 以 将 方程 (2.24) 
表述 为 , 以 概率 为 1 地 , 事件 五 发 生 次 数 的 极限 比例 正 是 P(E). 

与 强大 数 定律 并 驾 齐 驱 地 占有 概率 论 中 首要 荣誉 的 成 果 是 中 心 极限 定理 . 除 
了 它 理论 上 的 价值 和 重要 性 以 外 , 它 还 对 于 计算 独立 随机 变量 的 和 的 近似 概率 提供 
了 一 个 比较 简单 的 方法 . 它 也 解释 了 为 什么 有 那么 多 自然 “总体” 的 经 验 频率 显示 
为 钟 形 ( 即 正 态 ) 曲线 这 个 全 得 注意 有 的 事实 . 
定理 2.2( 中 心 极限 定理 ) ”假定 Xi1,…,X" 是 一 列 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 每 个 具 
有 均值 人 和 方差 o2. 那么 当 n 一 co 时 ， 

六 1 十 六 2 十 … 十 Xn 一 nn 
ovVn 


的 分 布 趋 于 标准 正 态 . 也 就 是 说 , 当 n 一 co 时 ， 


pt to ,fe 
ovVn V2n 


注意 如 本 节 中 的 其 他 结果 一 样 , 此 定理 对 Xi 的 任意 分 布 都 成 立 , 这 正 是 其 强大 
有 力 之 处 . 

如 果 X 是 参数 以 n 和 7p 的 二 项 分 布 , 那么 X 与 个 独立 的 且 具 有 参数 p 的 
伯 努 利 随机 变量 的 和 同 分 布 . (回忆 伯 努 利 随机 变量 正 是 参数 n = 1 的 二 项 随机 变 


量 .) 因此 , 当 n 一 o0 时 
X — EIX| __X-np 
Var(X) Vnp(l—p) 
的 分 布 趋 近 标 准 正 态 分 布 . 一 般 地 , 在 7 满足 np(1 一 p) > 10 时 , 这 个 正 态 近似 就 十 
分 好 了 . 











. 
. 


| 次数. 求 X = 20 的 概率 . 用 正 态 近 似 , 并 将 结果 与 精确 解 比较 . 


| 的 一 个 较 好 的 近似 为 


P{X = 20} = P{19.5 < X < 20.5} 





-p {2 < < < 
V10 V10 V10 





及 一 20 
一 卫 4 一 0.16 < 一 一 一 < 0.16 
Vi0 | 
之 下 (0.16) 一 下 (一 0.16) 


其 中 @(z) 是 标准 正 态 小 于 z 的 概率 , 由 


给 出 . 由 标准 正 态 分 布 的 对 称 性 

®(—0.16) = P{N(0,1) > 0.16} = 1 — ®(0.16) 

| 其 中 N(0,1) 是 一 个 标准 正 态 随机 变量 . 因此 , 所 求 的 概率 近似 地 为 
| P{X = 20} ~ 28(0.16)—1 


用 表 2.3, 我 们 得 到 
z P{X = 20} = 0.1272 


40\ /1\” 
PC =20} = (20) (3) 
可 以 证 明 它 等 于 0.1268. 


表 2.3 ”标准 正 态 曲线 下 方位 于 z 的 左边 的 面积 更 (z) 
Z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 
0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 0.5120 0.5160 0.5199 0.5239 0.5279 
0.1 | 0.5398 0.5438 0.5478 0.5517 0.5557 0.5597 0.5636 0.5675 
0.2 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987 0.6026 0.6064 
0.3 | 0.6179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368 0.6406 0.6443 
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736 0.6772 0.6808 
0.5 | 0.6915 0.6950 0.6985 0.7019 0.7054 0.7088 0.7123 0.7157 


0.08 
0.5319 
0.5714 
0.6103 
0.6480 
0.6844 
0.7190 
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| 例 2.50( 二 项 分 布 的 正 态 近似 ) ” 令 X 为 抛 搓 一 枚 均匀 的 硬币 40 次 中 出 现 正面 的 


| 解 ”因为 二 项 随机 变量 是 离散 随机 变量 , 而 正 态 是 连续 随机 变量 , 这 导致 所 求 概率 


0.09 
0.5359 
0.5753 
0.6141 
0.6517 
0.6879 
0.7224 
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62 
X 0.00 
0.6 | 0.7257 
0.7 | 0.7580 
0.8 | 0.7881 
0.9 | 0.8159 
1.0 | 0.8413 
1.1 | 0.8643 
1.2 | 0.8849 
1.3 | 0.9032 
1.4 | 0.9192 
1.5 | 0.9332 
1.6 | 0.9452 
1.7 | 0.9554 
1.8 | 0.9641 
1.9 | 0.9713 
2.0 | 0.9772 
2.1 | 0.9821 
2.2 | 0.9861 
2.3 | 0.9893 
2.4 | 0.9918 
2.5 | 0.9938 
2.6 | 0.9953 
2.7 | 0.9965 
2.8 | 0.9974 
2.9 | 0.9981 
3.0 | 0.9987 
3.1 | 0.9990 
3.2 | 0.9993 
3.3 | 0.9995 
3.4 | 0.9997 
例 2.51 


0.01 
0.7291 


0.7611 


0.7910 
0.8186 
0.8438 
0.8665 
0.8869 
0.9049 
0.9207 
0.9345 
0.9463 
0.9564 
0.9649 
0.9719 
0.9778 
0.9826 
0.9864 
0.9896 
0.9920 
0.9940 
0.9955 
0.9966 
0.9975 
0.9982 
0.9987 
0.9991 
0.9993 
0.9995 

0.9997 


P 芝 冶 总 人 
解 ” 因 为 ELXi = ,Var(Xi) = 五 , 由 中 心 极限 定理 , 我 们 有 


10 
FE >_Xi>7 一 了 
了 


0.02 
0.7324 
0.7642 
0.7939 
0.8212 
0.8461 
0.8686 
0.8888 
0.9066 
0.9222 
0.9357 
0.9474 
0.9573 
0.9656 
0.9726 
0.9783 
0.9830 
0.9868 
0.9898 
0.9922 
0.9941 
0.9956 
0.9967 
0.9976 
0.9982 
0.9987 
0.9991 
0.9994 
0.9995 
0.9997 


0.03 
0.7357 
0.7673 
0.7967 
0.8238 
0.8485 
0.8708 
0.8907 
0.9082 
0.9236 
0.9370 
0.9484 
0.9582 
0.9664 
0.9732 
0.9788 
0.9834 
0.9871 
0.9901 
0.9925 
0.9943 
0.9957 
0.9968 
0.9977 
0.9983 
0.9988 
0.9991 
0.9994 
0.9996 
0.9997 


0.04 
0.7389 
0.7704 
0.7995 
0.8264 
0.8508 
0.8729 
0.8925 
0.9099 
0.9251 
0.9382 
0.9495 
0.9591 
0.9671 
0.9738 
0.9793 
0.9838 
0.9875 
0.9904 
0.9927 
0.9945 
0.9959 
0.9969 
0.9977 


0.9984 


0.9988 
0.9992 
0.9994 
0.9996 
0.9997 


0.05 
0.7422 
0.7734 
0.8023 
0.8289 
0.8531 
0.8749 
0.8944 
0.9115 
0.9265 
0.9394 
0.9505 
0.9599 
0.9678 
0.9744 
0.9798 
0.9842 
0.9878 
0.9906 
0.9929 
0.9946 
0.9960 
0.9970 
0.9978 
0.9984 
0.9989 
0.9992 
0.9994 
0.9996 
0.9997 


10 
S Xi—5 


1 


ee or 


0.06 
0.7454 
0.7764 
0.8051 
0.8315 
0.8554 
0.8770 
0.8962 
0.9131 
0.9279 
0.9406 
0.9515 
0.9608 
0.9686 
0.9750 
0.9803 
0.9846 
0.9881 
0.9909 
0.9931 
0.9948 
0.9961 
0.9971 
0.9979 
0.9985 
0.9989 
0.9992 
0.9994 
0.9996 
0.9997 


0.07 
0.7486 
0.7794 
0.8078 
0.8340 
0.8557 
0.8790 
0.8980 
0.9147 
0.9292 
0.9418 
0.9525 
0.9616 
0.9693 
0.9756 
0.9808 
0.9850 
0.9884 
0.9911 
0.9932 
0.9949 
0.9962 
0.9972 
0.9979 
0.9985 
0.9989 
0.9992 
0.9995 
0.9996 
0.9997 


7 一 5 
RE 
| 1 
10 | 一 


( 续 ) 

0.08 0.09 
0.7517 0.7549 
0.7823 0.7852 
0.8106 0.8133 
0.8365 0.8389 
0.8599 “0.8621 
0.8810 ”0.8830 
0.8997 0.9015 
0.9162 0.9177 
0.9306 ”0.9319 
0.9429 0.9441 
0.9535 0.9545 
0.9625 “0.9633 
0.9699 0.9706 
0.9761 0.9767 
0.9812 0.9817 
0.9854 0.9857 
0.9887 0.9890 
0.9913 0.9916 
0.9934 0.9936 
0.9951 0.9952 
0.9963 0.9964 
0.9973 0.9974 
0.9980 “0.9981 
0.9986 0.9986 
0.9990 “0.9990 
0.9993 0.9993 
0.9995 0.9995 
0.9996 0.9997 
0.9997 0.9998 


令 Xi,i 二 1,.…,10 是 独立 的 随机 变量 , 每 个 均匀 地 分 布 在 (0,1) 上 . 估计 
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: ~ 1— B(2.2) = 0.0139 图 
例 2.52 ”一 种 特殊 型 号 的 电池 的 寿命 是 随机 变量 , 具有 均值 40 小 时 , 标准 差 20 小 
。 时 . 一 个 电池 使 用 到 失效 , 就 换 以 一 个 新 的 . 假定 库存 这 样 的 电池 25 个 , 它们 的 寿 
。 命 是 独立 的 . 求 能 得 到 使 用 多 于 1100 小 时 的 近似 概率 . 
” 解 “如 果 我 们 以 X: 记 第 i 个 投入 使 用 的 电池 的 寿命 ,那么 我 们 要 求 ”= 
PC 十 … 十 X25 > 1100), 它 可 以 近似 如 下 
_ pf/X1it+:…:+ X25 —1000 ， 1100— 1000 
人 1 20v 贡 ”520V 贡 | 
SP{V(0,1) >1}=1- &(1) ~ 0.1587 图 
”现在 我 们 介绍 中 心 极限 定理 的 一 个 直观 证 明 . 首先 假定 X; 有 均值 0 及 方差 1 并 
且 以 Ele”] 记 它 们 共同 的 矩 母 函 数 , 那么 (Xi 十 … + XX,) /Vn 的 矩 母 函 数 是 


E [ep 长 (二 有 E EletX1/VnetX2/Vn Mee etXn/Vn] 
= (EleX/V3])"” 由 独立 性 


现在 对 于 很 大 的 n, 我 们 由 ey 的 泰勒 级 数 展开 得 到 


t2X2 
2n 





txX 
tX/Vn 之 1 | 
Vn 


取 期 望 为 , 当 n 大 时 
EletX/Va] 二 于 下 二 过 So 





=1+ 因为 E[X] =0,E[X2] =1 
所 以 , 当 n 大 时 我 们 得 到 
a ri 
当即 趋向 oo 时 , 可 以 证 明 近 似 值 变 为 精确 值 , 而 且 我 们 有 
at 


从 而 (Xi 十 … 十 Xn)/Vn 的 矩 母 函数 收敛 到 具有 均值 0 和 方差 1 的 (标准 ) 正 态 随 
机 变量 的 矩 母 函 数 . 用 此 可 以 证 明 , 随机 变量 (X 十 … + 并) 人 万 的 分 布 函数 趋 于 
标准 正 态 分 布 函数 . 
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当 X; 有 均值 4 及 方差 o? 时 , 随机 变量 (Xi -1)/o 有 均值 0 及 方差 1. 从 而 ， 


以 上 表示 


SE < 
ovVn 


这 就 证 明了 中 心 极限 定理 . 


2.8 随机 过 程 


一 个 随机 过 程 {X 人 ,te T} 是 随机 变量 的 一 个 集合 . 这 就 是 说 , 对 于 每 个 te 
T,X(t) 是 随机 变量 . 指标 t 常常 解释 为 时 间 , 作为 结果 , 我 们 认定 X(t) 为 过 程 在 时 
间 t 的 状态 (state ). 例如 , X(t) 可 以 等 于 在 时 间 t 以 前 曾 进 入 超市 的 顾客 总 数 或 者 
在 时 间 t 在 超市 中 的 顾客 总 数 或 者 在 时 间 上 以 前 记录 到 的 市 场 卖 出 总 量 总 数 等 等 

集合 T 称 为 此 过 程 的 指标 集 (index set). 当 了 是 可 数 集 时 , 随机 过 程 称 为 离散 时 
间 的 (discrete time) 过 程 . 如 果 了 是 一 个 实数 区 间 ， 随机 过 程 称 为 连续 时 间 的 (contin- 
uous time) 过 程 . 例如 , {Xn,n = 0,1,…} 是 一 个 以 非 负 整 数 为 指标 的 离散 时 间 的 随机 
过 程 , 而 { 和 人,t > 0} 是 一 个 以 非 负 实数 为 指标 的 连续 时 间 的 随机 过 程 . 

随机 过 程 的 状态 空间 (state space) 定义 为 随机 变量 X(t) 所 有 可 能 取 的 值 的 
全 体 . 

于 是 , 随机 过 程 是 一 族 随 机 变量 , 它 描述 了 某 个 (物理 ) 过 程 经 历 的 时 间 发 展 . 
在 本 教材 以 后 的 各 章 中 ， a ai de 
例 2.53 ”考察 一 个 粒子 沿 圆周 以 0,1,…,m 标识 的 m 十 1 个 顶点 的 一 个 集合 移动 
(参见 图 2.3). 粒子 每 一 步 等 可 能 地 沿 | 顺 时 针 方向 或 沿 道 时针 I 也 
就 是 说 ,Xn 是 粒子 在 第 n 步 后 的 位 置 , 那么 





图 2.3 粒子 沿 圆周 移动 
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4 
P{Xn+1 =i+1|X = P(X) 


其 中 当 i=m 时 i+1=0, 而 当 i=0 时 i 一 1=m. 假设 现在 粒子 在 0 出 发 ,而且 
“持续 地 按 上 面 的 规律 移动 , 直至 所 有 顶点 1,… ,m 都 访 遍 . 问 顶点 41 = 1,.…,m 是 
“最 后 访问 的 概率 是 多 少 ? 

” 解 ” 令 人 惊讶 的 是 , 顶点 i 是 最 后 访问 的 概率 可 以 不 必 经 过 计算 确定 . 为 此 考察 粒 
“ 子 首次 到 达 顶 点 i 的 两 个 相 邻 位 置 中 的 某 一 个 的 时 间 , 即 粒子 首次 到 达 顶 点 i 一 1 
或 i+1 (有 m 二 1 = 0) 的 时 间 . 假设 它 到 达 顶 点 i 一 1 ( 另 一 种 情形 的 推理 是 一 样 的 ) 
”由 于 顶点 i 与 顶点 i 二 1 都 还 没有 访问 到 , 由 此 推出 , 顶点 ; 是 最 后 访问 到 的 当 且 仅 
当 i+1 在 i 前 访问 到 . 之 所 以 这 样 是 因为 , 为 了 在 ;前 访问 ; 1 粒子 必须 在 逆 时 
针 方向 上 , 在 访问 i 前 遍 访 由 i 一 1 到 i+1 的 所 有 顶点 . 但 是 , 在 访问 i 前 从 顶点 
i 一 1 访问 i+1 的 概率 正 是 一 个 粒子 在 另 一 个 方向 进展 一 步 前 , 在 一 个 特 指 的 方向 
进展 m 一 1 步 的 概率 . 也 就 是 说 , 它 等 价 于 一 个 开始 时 持 有 一 个 单位 的 贱 徒 , 在 一 枚 
均匀 的 硬币 出 现 正面 时 赢 一 个 单位 , 而 出 现 反面 时 输 一 个 单位 , 在 他 破产 前 的 财富 
增加 到 m 一 1 的 概率 . 因此 , 因为 上 面 昔 含 了 顶点 i 是 最 后 访问 的 顶点 的 概率 对 于 
所 有 的 ; 是 相同 的 , 又 因为 这 些 概率 的 和 必须 是 1, 我 们 得 到 


注 用 于 例 2.53 的 推理 , 同时 展示 了 在 每 次 赌博 等 可 能 地 赢 或 输 的 每 个 赌 徒 在 增 
加 1 前 下 降 n 的 概率 是 1/(n 十 1), 或 者 等 价 地 


P( 赠 徒 在 下 降 " 前 增加 1) = n/(n++1) 


假设 现在 我 们 要 求 赌 徒 在 下 降 ” 前 增加 2 的 概率 . 取 条 件 于 他 在 下 降 n 前 是 否 到 
达 1, 我 们 得 到 





P( 下 降 n 前 增加 2) 

=P( 下 降 n 前 增加 2| 下 降 n 前 增加 1) 一 
=P( 下 降 n + 1 前 增加 1) - 
_ n+1 n Nn 











7 十 27 十 1 n+2 


重复 这 个 推理 得 到 
P( 下 降 n 前 增加 k) = n/(n 十 甩 ) 
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习 题 
1. 一 个 侈 中 有 5 个 红 球 ,3 个 橙 球 , 2 个 蓝 球 . 从 中 随机 选取 了 两 个 球 . 这 个 试验 的 样本 空 
间 是 什么 ? 以 XX 记 选 出 的 橙 球 数 ,X 的 可 能 值 是 什么 ? 计算 P(X = 0). 
2. 以 X 代表 抛 搓 一 枚 硬币 n 次 得 到 的 正面 数 与 反面 数 的 差 . X 的 可 能 值 是 什么 ? 
3. 在 习题 2 中 , 如 果 假定 硬币 是 均匀 的 , 那么 对 于 n = 2, X 可 能 取 的 值 的 概率 是 什么 ? 
*4. 假定 一 颗 人 般 子 被 抛 搓 了 两 次 . 下 列 随机 变量 取 的 可 能 值 是 什么 ? 
(i) 两 次 抛掷 出 现 的 极 大 值 . (ii) 两 次 抛掷 出 现 的 极 小 值 . 
(ii) 两 次 抛 搓 的 和 .， (iv) 第 一 次 抛掷 的 值 减 去 第 二 次 抛掷 的 值 . 
5. 如 果 在 习题 4 中 的 骨 子 是 均匀 的 , 计算 (i)~(iv) 中 的 随机 变量 的 概率 . 
6. 假定 抛掷 了 5 枚 均匀 的 硬币 . 以 EE 表示 所 有 的 硬币 都 出 现 正面 这 一 事件 ， 定 义 随机 
变量 
二 | 1， ” 若 E 发 生 
0， ”车 E° 发 生 
在 原来 的 样本 空间 中 , 哪些 结果 使 Is = 1? P(Ig = 1) 是 多 少 ? 
7. 假设 出 现 正 面 的 概率 为 0.7 的 一 枚 硬币 被 抛掷 3 次 . 以 X 记 在 这 3 次 中 出 现 的 正面 
数 . 确定 X 的 概率 质量 函数 . 
8. 假设 X 的 分 布 函 数 为 


2 


b<0 


F(b) = > 0<b<l 
1， ll<b<o0 
X 的 概率 质量 函数 是 什么 ? 
9. 如 果 X 的 分 布 函数 给 出 为 
0 5<0 
1 
= 省 攻 
3, 0<b<1 
=， 1<b<2 
F(b)=4 14 
S$ 2<b<3 
5 
9 
本 你 < , 
3<b<3.5 


| 一 


过 3.5 


计算 X 的 概率 质量 函数 

10. 假定 抛掷 了 3 颗 均 匀 的 骨 子 . 至 少 出 现 一 个 6 的 概率 是 多 少 ? 

*11 一 个 球 取 自 包含 3 个 白 球 , 3 个 黑 球 的 丛 中 . 在 取出 以 后 , 将 它 放 回 翁 中 , 再 取出 男 一 个 
球 . 如 此 无 穷 地 继续 下 去 . 在 先 取 的 4 个 球 中 , 恰 有 2 个 白 球 的 概率 是 多 少 ? 
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12. 


13. 


14. 
15. 


17. 


18. 
“19. 


20. 


be 


21. 
22. 
“23. 


在 多 选 考试 中 , 5 个 题 中 的 每 一 个 都 设置 了 3 个 答案 , 学 生 只 赁 猜测 能 得 到 4 个 或 更 
多 正确 答案 的 概率 是 多 少 ? 

茶 人 声称 具有 超 感知 觉 (ESP), 作为 测验 , 将 一 枚 均匀 的 硬币 抛掷 了 10 次 , 要 求 他 事 
先 预 报 结果 . 此 人 在 10 次 中 猜 中 ?7 次 . 如 果 他 没有 超 感知 觉 , 他 做 得 至 少 这 样 好 的 概 
率 是 多 少 ? (解释 为 什么 相关 的 概率 用 P(X > 7), 而 不 是 P(X = 7)?) 

假定 X 是 参数 为 6 和 1/2 的 二 项 分 布 . 证 明 X = 3 是 最 可 能 的 结果 . 

假定 X 是 参数 为 n 和 p 的 二 项 分 布 . 在 下 述 情 形 证 明 当 从 0 到 n 时 , P(X =k) 单 
调 递 增 , 然后 单调 递减 到 最 大 值 : 

(a) 在 (n 十 1)p 是 整数 的 情形 , 当 & 等 于 (n 十 1)p 一 1 或 者 (n 十 1)p 时 . 

(b) 在 (n 十 1)p 是 非 整数 的 情形 , 当 满 足 (n 十 1)p 一 1<k< (n+1)p 时 


提示 : 考虑 下 X 二 元, 并 找 大 于 或 者 小 于 1 的 大 什 


“16 航空 公司 知道 预订 航班 的 人 有 5% 最 终 不 来 搭乘 航班 . 因此 , 他 们 的 政策 是 对 于 一 个 能 


容纳 50 个 旅客 的 航班 售 52 张 票 . 问 每 个 出 现 的 旅客 都 有 位 置 的 概率 是 多 少 ? 
假设 一 个 试验 结果 为 > 个 可 能 的 结果 之 一 ,第 i 个 结果 具有 概率 pi,i = 1,.…,7， 
> ，, pi = 1. 如 果 进 行 了 m 次 这 样 的 试验 , 而 且 此 n 次 试验 中 的 任意 一 个 的 结果 
都 不 影响 其 他 n 一 1 次 试验 的 结果 , 证 明 : 第 一 个 结果 出 现 zi 次 , 第 二 个 结果 出 现 za 
次 ,…, 第 ~ 个 结果 出 现 rr 次 的 概率 是 

| 


DID PI pr r+ r+ tr =n 

它 称 为 多 项 分 布 (multinomial distribution). 

说 明 当 ” = 2 时 , 多 项 分 布 就 简化 为 二 项 分 布 . 

在 习题 17 中 , 以 X;,i = 1,…,r 记 第 i 个 结果 出 现 的 次 数 . 问 Xi 十 Xz 十 .… 十 XX。 的 
概率 质量 函数 是 什么 ? 

某 电 视 机 专卖 店 的 店主 断定 ,进入 商店 的 顾客 有 50% 将 购买 普通 电视 机 ，20% 将 购买 
彩色 电视 机 , 而 30%% 只 是 浏览 .如果 某 日 进 店 5 个 顾客 . 问 2 个 购买 彩电 , 1 个 购买 普 
通电 视 机 , 2 个 只 是 浏览 的 概率 是 多 少 ? 

在 习题 20 中 , 店主 在 一 天 售 出 3 台 以 上 电视 机 的 概率 是 多 少 ? 

连续 地 抛掷 一 枚 均匀 的 硬币 . 求 在 第 5 次 正面 首次 出 现 的 概率 . 

连续 地 抛掷 一 枚 正面 出 现 概率 为 p 的 硬币 直至 出 现 ” 次 正面 . 推导 需要 抛掷 的 次 数 
X 是 n(n >7) 的 概率 


n—1l 


P(x = ( "7! )r -or Nr 


它 称 为 负 二 项 分 布 . 


”提示 在 前 呈 一 工 次 抛 搓 中 有 多 少 次 成 功 ? 
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24. 


25. 
26. 


“27. 


28. 


33. 
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X 的 概率 质量 函数 为 
oO= (1 )ra -sy ss 


对 随机 变量 X 给 以 一 个 可 能 的 解释 

提示 : 参见 习题 23. : 

在 习题 25 与 26 中 , 假定 两 个 队 玩 一 系列 游戏 , A 队 独 立地 赢 的 概率 是 p, B 队 独 立地 
赢 的 概率 是 1 - p. 先 赢 i 次 游戏 的 队 为 胜利 者 

若 ; = 4 求 总 共 进行 了 7 次 游戏 的 概率 . 证 明 在 p = 1/2 时 , 此 概率 是 最 大 的 

求 进行 的 游戏 的 期 望 数 , 当 

(a) i 二 2. (b) i = 3. 在 这 两 种 情形 中 , 证 明 当 p = 1/2 时 , 这 个 数 是 最 大 的 


_ 一 枚 均匀 的 硬币 独立 地 抛掷 n 次 ,次 由 A 抛掷 ,一 大 次 由 B 抛掷. 证 明 A 和 了 B 抛 


掷 出 相同 次 正面 的 概率 等 于 总 共有 大 次 正面 的 概率 . 

假定 我 们 需要 生成 一 个 等 可 能 地 取 值 0 和 1 的 随机 变量 ， 而 我 们 用 的 是 一 枚 不 均匀 的 
硬币 , 在 抛掷 时 , 出 现 正面 的 概率 为 p( 未 知 的 ). 考虑 如 下 的 程式 : 

(1) 抛掷 这 枚 硬币 , 不 管 正 面 与 反面 , 以 O1 记 其 结果 . 

(2) 再 抛掷 这 枚 硬币 , 以 O2 记 其 结果 . 

(3) 如 果 O1 与 O02 相等 , 就 回 到 第 (1) 步 . 

(4) 如 果 O02 是 正面 , 令 X = 0, 否则 , 令 关 =1. 

(a) 证 明 用 此 过 程 生 成 的 随机 变量 X 等 可 能 地 取 0 和 1. 

(b) 我 们 能 和 否 用 较 简 单 的 程式 即 连续 地 抛掷 此 硬币 ， 直到 最 后 两 次 抛掷 结果 不 一 样 为 
止 . 然后 , 如 果 最 后 一 次 是 正面 , 令 X = 0, 而 如 果 最 后 一 次 是 反面 , 令 区 三 1 

. 考虑 独立 地 抛掷 一 枚 硬币 n 次 , 每 次 出 现 正面 的 概率 为 p. 当 一 个 结 吉 果 与 前 一 个 不 同 
时 , 我 们 说 发 生 了 一 次 变更 . 例如 , 如 果 抛 掷 的 结果 是 HHTHTHHIT， 那么 总 共 发 
生 了 5 次 变更 . 如 果 p = 1/2, 有 上 次 变更 的 概率 是 多 少 ? 


. 假定 X 有 参数 为 和 的 泊 松 分 布 . 证 明 当 i 增加 时 , P(X = 引 单调 递增 , 然后 单调 递减 


当 i 是 不 超过 和 的 最 大 整数 时 得 到 其 最 大 值 . 
提示 : 考虑 P(X =i)/P(X = i 1). 


. 在 下 列 情形 比较 泊 松 近似 与 正确 的 二 项 概率 . 


(a) P(X=2), 当 n=8,p=0.1. (b) P(X=9), 当 n= 10,p= 0.95. 
(c) P(X =0), 当 n=10,p=0.1 (d)P(X=4), 当 n=9,p=0.2 


. 如 果 你 在 50 种 彩票 中 , 各 购买 了 一 张 彩票 , 在 每 种 彩票 中 你 得 奖 的 机 会 是 1/100. 你 


得 奖 (a) 至 少 一 张 , (b) 恰好 一 张 , (c) 至 少 两 张 的 概率 是 多 少 ? 
令 XX 是 随机 变量 , 具有 概率 密度 


c(1—27*), —l1<z<l1 
J 


4 
芭 
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34. 


35. 


36. 


37. 


“38. 


39. 


40. 


41. 
42. 


(a) c 的 值 是 多 少 ?  (b)X 的 累积 分 布 函 数 是 什么 ? : 


令 X 的 概率 密度 为 
,~ | c(4z—22°), 0<z<2 
ea | 0， 其 他 
(a)c 的 值 是 多 少 ?  (b)P | < 县 3} = 
设 X 的 密度 为 


10/z2， 对 于 z > 10 
| 
0， 对 于 zx < 10 
X 的 分 布 是 什么 ? 求 P(X > 20). 
一 个 点 均匀 地 分 布 在 半径 为 1 的 圆 盘 中 . 即 密度 是 
f(ry)=0, Og +y<l 


求 它 与 原点 的 距离 小 于 z(0 < z < 1) 的 概率 . 

令 ，X2,…, Xn 是 独立 随机 变量 , 每 个 都 是 (0,1) 上 的 均匀 分 布 . 

令 M = max(X1, XX,… ,Xn). 证 明 M 的 分 布 函数 Fy(-) 为 
Fu(z) = 72", O<z<l 


M 的 概率 密度 函数 是 什么 ? 
如 果 X 的 密度 函数 等 于 
ce 2，0<z<oo 
4 | 0, <0 
求 c. P{X > 2} 是 多 少 ? 
随机 变量 X 有 下 述 概率 质量 函数 


pl)=3, pz2)=5， 7(24)=5 


计算 E[X]. 
假定 两 个 队 玩 一 系列 游戏 , A 队 独 立地 赢 的 概率 是 p, B 队 独 立地 赢 的 概率 是 1 一 p. 先 
赢 4 次 游戏 的 队 为 胜利 者 . 求 进行 的 游戏 的 期 望 数 , 并 在 p = 1/2 时 求 出 这 个 数 
考虑 在 习题 29 中 任意 2 的 情形 . 计算 变更 的 期 望 数 . 

假定 每 张 得 到 的 奖券 与 前 面 已 得 到 的 独立 , 等 可 能 地 属于 m 种 不 同类 型 中 的 任意 一 
类 . 求 为 使 在 每 个 类 中 至 少 得 到 一 张 所 需 得 到 奖券 的 期 望 数 . 

提示 : 令 X 是 需要 的 张 数 . 将 X 表示 成 


六 二 > Xi; 
是 很 有 用 的 , 其 中 X; 是 几何 随机 变量 
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43. 


44. 


45. 


46. 


“47. 


48. 
“49. 
50. 令 


51. 


52. 


53. 


一 个 侈 中 含有 n 十 m 个 球 , 其 中 n 个 红 球 ,m 个 黑 球 . 它们 一 次 一 个 从 侈 中 不 放 回 地 
被 抽取 . 以 X 记 在 首次 取得 黑 球 前 取出 的 红 球 个 数 . 我 们 关心 的 是 确定 EIX]. 为 了 得 
有 | 1， 车 红 球 i 在 任意 黑 球 前 取出 
””\【 0， 其 他 情形 


(a) 用 X 表示 X. (b) 求 EIX] z 

在 习题 43 中 , 以 Y 记 在 取 到 第 一 个 黑 球 与 第 一 个 半球 间 取得 的 红 球 个 数 

(a) 将 Y 表示 为 每 个 只 取 0 或 1 的 n 个 随机 变量 的 和 . (b) 求 E[Y]. 

(0) 将 EIY] 与 习题 43 中 得 到 的 E[X] 比较 . (d) 你 能 否 解释 在 (c) 中 得 到 的 结果 ? 
总 共 > 个 钥匙 一 次 一 个 地 被 放 进 个 盒子 中 , 每 个 以 概率 pp > ，，, pr = 1 独立 地 被 
放 进 盒子 i 中 . 每 次 一 个 钥匙 被 放 进 非 空 的 盒子 , 我 们 就 说 发 生 一 次 碰撞 . 求 碰撞 的 其 
望 数 

如 果 X 是 一 个 非 负 整数 随机 变量 . 证 明 


E[X] = > P{X > 7n} = > P{X > n} 


n= 二 0 


提示 : 定义 随机 变量 列 I 为 ,n > 1， 


现在 用 I 表示 XX. 
考虑 三 个 试验 , 其 中 每 个 是 成 功 或 者 不 是 . 以 X 记 成 功 的 次 数 . 假设 E[X] = 1.8. 
(a) P{X = 3} 的 最 大 可 能 值 是 多 少 ? ”(b) P{X = 3} 的 最 小 可 能 值 是 多 少 ? 
在 这 两 种 情形 , 构造 一 个 概率 方案 使 P{X = 3} 具有 要 求 的 值 
假定 X 均匀 分 布 在 (0, 1) 上 . 计算 E[X]. 
证 明 E[X?] > (E[X])*. 什么 时 候 可 以 取 等 号 ? 
令 c 为 常数 . 证 明 z 
(i) Var(cX ) = c* Var(X); (ii Var(c + X) = Var(X). 
抛掷 一 枚 出 现 正面 的 概率 为 p 的 硬币 直至 出 现 第 7 次 正面 . 以 N 记 需 要 抛掷 的 次 次 数 ， 
计算 EIN]. 
提示 : 做 这 道 题 有 一 个 简单 方法 , 即 以 N 记 7 个 几何 随机 变量 的 总 和 . 
(a) 计算 习题 37 中 最 大 随机 变量 的 E[X].， (b) 对 于 习题 33 中 的 X, 计算 ELX]. 
(c) 对 于 习题 34 中 的 X, 计算 E[X]. 
如 果 X 均匀 分 布 在 (0, 1) 上 . 计算 BI[X"] 和 Var(X"). 
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54. 


55. 


56. 
57. 
和 需 计 算 ) XX 十 Y 是 具有 参数 (n 十 m,p) 的 二 项 随机 变量 . 


58. 


59. 


60. 
61. 


62. 


63. 
“64. 


XX 和 YY 中 每 个 取 值 为 1 或 -1. 令 
p(1,1) = P{X =1,Y = 1), 
p(1,—1) = P{X =1,Y = -1)}, 
p(—1,1) = P{X = -1,Y = 1), 
p(—1,—1)=P{X = -1,Y = -1} 


假设 E[X] = EIY] = 0. 证 明 

(a) p(1,1) =p(-1,—1); (b) p(1,—1) = p(-1,1). 

令 p=2p(1,1). 求 (c)Var(X); (d)Var(Y); (e)Cov(X,Y). 

令 X 为 具有 密度 f(z) 的 正 随 机 变量 . 如 果 对 于 所 有 z 有 f(z) < c, 证 明 对 a&> 0， 


P{X >a}>1—ac 


有 了 种 类 型 的 奖券 . 独立 地 每 个 新 得 到 的 奖券 是 i 类 的 概率 为 pi,i = 1,.…,n. 求 得 自 
k 个 奖券 的 集合 中 不 同类 型 的 数目 的 期 望 数 和 方差. 
假定 X 和 YY 是 具有 参数 (n,p) 和 (m,p) 的 独立 的 二 项 随机 变量 . 概率 . 性 地 论述 (不 


一 个 倪 中 有 2n 个 球 , 其 中 有 r 个 红 球 , 在 相继 的 n 对 球 中 , 随机 地 抽取 一 对 球 , 以 X 
记 抽取 的 一 对 球 都 是 红色 的 对 数 ， (a) 求 E[X], (b) 求 Var(X). 
假定 X1, X2, Xs 和 X4 是 独立 的 连续 随机 变量 , 具有 共同 的 分 布 函数 F, 并 且 令 


p= P{Xi < X2 > Xs < X4} 


(a) 证 明 对 于 所 有 连续 分 布 函 数 所,p 值 不 变 . 

(b) 通过 对 联合 密度 在 合适 的 区 域 上 积分 求 得 p. 

(c) 利用 Xi1,…, Xa4 的 所 有 4 个 可 能 的 次 序 是 等 可 能 的 事实 求 得 p. 

计算 在 (0, 1) 上 均匀 分 布 的 矩 母 函 数 . 通过 求 微 商 得 到 E[X] 和 Var(X). 

假定 X 取 1, 2, 3 中 的 每 个 值 的 概率 为 1/3. 问 矩 母 函 数 是 什么 ? 通过 对 和 矩 母 函数 求 
微 商 , 推导 E[X], EIX ] 和 E[X”], 然后 将 得 到 的 结果 与 这 些 矩 的 直接 推导 作 比 较 . 

为 了 确定 收取 合适 的 保险 费 , 保险 公司 有 时 使 用 如 下 定义 的 指数 原则 .对 于 必须 付 的 
随机 数量 的 索赔 费 X, 保险 公司 收 的 保险 费 为 


P= -In(Ele®*]) 


其 中 a 是 某 个 特定 的 正常 数 ， 当 X 是 参数 为 和 的 指数 随机 变量 , 并 且 a = a 时 , 求 
P, 其 中 0 < a < 二. 

计算 几何 分 布 的 所 母 函 数 .， 

证 明 独 立 同 分 布 的 指数 随机 变量 的 和 有 伽 玛 分 布 . 
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65. 
66. 


67. 
68. 


69. 
“70. 


71. 


“72. 
73. 


74. 
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考虑 例 2.48. 利用 ars 求 Cov(Xi, Xj;). 


用 切 比 雪 夫 不 等 式 证 明 弱 大 数 定律 , 即 如 果 X1, X2,.… 独立 同 分 布 , 具有 均值 上 和 方 
差 c?, 那么 对 于 任意 es > 0， 


Pt 
如 果 X 是 均值 为 10, 方差 为 15 的 随机 变量 , 那么 P{5 < X < 15} 是 多 少 ? 
如 果 XX1,… ,Xio 是 独立 的 泊 松 随机 变量 , 具有 参数 入. 

(a) 用 马尔 可 夫 不 等 式 给 出 P{X1 十 … 十 X10 > 15} 的 一 个 界 . 

(b) 用 中 心 极限 定理 近似 P{X1 十 … 十 Xio > 15}. 


如 果 X 服从 正 态 分 布 , 具有 均值 1 和 方差 4. 用 表 求 出 P{2 < X < 3}. 
证 明 


DW a 
n 





| 
一 人 >>e? 一 0 右 7 一 oo 


lim es 二 


提示 令 X 是 均值 为 ”的 泊 松 随机 变量 . 用 中 心 极 限定 理 证 明 P{Xn < 中 一 1/2. 
从 有 nn 个 白 球 和 m 个 黑 球 的 管 中 , 随机 选取 个 , 其 中 的 白 球 数 记 为 X. 
(a) 计算 P{X = 庄 . 
(b) 对 于 i= 1,2,…,k,j = 1,2,…,n, 令 

> | 1， ”车 第 i 个 选 出 的 球 是 白 的 。 yy - | 1，” 若 白 球 7 被 先 

0， ”其 他 情形 ” | 0， 其 他 情形 

首先 将 X 表示 为 X 的 函数 , 然后 表示 为 Y 的 函数 . 用 这 两 种 方法 计算 E[X]. 
当 X 是 例 2.31 中 选 到 自己 帽子 的 人 数 时 , 证 明 Var(X) = 1. 
对 于 多 项 分 布 (习题 17), 以 Ni 记 结 果 i 出 现 的 次 数 . 求 
(DEL[V]; (让 Var(Ni);。”( 道 )Cov(Ni, Nj;); (iv) 计 算 不 出 现 的 结果 的 期 望 数 . 
假定 X1, X2,… 是 一 列 独 立 同 分 布 的 连续 随机 变量 . 我 们 说 , 在 时 间 n 出现 了 一 个 记 
录 值 ， 如 果 Xn, > max(Xi1,.…, Xn-1). 即 Xn 是 一 个 记录 值 , 如 果 它 大 于 Xi,:…, Xn-1 
中 的 每 一 个 . 证 明 
(a) P( 在 时 间 n 有 一 个 记录 值 ) = 1/n. 
(b) E( 在 时 间 n 前 的 记录 值 的 个 数 ) = 2 = 


(c) Var( 在 时 间 n 前 的 记录 值 的 个 数 ) = > — 1)/2. 


(d) 令 N = min{n :n> 41, 且 在 时 间 n 出 现 一 个 记录 值 }. 证 明 E[N] = 
提示 : 对 于 (b) 和 (c), 将 记录 值 的 个 数 表 示 为 示 性 ( 即 伯 努 利 ) 随机 变量 的 和 . 
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85. 以 al < aa <… < on 记 一 组 n 个 数 , 并 且 考 虑 这 些 数 的 任意 排列 . 我 们 说 在 排列 中 
ai 与 oj 有 一 个 逆序 , 如 果 i < j 而 且 a; 排 在 ai 前 面 . 例如 排列 4, 2, 1, 5, 3 有 5 个 道 
序 -(42)， (4,1), (4,3), (2,1), (5,3). 现在 考虑 oil, a2,… ,an 的 随机 排列 , ml 个 排列 中 的 
每 一 个 都 等 可 能 地 被 选 , 以 N 记 在 这 次 排列 中 的 逆序 的 数目 . 又 令 

Ni = 二 上 的 数目 : & < i, 在 此 排列 中 ai 在 ax 前 面 . 
注意 N = 》 Ni. 


Qi 证 明 Yi, …… Nn 是 独立 随机 变量 . (iD) Ni 的 分 布 是 什么 ? (过 ) 计算 ELN] 和 Var(N). 


| 76. 假定 X 和 Y 是 独立 随机 变量 , 具有 均值 je, 和 方差 o2,02. 证 明 





Var(XY)= 0204 十 Mio2 十 N203 


”77. 假定 X 和 Y 是 独立 正 态 随 机 变量 , 都 具有 均值 和 方差 o?. 证 明 久 十 Y 与 XY 
独立 
提示 , 求 它 们 的 联合 矩 母 函 数 ， 
78. 将 Xi ……,Xn 的 联合 矩 母 函数 记 为 p(t1,. ,tn). 
” (a) 解释 如 何 从 $(t1,… ,tt) 得 到 Xi; 的 矩 母 函 数 gx (ti). 

(b) 证 明 Xi1,…,X 独立 当 目 仅 当 9$(ti,…,tn) = Pri(t1)::: px, (tn). 
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第 3 章 条 件 概率 与 条 件 期 记 


中 


3.1 5| 


概率 论 中 最 有 用 的 概念 中 就 包括 条 件 概率 与 条 件 期 办 其 原因 有 两 方面 . 首先 ， 
在 实践 中 我 们 常常 对 于 计算 在 部 分 信息 已 知 时 的 概率 和 期 望 感 兴 趣 . 因此 , 这 样 的 
概率 和 期 望 就 是 条 件 概 率 和 条 件 期 望 其次， 在 计算 需要 的 概率 或 期 望 时 , 在 某 些 
随机 变量 上 取 条 件 是 极其 有 用 的 方法 . 





3.2 离散 情形 
我 们 回忆 , 对 于 任意 两 个 事件 已 和 F, 当 P(F) > 0 且 给 定 时 , 的 条 件 概 
率 定义 为 
p(BIP) = Ey 


因此 , 如 果 X 和 了 都 是 离散 随机 变量 ， 那么 对 于 所 有 使 P(Y =y) > 0 的 y 值 ,在 
y 二 vy 给 定 的 条 件 下 , X 的 条 件 概率 质量 函数 自然 地 定义 为 
pryle |D) -PX-2lY 
类 似 地 , 对 于 所 有 使 P(Y =y) >0 的 y 值 ,在 Y=y 给 定 条 件 下 , X 的 条 件 概 率 分 
布 函数 定义 为 
Fxly (zly) = P{X < zlY = y} = >_ pxlY (aly) 


最 后 , 在 Y =y 给 定 的 条 件 下 , X 的 条 件 期 望 定义 为 
EIXIY =f] = zxP{X =zlY =Y} = 2 TpxlY (ly) 
换 句 话说 , 除了 对 事件 Y =y 取 条 件 以 外 ， 定义 恰 如 前 面 所 述 . 如 果 义 与 Y 独 


立 ， 那么 条 件 概率 质量 函数 条 件 分 布 函数 和 条 件 期 望都 与 无 条 件 时 一 全 这 是 因为 
如 果 义 与 Y 独立 , 那么 


pxly (xly) = P{X = 7|Y = y} = P{X = 7} 


3.2 离散 情形 





例 3.1 假定 X 和 了 的 联合 概率 质量 函数 p(z,y) 给 定 为 

| pl1,1)=0.5, p(1,2)=0.1 p(2,1)=0.1, p(2,2) =0.3 
| 计算 在 Y = 1 给 定 的 条 件 下 X 的 条 件 概 率 质量 函数 . : 
Ef 解 ”我 们 首先 注意 
| py(1) = >》 p(x, 1) =p(1,1)+p(2,1) = 0.6 


P{X=1,Y=1} pl(1,1) 
P{Y=1} pr 





EE pxrdlID=PXK=IY =1} = = 
| 类似 地 p21) _1 J 
| , Dr) 6 

| 例 3.2 ”假定 Xi 和 Xz 分 别 是 具有 参数 (ni,p) 与 (nz,p) 的 独立 二 项 随机 变量 计 
| 算 在 X2 + Xs = mm 给 定 的 条 件 下 Xi 的 条 件 概率 质量 函数 
解 : 对 于 g=1-p， 





pxlY(2|1) = 


P{X1 一 k, X1 十 从 > 一 m} 
P{X1 + X= m} 


_ P{X1 =k,X2=m—k} 
本 P{X1 + X2 = m} 


P{X!1 一 k}P{X» 一 m—k} 
P{X!1 十 广 2 二 mm} 


( 1 | ni2 ) 
k 770 一 大 


人 
m 


P{X1 = k|X1 十 X2 = 二 m}= 








)pm 971 十 m2 一 ?70 


其 中 我 们 用 了 XX1 十 X2 是 具有 参数 (n1 + n2,p) 的 二 项 随机 变量 (参见 例 2.44). 于 
姑 在 Xi 十 X2 = m 给 定 的 条 件 下 Xi 的 条 件 概率 质量 函数 是 


gf ey 
~k 772 一 大 
P{X1 = k|X1 十 Xo = m}=— (3.1) 
( 11 十 702 ) 
m 
方程 (3.1) 中 的 分 布 , 首次 见于 例 2.34 中 , 名 为 超 几 何 分 布 . 这 是 从 装 有 n， 个 蓝 球 
和 nz 个 红 球 的 倪 中 , 随机 选取 的 m 个 球 的 样本 中 的 蓝 球 个 数 的 分 布 . (直观 地 看 为 
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什么 此 条 件 是 超 几 何 分 布 , 我 们 考虑 ni + nz 次 独立 试验 , 每 次 试验 处 于 成 功 的 概 
率 为 p. 假定 Xi 表示 前 ni 次 试验 中 成 功 的 次 数 ,X 表示 最 后 n2 次 试验 中 成 功 的 


次 数 . 由 于 所 有 的 试验 成 功 的 概率 是 相同 的 , m 次 试验 的 | ) 个 子 集中 的 


每 一 个 都 等 可 能 地 是 成 功 的 试验 . 从 而 , 在 前 ni 次 试验 中 m 次 成 功 试验 的 个 数 是 
超 几 何 随机 变量 .) 
例 3.3 假定 X 和 了 分 别 是 具有 参数 Xi 与 和 2 的 独立 泊 松 随机 变量 . 计算 在 给 定 
XY 二 n 的 条 件 下 X 的 条 件 期 望 . 
解 : ”我 们 先 计算 在 关 十 Y =n 给 定 的 条 件 下 X 的 条 件 概率 质量 函数 . 我 们 得 到 
P{X =k,X+Y =n} 

P{X+Y =n} 
_ P{X=k,Y =n—k} 

P{X+Y=n} 

_ P{X =k}P{Y =n—k} 
P{X+Y=n} 


其 中 最 后 的 等 式 由 假定 X 与 了 独立 得 到 . 回忆 起 (参见 例 2. 36) XX 十 Y 具有 均值 
和 1 十 和 2 的 泊 松 分 布 , 上 面 的 方程 等 于 z 
e 一 和 1 Xt e 一 X2 An-k e— Qt+X2) (A 手 A2)” 一 1 

k! (人 一 及) | 


加 nl! ARAD 
(nC— Ek)lk! (Mi + A2)” 


K n—k 
=(,)( 元 ( ) 


换 句 话说 , 在 XX 十 Y =n 给 定 的 条 件 下 X 的 条 件 分 布 是 参数 为 n 和 和 1/(A1 十 和 2) 
的 二 项 分 布 . 因此 








P{X =k|X+Y =n}= | 








和 1 
和 1 十 和 2 
例 3.4 ”考察 一 个 试验 , 出 现 三 个 结果 之 一 ， 结果 i 出 现 的 概率 为 pi,i = 1 2,3， 


ps =1 假设 独立 地 重复 此 试验 n 次 , 并 以 Xi(i = 1,2,3) 记 其 中 结果 i 出 现 的 次 数 
确定 在 给 定 X2 = m 时 Xi 的 条 件 期 望 . 


E{X|X+Y = 9 三 了 一 一 一 


P{X1 = k, X2 = m} 


PUR RI) 


3.2 离散 情形 77 


”现在 , 如果 和 = 大 且 Xz = m, 则 推出 Xs =n 一-m. 然而 


| 
P{Xi k, X» =m,Xs=n—k— ne ee pl” k—m) (3.2) 
“这 是 由 于 大 次 结果 为 1, m 次 结果 为 2, nk 一 m 次 结果 为 3 的 n 个 试验 的 任意 特 
” 殊 序列 发 生 的 概率 是 phpp3-*-m. 由 于 共有 nl/[ktml(n 一 一 m)1 个 这 样 的 序列 ， 
”进而 有 方程 (3.2). 
所 以 , 我 们 有 , 
人 
klml(n—k—m)! 12°3 
nl 
mm mr (1 


其 中 我 们 用 了 X2 具有 参数 为 n 和 ps 的 二 项 分 布 这 个 条 件 . 因此 
(nC—m)! ( D1 )( D3 ‘a0 


kl(n—m—k)l\ 1—p2 1 一 Da2 
或 者 ， 等 价 地 ， 记 D3 二 1 一 201 一 2D2， 
nm p1 k p1 n—m—k 
人 二 -一 ee ] 一 
下 ( 天 八 晤 | 让 


换 句 话说 , 在 给 定 X2 = m 时 Xi 的 条 件 分 布 是 参数 为 n 一 m 和 pi1/(1 一 pz) 的 二 项 
分 布 . 因此 ， 


P{X1 = k|X2 = m} = 


jj 一半 





P{Xi 一 大 | 和 2 一 m} 一 





E{Xi|X2 = m} = (n— m)- 图 





一 D2 
注 (i) 在 例 3.4 中 所 求 的 条 件 概率 也 可 以 用 下 面 的 方式 计算 . 考虑 不 出 现 结果 2 
的 n 一 m 次 试验 . 在 每 个 这 样 的 试验 中 , 结果 1 出 现 的 概率 为 





结 结 
全 天 和 和 且 人 ”。 P( 拓 果 轨 5 


由 此 得 到 在 给 定 X2 = m 时 , 结果 1 的 出 现 次 数 是 以 参数 为 n 一 m 和 pi1/(1 一 p2) 二 
项 地 分 布 的 . 
(i) 条 件 期 望 具 有 普通 期 望 的 一 切 性 质 . 诸如 恒等式 


BE| SXilY =y| = 2_, EIXilY = 
仍然 有 效 . 年 


运转 的 概率 为 %. 明天 将 下 雨 的 概率 为 a. 计算 给 定 明天 下 雨 时 , 运转 的 部 件数 的 
条 件 期 望 . 
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解 令 
= 人 部 件 i 明天 运转 
” 0， 其 他 情形 


如 果 明 天 下 雨 定 义 Y 为 1, 而 在 相反 情形 定义 了 为 0, 那么 , 所 求 的 条 件 期 望 为 


a[3 xily = = DBPlY = = Dp 图 


3.3 连续 情形 
如 果 X 和 了 有 联合 密度 函数 f(x,y), 那么 对 于 所 有 户 (W) > 0 的 y 值 , 给 定 
Y =y 时 义 的 条 件 概率 密度 沪 数 定义 为 : 


fxiv (Xly) == 了 


为 了 给 出 这 个 定义 的 动机 , 我 们 将 左边 乘 以 dz, 右边 乘 以 (dzdy)/dy 得 到 


_ f(z,y)dzdy 
fxlY (7|y)dz = fy(y)dy 


~_P{z<X<zr+dr,y <Y <y+dy} 
P{y <Y <y+dy} 


=P{z<X<7r+drly <Y <y+dy} 


换 句 话说 , 对 于 小 的 值 dz 和 dy, fxjy (zly)dz 近似 地 是 给 定 了 在 y 和 y+dy 之 间 
时 ,和 在 z 和 z+dz 之 间 的 条 件 概 率 . 
对 于 所 有 fy(y) > 0 的 y 值 ,给 定 了 =y 时 X 的 条 件 期 望 定 义 为 


BIXIY = 引 = 人 zjxirlzlndz 


例 3.6 假定 和 和 了 有 联合 密度 为 


6zVy(2 一 Z 一 1)， 0<z<1,0<vy<l1 


= | 0， 其 他 


对 于 0<y<1, 计 算 给 定 Y=y 时 X 的 条 件 期 望 
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。 解 ”我们 首先 计算 条 件 密度 
_ fz,y) _ 6zy(2—2z—Yy) 
I fy(y) /6ry(2 一 Z 一 2dz 


_ 6zy(2 一 Z 一 切 _ 6r(2-7-Y) 





V(4 一 39) 4 一 39 
”因此 人 
\ 16r2(2 _ 7 (2 一 切 2 一 一 可 
BxlY =y= / 4y 加 
有 4 一 3y 4— 3y 8—6y : 


” 例 3.7 假定 X 和 了 的 联合 密度 为 
Ay(z — y)e-(*+y), 0<7z<o0,0<y&z 


sew -1 0 其 他 


”计算 给 定 EIXIY = 中 
解 给 定 了 =% 时 X 的 条 件 密 度 为 
fc 人 4 一 人 ectn 


f ) /一 G5 》 > 
xy 他 fy (y) / 4y(z = V)e-(z+y)dz 
y 
Ve Ne 7>Yy ( 令 册 =z 一 攻 


名 网 一 2 一 (十 也 ) 

/ (Z 一 V)e-zdz 上 人 we (ytw) dw 
| = (zt— ye- zrz>Yy 
其 中 最 后 一 个 等 式 用 了 we-wdw 是 均 信 为 1 的 指数 随机 变量 的 期 望 值 所 以 
” 记 玉 为 均值 为 1 的 指数 随机 变量 ， 我 们 有 

a a 
E[X|Y =Yyl / Z(Z 一 V)e yd7 / (w+Yy) we “dw 
= EI[W*]+yE[W]=2+y 

例 3.8 多 和 YY 的 联合 密度 为 


1 

一 Me 一 7， 0<Z<oo;0<V<2 

f(z,y)= 2 
0， 其 他 
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Ele*/2|Y = 至 是 和 多少 ? 
解 给 定 了 =1 时 X 的 条 件 窗 度 为 


fxlY (7|1) = 2 - a 一 


-rdzx 
0 





因此 , 由 命题 2.1 
EleX/2|Y = 1] = 上 ez/2 xiyr(zll)dz 过 / ez/2e-zdz = 2 
0 0 


3.4 ”通过 取 条 件 计算 期 望 


让 我 们 以 E[XI|Y] 记 随 机 变量 了 的 这 样 的 函数 , 它 在 了 = y 处 取 的 值 是 
E[X|Y = 外. 注意 EXIZ] 本 身 是 一 个 随机 变量 .条 件 期 望 的 一 个 极为 重要 的 性 
质 是 对 于 所 有 的 随机 变量 X 和 了 有 


_E[X] = BEIEXII]| (3.3) 
如 果 Y 是 离散 随机 变量 , 那么 方程 (3.3) 说 明 
E[X] = >_E[XIY = YP{Y = 分 (3.3a) 


如 果 Y 是 密度 为 fy(y) 的 连续 随机 变量 , 那么 方程 (3.3) 说 明 
Ex]= | ELXIY = yf)ay (3.3b) 


现在 我 们 对 X 和 了 都 是 离散 随机 变量 的 情形 给 出 方程 (3.3) 的 一 个 证 明 . 
XX 和 YY 都 是 离散 随机 变量 时 式 (3.3) 的 证 明 


我 们 必须 证 明 
E[X] = >》_E[IX|Y = yP{Y = (3.4) 


y 


现在 , 上 式 的 右边 可 以 写 为 
2 yP{Y =Y} = 3 y}P{Y = 2»)} 


加 P{X=7,Y 一 外 

-三 >。 P{Y = vy} P{Y = vy} 
-> DP- y} 
-> Ze-sr- y} 


= -Eb = 7x} = EIX] 
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”这 就 得 到 结果 . : 
为 了 理解 方程 (3.4), 我 们 做 如 下 的 解释 . 方程 (3.4) 说 明 对 于 计算 ELX], 我 们 
“可 以 取 在 Y =y 给 定时 X 的 条 件 期 望 的 加 权 平均 , 每 一 项 EIXIY = y] 用 取 条 件 的 
那个 事件 的 概率 加 权 . 以 下 的 例子 会 显示 出 式 (3.3) 的 用 途 . 
例 3.9 ”山姆 准备 读 一 章 概率 书 或 一 章 历史 书 . 如 果 在 他 读 的 一 章 概率 书 中 的 印刷 
”错误 数 有 均值 为 2 的 泊 松 分 布 , 而 在 他 读 的 一 章 历史 书 中 的 印刷 错误 数 有 均值 为 5 
的 泊 松 分 布 , 那么 在 假定 山姆 选取 哪 一 本 书 是 等 可 能 时 , 山姆 遇 到 的 印刷 错误 数 的 
期 望 是 多 少 ? 
解 ” 以 XX 记 印 刷 错误 数 . 令 
r= {2 如 果 山 姆 选取 历史 书 

2， 如 果 山 姆 选取 概率 书 


那么 E[X]= E[X|Y = 1]P{Y = 1} + E[X|Y = 2]P{Y = 2} 


1 1 1 
(3 (> 
例 3.10 (随机 变量 的 随机 数量 和 的 期 望 ) 假定 工厂 设备 每 周 出 现 事故 次 数 的 期 望 
为 4. 又 假定 在 每 次 事故 中 受伤 工人 数 是 具有 相同 均值 2 的 独立 随机 变量 . 再 假定 
在 每 次 事故 中 受伤 工人 数 与 每 周 发 生 的 事故 数目 相互 独立 ， 每 周 受伤 人 数 的 期 望 
是 多 少 ? 
总 数 可 以 表示 为 2 Xi 现在 z 


i 二 1 


但 是 
|S xin nl =| xlw = 
-Bx (由 入 和 Xi 独立 ) 
= nE[X] 
由 它 导出 


也 Dx = NEIX] 


82 第 3 章 条 件 概率 与 条 件 期 望 


| 
: 





因此 
E > | a E[NELX]| = EIN]E[X] 


所 以 ， 在 我 们 的 例子 中 ， 在 一 周 中 受伤 人 数 的 期 望 为 4x2=8. 国 
随机 变量 > Xi 等 于 N 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 的 和 ， 它 称 为 复合 随机 变量 


正如 例 3.10 所 示 ， 这 个 复合 随机 变量 的 期 望 值 是 EIN]E[X]. 它 的 方差 将 在 例 39 7 
中 推 得 . 

例 3.11 (几何 分 布 的 均值 ) 连续 抛 搓 一 枚 出 现 正面 的 概率 为 p 的 硬币 直至 出 现 正 
面 为 止 . 问 需要 抛掷 的 次 数 的 期 望 是 多 少 ? 

解 以 N 记 需 要 抛掷 的 次 数 , 而 令 


，_ 人 1， 如 果 第 一 次 抛掷 的 结果 是 正面 
0， 如果 第 一 次 抛掷 的 结果 是 反面 


现在 
EIN]= EIN|Y = 1]JP{Y = 1} + EINIY = OlP{Y = 0} 人 
3.5 
=pEIN|IY =1]+(1—7p)EIN|IY =0] 


然而 
EIN|Y =1]=1,EIN|IY =0] = 1+EI[N] (3.6) 


为 了 明白 为 什么 式 (3.6) 是 正确 的 , 我 们 考察 EIN|Y = 1]. 由 于 Y=1 我 们 知道 第 一 
次 抛掷 结果 是 正面 , 所 以 , 需要 抛掷 的 次 数 的 期 望 是 1. 另 一 方面 ， 如 果 Y = 0, 那么 
抛 毛 结果 是 反面 . 然而 , 由 于 假定 相继 的 抛掷 是 独立 的 ， 这 就 推出 在 第 一 次 出 现 反面 
后 吉 到 正面 首次 出 现时 的 附加 抛掷 次 数 的 期 望 是 ELIV]. 因此 EIVIY = 0| = 1+E[N]. 
将 式 (3.6) 代入 方程 (3.5) 推出 


| EIN] =p+ (1—p)(1 + EIN)) 





E[IN] = 1/p 
因为 随机 变量 六 是 具有 概率 质量 函数 p(n) = p(1 一 p)”*-! 的 几何 随机 变量 , 它 
的 期 望 可 以 很 容易 地 由 E[N] = > a 算出 , 而 无 需求 助 于 条 件 期 望 . 然而 , 如 采 


你 起 不 用 条 件 期 望 而 得 到 我 们 下 一 个 例子 的 解 你 将 很 快 学 会 “ 取 条 件 ” 这 个 有 用 
的 技巧 . 


en ee te es he 
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例 3.12 某 矿 工 身 陷 在 有 三 个 门 的 矿井 之 中 . 经 第 1 个 门 的 通道 行进 两 小 时 后 , 他 
将 到 达 安 全 地 . 经 第 二 个 门 的 通道 前 进 三 小 时 后 , 他 将 回 到 矿井 原 地 . 经 第 三 个 门 的 
通道 五 小 时 后 , 他 又 将 回 到 矿井 原 地 . 假定 这 个 矿工 每 次 都 等 可 能 地 经 任意 一 个 门 ， 
问 直到 他 到 达 安 全 地 所 需 时 间 的 期 望 是 多 少 ? 

解 ” 令 X 记 矿工 到 达 安 全 地 所 需 的 时 间 , 以 了 记 他 最 初 选取 的 门 . 现在 


E[X]= E[X|Y = 1]P{Y = 1} + EI[X|Y = 2]P{Y = 2} + EIXIY = 3]P{Y = 3} 


a =(EIXIY = =1]+EIXIY =2]+ ELXIY = 3]) 


然而 z 
| E[X|IY =1] =2,E[LX|IY =2]=3+ELX],E[XIY =3]=5+EIX] (3.7) 


为 了 理解 为 什么 这 是 正确 的 , 我 们 以 E[X|Y = 2] 为 例 , 给 出 其 如 下 推理 . 如 果 矿 工 
选取 第 二 个 门 , 那么 三 小 时 后 他 将 回 到 他 的 矿井 . 但 是 , 一 旦 他 回 到 了 矿井 , 问题 就 
和 以 前 一 样 了 , 而 直到 他 到 达 安 全 地 的 附加 时 间 的 期 望 正 是 E[X]. 因此 EIXIY = 
2] = 3 十 E[X]. 在 方程 (3.7) 中 其 他 等 式 后 面 的 推理 是 相似 的 . 因此 

EIX] = 3(2+3+EIX] +5 十 E[X]) 或 E[X]=10 图 


例 3.13 (匹配 轮 数 问题 ) 假设 在 例 2.31 中 取 到 自己 的 帽子 的 人 离开 , 而 其 余人 ( 没 
“有 匹配 到 的 那些 人 ) 将 他 们 取 的 帽子 放 到 房间 中 央 , 混杂 后 重新 取 . 假定 这 个 过 程 
连续 进行 到 每 个 人 都 取 到 了 自己 的 帽子 为 止 . 
” “(a) 假定 Rs 是 开始 时 有 n 个 人 出 席 的 轮 数 . 求 E[R]. 
(b) 假定 Sn 是 开始 时 n(n > 2) 个 人 选取 的 总 次 数 , 求 E[Sn] 
” (©) 求 此 n(n > 2) 个 人 误 取 的 期 望 数 ， 
解 (a) 由 例 2.31 推出 , 不 论 留 在 那里 的 人 有 多 少 , 平均 每 轮 有 一 次 匹配 . 这 就 使 
人 想到 E[Rn] = n. 这 个 结果 是 正确 的 现在 给 出 一 个 归纳 性 的 证 明 . 由 于 显然 有 
EIR1] = 1, 假定 对 于 = 1,…,n 一 1 有 E[Rk] = k. 为 了 计算 BLRn], 我 们 先 对 第 一 
轮 中 的 匹配 数 X 取 条 件 . 它 给 出 
/ E[Rn] = DELR,IX =ijP{Xn = 人 
?一 0 
现在 ,给 定 最 初 一 轮 的 全 部 匹配 数 需要 的 轮 数 将 等 于 1 加 上 余下 的 n 一 i 个 人 匹 
配 他 们 的 帽子 需要 的 匹配 轮 数 . 所 以 
E[R»]= >》 (1+E[Rn — i)P{X, 一 本 

?一 0 


-1+EIRP]P{Xs =0}+ ) EIR, ijP{X 一 中 


?一 工 
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=1+ElIRnIP{Xn = 0}+ DP{xs 一 计 


?一 | 
由 归纳 法 假设 
-1+ER]P{Xn =0} +n(1—P{Xn =0}) — E[X) 


= E[R,]P{Xn = 0} +n(l1 — P{Xn, = 0}) 
其 中 最 后 一 个 等 式 用 了 例 2.31 建立 的 结果 E[Xn] = 1. 由 前 面 的 方程 推出 也 Rn] = 
n, 结论 得 证 . 
(b) 对 于 n > 2, 取 条 件 于 第 一 轮 中 的 匹配 次 数 Xn, 给 出 


E[Sn] = 》 E[Sn,|X" = iP{Xn = 计 


?一 0 
n 


二 >》_(n + E[Sn_i])P{Xn = 让 


?一 0 
=n+ >》 ElSni]P{Xn = 计 
1 一 0 
其 中 E[So] = 0. 为 求解 前 面 的 方程 , 我 们 将 它 改写 为 
El[Sn] 二 NN 十 El|S. _ Xx, | 


现在 , 如 果 在 每 轮 中 恰 有 一 次 匹配 , 那么 共有 1 十 2 十 … 十 n= [n(n 十 1)]/2 次 选取 . 
于 是 , 我 们 可 以 试探 形式 为 ELS"] = an + bm? 的 解 . 为 了 该 解 在 n > 2 时 满足 上 面 
的 方程 , 我 们 需要 


an+bn? =n+Elan— Xn)+ b(n — Xn)’] 
或 者 , 等 价 地 
an + bn? =n+a(n — E[Xn]) + b(n? — 2nE[Xn] + E[X2)]) 
现在 , 用 例 2.31 和 第 2 章 的 习题 72 得 到 的 EB[Xn] = Var(Xn) = 1, 只 要 有 
oan + bn’ =n+an— a + bn? — 2nb+2b 
上 面 的 方程 就 得 到 满足 , 而 当 5 = 1/2,a = 1 时 它 成 立 . 即 
ElSn] = n+n’/2 


满足 E[5n%] 的 递 推 方 程 


3.4 通过 取 条 件 计算 期 望 ”85 


B[S。] =n 十 n2/2,n > 2 的 形式 证 明 得 自 对 n 作 归纳 法 . 当 n= 2 时 它 是 正确 的 
(因为 这 时 选取 次 数 是 轮 数 的 两 倍 , 而 轮 数 是 参数 为 p = 1/2 的 几何 随机 变量 ) 现 
在 递 推 关系 给 出 为 

Els] =n+ ElSsJP{X, =0}+ 5 ES, dP{X, -i 


2 二 1] 


P(Xn 二 =n 一 1)=0, 我 们 看 到 


E[Sn,|= n+ E[S,JP{X, 一 0} 十 2 一 ?十 (一 人 /2]P{X = 让 


2 一 1 


=n+ElSn]P{Xn = 0}+ (n+n?/2)(1 — P{Xn = 0}) — (n+ 1)E[Xn] + EIX2]/2 
将 等 式 [Xn] = DELEX3 = 2 代入 上 面 得 
E[Sn] = 对 十 m27]/2 
这 就 完成 了 归纳 证 明 . 
(©) 我 们 记 第 7 个 人 取 的 帽子 数 为 C;,j = 1,…,n, 那么 


vos, 
i 二 1 


取 期 户 , 并 用 每 个 C; 具有 同样 的 均值 这 个 事实 推出 如 下 的 结果 
E[C;] = E[Sn]/n = 1+n/2 
因此 , 第 7 个 人 错 取 帽子 的 期 望 为 
E[C; -1] = mw/2 加 


例 3.14 连续 地 做 每 次 成 功 的 概率 为 p 的 独立 试验 直至 有 次 相继 的 成 功 . 所 需 
试验 的 次 数 的 均值 是 多 少 ? 
解 ” 以 Nk 记 为 了 得 到 次 相继 的 成 功 必须 试验 的 次 数 , 并 以 Mi 记 它 的 均值 . 通 
过 对 一 1 次 相继 的 成 功 所 必须 试验 的 次 数 Ns-1 取 条 件 , 我 们 将 得 到 Mi 的 一 个 
递 推 方 程 . 由 此 推出 

Mx = EINk] = E[E[NE| Nx-_1] 


现在 
E[NxK|Nk-1] 一 Nk-_1 十 十 (1 — p)EINK] 








te eH TE op me TT TS Rr 
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6， 了 人 人 
[更 清楚 的 表达 是 


EINgs|Ng_1]= Np-1+p+(1—p)(l + EINE) 
= Ns_1+1+(1—p)BIN] 一 一 译 者 注 | 


其 中 上 式 是 得 自若 取 Nk-1 次 试验 得 到 一 1 次 相继 的 成 功 , 则 或 者 下 一 次 是 成 功 ， 
我 们 就 会 接着 得 到 第 次 成 功 ， 或 者 下 一 次 是 失败 , 我 们 必须 重新 再 开始 . 对 上 式 
两 边 取 期 望 推 得 z 

M; = Mx_i+l1+(1—p)ME: 


或 看 M; = 1. Mei 
p p 
由 于 首次 成 功 的 次 数 Ni 是 参数 为 p 的 几何 随机 变量 ， 我 们 看 到 Mi = 1/p 并 且 , 递 
推 地 有 1 1 1 1 1 : 
Mt pl 

而 且 , 一 般 地 有 ee l 

Mi 四 

p Db p 


例 3.15 (快速 排序 算法 分 析 ) 假设 我 们 有 ?” 个 不 同 的 值 21,… ,zn 的 一 个 集合 ， 
我 们 要 将 它们 排列 为 增加 的 次 序 , 即 如 通常 所 称 的 ， 将 它们 排序 (sort). 完成 它 的 一 
个 有 效 的 程序 是 快速 排序 算法 , 以 递 推 地 定义 如 下 : 当 nn 二 2 时 , 该 算法 比较 此 二 
值 , 将 它们 置 于 合适 的 次 序 . 当 n > 2 时 , 它 开始 在 " 个 值 中 随机 地 选取 一 个 ， 壁 
如 zi, 然后 将 其 他 的 n 一 1 个 值 与 z; 比较 , 注意 哪些 小 于 x 哪些 大 于 zi. 以 5; 记 
小 于 zi 的 元 素 的 集合 , 豆 记 大 于 zi 的 元 素 的 集合 , 该 算法 对 集合 3: 和 素 分 别 排 
序 . 所 以 , 最 后 的 次 序 由 集合 5; 的 元 素 的 次 序 , zi 和 集合 5 的 元 素 的 序 排序 组 成 . 
例如 , 假定 元 素 集合 是 10,5, 8,2,1,4,7. 我 们 先 随机 选取 一 个 即 这 7 个 值 中 的 每 一 
个 被 选取 的 概率 都 是 1/7). 假如 值 4 被 选取 . 然后 我 们 将 其 他 6 个 值 的 每 一 个 与 4 


作 比 较 得 到 
{2, 1}, 4, {10, 5, 8, 7} 


现在 我 们 将 集合 {2, 1} 排序 得 到 
1,2, 4, {10, 5, 8, 7} 
其 次 , 我 们 在 {10, 5,8,7} 中 随机 选取 一 个 ， 壁 如 取 到 的 是 7, 而 且 将 其 他 三 个 值 与 7 


作 比 较 得 到 
1,2, 4, 5,7, {10, 8} 


最 后 我 们 将 {10, 8} 排序 并 完成 
1, 2,4, 5,7, 8, 10 
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该 算法 有 效 性 的 一 个 量度 是 作 比较 的 次 数 的 期 望 . 假定 我 们 以 Mn 记 ? 个 不 同 值 
的 一 个 集合 的 快速 排序 算法 的 比较 次 数 的 期 望 , 为 了 得 到 M 的 一 个 递 推 式 , 我 们 
取 条 件 于 初始 的 取 值 , 得 到 


Mn - 》 -EE( 比 较 数 取 到 的 是 第 7 小 的 值 )= 
7 二 1 
现在 , 若 初始 的 取 值 是 第 7 小 的 值 , 则 较 小 的 集合 的 容量 是 j - 1, 较 大 的 集合 的 容 
量 是 -7 因此 , 由 于 对 于 选 定 的 初始 的 取 值 需要 作 n 一 1 次 比较 , 我 们 看 到 


M, = Dm 1+ a =n 一 1+2 2 (因为 Mo = 0) 
7 二 1 


或 者 , 等 价 地 


用 一 1 
nMn = n(n—1) +2》 Mx 
k=1 


为 了 求解 上 式 , 注意 用 nn 十 1 代替 n 我 们 得 到 
(DTDM = (n+1)nt+ 2 yj 
k=1 


因此 , 经 过 相 减 得 到 








或 者 
(n+1)Mnri = +2)Mn + 2n 
及 以 Mn+l 和 27 LI 
| 
将 此 式 迭 代 给 出 
Mr 2n 2(n—1) Mi 
ni+2 (n+1)(n+2) 四 n(n+t1) 吉 7 
< nk 
2 a 0 
故而 


n—k A i 
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利用 恒等式 WG+DG+2) =2/6+2) 一 1/G+1l), 我 们 可 以 对 较 大 的 n 得 到 如 下 


的 近似 
2 


7 十 2 9 n 二 1 1 
~ 2(n + 2) / 一 Q2 一 [ Edo 
3 全 2 全 


= 2(n+2)[2In(n 十 2) 一 In 十 1) 十 ln2 一 2imn3| 


Mnri 一 2(7 十 2) 








十 2 
n 二 1 





二 2(n 二 2) [no 十 2) 十 jn 十 jn2 一 2m3| 


~ 2(n + 2)In(n 十 2) 


虽然 我 们 通常 用 条 件 期 望 恒等式 很 容易 计算 无 条 件 概 率 , 在 下 一 个 例子 中 , 我 
们 将 显示 有 时 怎样 用 它 求 得 条 件 期 望 
例 3.16 在 例 2.31 的 有 n(n > 1) 个 人 的 匹配 问题 中 , 求 给 定 第 一 个 人 没有 匹配 时 
的 匹配 数 的 条 件 期 望 . 
解 ”以 X 记 匹配 数 , 而 令 Xi 等 于 1, 如 果 第 一 个 人 有 一 个 匹配 , 而 在 其 他 情形 令 它 等 
于 0. 那么 
EI[X]= E[X|z1 = 0|P{X1 = 0} + EL[X|X1 = 1]P{X1 = 1} 

Ct Eb 

N 7 
但 是 , 由 例 2.31, E[X] = 1. 此 外 , 给 定 第 一 个 人 有 一 个 匹配 时 , 匹配 数 的 期 望 等 于 1 
加 上 当 ”- 1 个 人 在 他 们 自己 的 ”- 1 个 帽子 中 选取 的 匹配 数 的 期 望 数 , 显示 出 


~ EI[X|X1 = 0] 





E[X|X1 =1]=2 


所 以 , 我 们 得 到 结 采 


n—2 : 
E[X|X1 =0] = 一 加 


通过 取 条 件 计算 方差 
条 件 方差 也 可 以 用 以 计算 随机 变量 的 方差 . 特别 地 , 我 们 可 以 用 
Var(X) = E[X?*] — (E[z])’ 


而 后 用 取 条 件 得 到 E[X] 和 EIX3]. 我 们 通过 确定 几何 随机 变量 的 方差 来 阐述 这 个 
方法 
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例 3.17 (几何 随机 变量 的 方差 ) 连续 地 做 每 次 成 功 的 概率 为 p 的 独立 试验 . N 是 
首次 成 功 时 的 试验 次 数 . 求 Var(NN). 
解 ” 如 果 首 次 试验 成 功 记 Y = 1, 否则 记 工 = 0. 


Var(N) = E(N?) — (EIN])? 
为 计算 ELVY] 和 E[N3], 我 们 对 Y 取 条 件 . 例如 
EIN2] =E [EIN2IY]| 


然而 
EIN2|Y = 1] = 1,E[IN?|Y = 0] = E[(1 + N)?] 


这 两 个 方程 都 是 正确 的 , 因为 如 果 首 次 试验 的 结果 是 成 功 , 那么 显然 N = 1 ,从 而 


Na = 1. 另 一 方面 , 如 果 首 次 试验 的 结果 是 失败 , 那么 得 到 第 一 次 成 功 所 需 的 试验 


总 次 数 等 于 1( 首 次 试验 是 失败 ) 加 上 进行 额外 试验 所 需 的 试验 次 数 . 由 于 后 面 的 量 
与 V 同 分 布 , 我 们 得 到 ELV2 = 0] = E[(1 + N)2?]. 因此 , 我 们 看 到 


EIN?]= E[N?|Y = 1]P{Y = 1} + E[IN?2|Y = 0]P{Y = 0} 
=p+E[l(l+N)*](1—p)=1+(1—p)EIN 十 32] 


由 于 , 如 例 3.11 所 示 , EIN] = 1/p, 这 就 导致 





: E[N?]=1+ 二 + (1—p)E[IN] 

或 2 

:| EIN?] = 一 人 

| 

| Var(N) = EIN (EIN)* 22-(2) = 2 m 


男 一 个 用 取 条 件 得 到 随机 变量 的 方差 的 途径 是 用 条 件 方差 公式 . 在 给 定 Y =y 


| 时 X 的 条 件 方差 定义 为 


Var(XI =) = El(X — EIXIY =y)?lY = 


也 就 是 , 条 件 方差 正好 与 通常 的 方差 由 相同 的 方式 定义 , 不 同 之 处 是 所 有 的 概率 都 
| 是 在 条 件 Y = y 下 确定 的 . 将 上 式 右边 展开 , 并 且 逐 项 地 取 期 望 , 就 推出 


Var(X|Y =y) = E[X?|Y = — (EI[X|Y =)? 
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以 Var(X|Y) 记 Y 这 样 的 函数 , 它 在 Y = y 的 值 是 Var(X|Y = ), 我 们 有 下 面 的 结 


果 : 
命题 3.1 条 件 方差 公式 
Var(X) = E[Var(X|Y)] + Var(E[X|Y]) : (3.8) 
证 明 
ElVar(X|Y)] = E[ELX?|Y] — (EILXIY]?)| 
=B[ELX?IY]| —E (ELXIY])?| 
= EX3 —E|(ELXIY])’| 
而 且 
Var(E[XIY]) = E[(EIXIY)?| -|EEKID 7 
= E|(ELXIY)?| — (ED 
所 以 


E[Var(X|Y)| + Var(E[X|Y]) = E[X?] ~ (E[X])? 


这 就 完成 了 证 明 . 图 
F, 具有 均值 4 和 方差 o?, 假设 它们 与 取 非 负 整数 值 的 随机 变量 N 独立 . 如 例 3.10 


所 示 , 在 那里 确定 了 它 的 期 望 值 , 随机 变量 5 = 》, Xi 称 为 复合 随机 变量 . 求 它 的 


i=1 
方差 . 
解 ” 我 们 可 以 通过 对 N De E[S?], 这 里 让 我 们 代 之 以 利用 条 件 方差 公式 


Var(S|N = n)= Var (SXiN =n) 
i=1 
= Var (2 XIN S n) 要 Var( DX) = no? 


用 同样 的 推理 
EI[SIN = 7n| = nk 


所 以 
Var(SIN) = No’, E[SIN| = 
同时 , 条 件 方差 公式 给 出 
Var(S) = E[No?] + Var( NA) = o2E[IN] + Var(V) 
N 
若 N 是 泊 松 随机 变量 , 则 5 = > Xi 称 为 复合 泊 松 随机 变量 . 因为 泊 松 随机 


i=1 
变量 的 方差 等 于 它 的 均值 , 这 就 推出 对 于 一 个 EIN] = 入 的 复合 泊 松 随机 变量 有 
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Var(5) = Mc? + AM2 = AE[X3] 


其 中 XX 具有 分 布 . EE 


3.5 ”通过 取 条 件 计 算 概率 


我 们 不 仅 可 以 先 通过 对 合适 的 随机 变量 取 条 件 得 到 期 望 , 而 且 也 可 用 此 方法 计 
算 概 率 . 为 明白 此 理 , 我 们 以 记 一 个 任意 事件 并 且 定 义 示 性 随机 变量 多 为 


Se | 1， ”车 忆 发 生 
0， 若 瑟 不 发 生 
由 六 的 定义 推出 
E[X] = P(E) 
E[X|Y =y=P(B|Y =y) ”对 任意 随机 变量 Y. 
所 以 , 由 方程 (3.3a) 与 (3.3b) 我 们 得 到 
2》_P(BlIY =y)P(Y=y) ”车 Y 是 高 散 的 


V 
co 


P(E) = 
人 P(ElY =y)fy(ydy 车 了 是 连续 的 


例 3.19 ”假定 X 和 了 是 独立 的 连续 随机 变量 , 分 别 具 有 密度 fx 和 fy. 计算 
P(X <Y). 
解 ” 对 Y 取 条 件 得 出 
P{X <Y}= 三 P{X <Y|Y =y}fy(y)dy 
= / P{X <ylY =y}fy(y)dy 
=- Px <yiy(Way 
i ~ 


其 中 
Fx(y) = 人 fx (z)dz 国 
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而 3.20 “保险 公司 假定 参 保 人 每 年 发 生 事故 数 是 均值 依赖 于 参 保 人 的 泊 松 随机 变 | 
量 假定 一 个 随机 选取 的 参 保 人 的 泊 松 均值 具有 密度 函数 为 


g( 入 ) = Xe 一 ^， 和 A>0 


的 伽 玛 分 布 . 问 一 个 随机 选取 的 参 保 人 明年 恰 有 7 次 事故 的 概率 是 多 少 ? 
解 以 X 记 一 个 随机 选取 的 参 保 人 明年 发 生 的 事故 数 . 以 Y 记 该 参 保 人 发 生 事 故 
数 的 泊 松 均值 , 那么 对 了 取 条 件 得 出 


OO CO nN Oo . 
P{X =n}= P{X =nlY = 和 }g(NdA = e-*^ 人 人 _Ae-*dA Mtle-2*dA 
0 0 nl! nl! 0 


然而 , 因为 
2Oe 一 2 入 (2A)"+! 
(n+1)! | 


是 伽 玛 (n+2,2) 随机 变量 的 密度 函数 ， 它 的 积分 为 1. 所 以 


OO 一 2 入 nl n 二 1 Oo 
1 = | 2e 一 CA dy》 | A+1le-2^dA 
0 0 


h(N) = A>0 


(n+1)! m+1)! 
它 显 示 
nn 二 +1 


例 3.21 ”假定 每 天 参加 瑜 大 训 练 的 人 是 均值 为 和 的 泊 松 随机 变量 , 进而 假定 参加 
人 是 相互 独立 的 ， 其 中 是 女性 的 概率 为 p, 是 男性 的 概率 为 1 一 7 求 在 今天 恰 有 7% 
个 女性 , m 个 男性 参加 的 联合 概率 . 

解 ” 将 今天 参加 的 女性 人 数 记 为 Ni, 男性 人 数 记 为 N2. 以 N = Ni + Na 记 参 加 的 
总 人 数 . 对 N 取 条 件 给 出 


P{N =mN=m=>》 P{N=n,N2=mlN= i}P{N = 人 让 
i=0 


因为 当 in+m 时 P(NM=n,N=mlN=i)=0, 上 面 的 方程 推出 
ni+m 


P{N=n,N2=m}=P{N=n,N =mN=n ee m)! 


由 n 填 m 人 中 的 每 一 个 独立 地 以 概率 p 为 女性 推出 ， 在 给 定 n 十 m 人 参加 时 , 其 中 
女性 n 个 (男性 m 个 ) 的 条 件 概率 正 是 在 n+m 次 试验 中 恰 有 7 次 成 功 的 二 项 概 
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率 . 所 以 
PI{N: NV 四 (于 me-A_ 和 7 
ee 
二 (n+m)! 总 i 0 和 Nm Nm 
nm 人 (n+ m)! 
一 e-Mp MP)” -ap) (A(1 —p))™” 
nl! ml! 


因为 上 面 的 联合 概率 质量 函数 分 解 为 两 项 的 乘积 , 其 中 一 项 只 依赖 于 n, 而 另 一 项 
只 依赖 于 m, 这 就 推出 Ni 和 Na 是 独立 的 . 此 外 , 因为 


P{N =n}= 》_P{Ni =%n,N2=m} 
E 70 一 0 
本 ee > 一 AI--p) (A(1 —D))” oe) 


m=0 2 


并 且 , 类 似 地 
P{N2 = m} = e™\(1-?) CC -2 


我 们 可 以 得 到 结论 :Ni 和 N2 是 均值 分 别 为 Xp 和 AL 一 p) 的 独立 泊 松 随机 变量 . 
所 以 , 这 个 例子 建立 了 一 个 重要 的 结论 : 当 每 一 个 泊 松 随机 事件 独立 地 以 概率 p 被 
分 入 第 一 类 或 者 以 概率 1 一 p 被 分 入 第 二 类 时 , 那么 第 一 类 与 第 二 类 中 的 事件 数 是 
独立 的 泊 松 随机 变量 . 国 
例 3.22 令 久 ,…, Xn 是 独立 的 伯 努 利 随 机 变量 ,Xi 具有 参数 pi,i = 1,…,n. 即 
P(Xi = 1) = pi,P(X =0)= gq = 1 pi. 假定 我 们 要 计算 它们 的 和 Xi 十 … 十 Xn 的 
概率 质量 函数 . 对 此 , 我 们 将 以 递 推 的 方式 得 到 Xi 十 … 十 XX 的 概率 质量 函数 , 首先 
取 k = 1, 然后 k = 2, 并 继续 到 k = n. 开始 令 


P.(7) Se P{X1 十 ... 十 六 x 一 7} 
并 且 注 意 
P.(k) = [|p;, P.(0)= Ta 
i 二 1 2 二 1 
对 于 0 < 了 < 有 对 Xh 取 条 件 得 到 如 下 递归 式 
P.(7)= P{Xi+...+ Xx = 7X = 1}pr + P{Xi++...+ Xk 一 7|Xxk = 0}gx 


= P{Xit+...+ Xk1 =7—1Xx=1}prt+ P{Xi+... + Xr-1 = j|Xk 一 Oak 


eT A Ee Pe TF A Tp ER A i 
he ct dF Ne 


; 
: 
| 
3 
j 
: 
| 
] 
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=P{Xi+...+ Xp-1=i—1}pkrt+P{Xi+ .+ Xk-1 = 7}qx 


= pgPe_1(7 — 1) + qk Pe—1()) 

以 Pi(1) = pi1, Pi(0) = qi 开始 ， 从 以 上 的 方程 可 以 递 推 地 求解 得 到 户 (j), 吃 ( 四 直 
至 Pn(7) 加 
例 3.23 (最 佳 奖 问题 ) 假设 我 们 可 以 从 一 系列 先后 宣布 的 m 个 不 同 的 奖项 中 选取 
一 个 , 在 一 个 奖项 宣布 后 我 们 必须 立刻 决定 是 接受 , 还 是 拒绝 转 而 考虑 随后 的 奖项 . 
我 们 只 能 根据 该 奖项 与 前 面 已 经 宣布 的 奖项 的 比较 决定 是 否 接受 它 . 就 是 说 , 例如 ， 
当 第 5 个 奖项 宣布 时 , 我 们 知道 它 与 前 面 已 经 宣布 的 4 个 奖 是 如 何 比较 的 . 假设 拒 
绝 了 一 个 奖 就 失去 了 这 次 机 会 , 我 们 的 目标 是 使 得 到 最 佳 奖 的 概率 达到 极 大 . 假定 
奖项 的 所 有 nl! 个 次 序 都 是 等 可 能 的 , 我 们 该 怎样 做 ? 

解 ” 令 人 惊奇 的 是 , 我 们 可 以 做 得 十 分 好 . 为 了 明白 此 理 , 选 定 一 个 ,0 < < nn， 
同时 考虑 前 有 个 都 拒绝 并 接受 此 后 第 一 个 比 前 面 个 更 好 的 奖 的 策略 . 将 使 用 此 
策略 选 到 最 佳 奖 的 概率 记 为 及 (最 佳 ). 为 了 计算 它 , 对 最 佳 奖项 的 位 置 X 取 条 件 ， 
就 给 出 

P( 最 侍 ) = 六 及 (最 佳 区 =iP( 人 下 = 工交 及 (最 侍 X = 人 
et 


i 二 1 


现在 , 如 果 最 佳 奖 在 前 & 个 奖项 之 中 , 那么 用 所 考虑 的 策略 就 选 不 到 最 佳 奖 . 男 一 
方面 , 如 果 最 佳 奖 在 位 置 i,i > k, 那么 当前 个 的 最 佳 奖 也 是 前 i 一 1 个 的 最 佳 奖 
时 , 我们 就 可 以 选 到 最 佳 奖 ( 因为 在 位 置 太 十 二 大 十 2 一 中 的 奖项 将 都 没 被 
选取 ). 因此 , 我 们 看 到 
PP( 最 佳 |X=i)=0， 行 ; < 
Pi( 最 佳 |X = 让 =P( 前 i 一 1 个 中 的 最 佳 在 前 个 之 中 ) = k/(i 一 1) 大 i >>k 
从 上 式 我 们 得 到 


Rk 1 k /i1 k, /n—l k, /n 
二 一 一 一 -一 久 一 一 一 一 心 一 ] 一 
(最 佳 ) n 人 i—1 “| Be en ( k ) n 日 


现在 , 如 果 我 们 考虑 函数 





so) = (zs) 
那么 汪汪 
9 0) = (s) -a 
所 以 


g(x)=0—> In(n/7)=1=—=—> 7=n/e 
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这 样 , 因为 (最 佳 ) = g(%), 我 们 看 到 所 考虑 的 这 类 策略 中 的 最 佳 策略 , 就 是 放弃 
前 面 的 n/e 个 奖项 , 然后 接受 第 一 个 比 这 些 都 好 的 一 个 奖 . 另外 , 因为 g(n/e) = 1l/e， 
这 个 策略 选取 到 最 佳 奖 的 概率 近似 地 为 1/e s 0.367 88. 
注 “ 多 数学 生 对 得 到 最 佳 奖 的 概率 的 大 小 会 很 惊讶 , 他 们 以 为 当 大 时 这 个 概率 
接近 于 0. 然而 , 即使 不 通过 计算 , 稍 加 思考 就 可 想到 , 得 到 最 佳 奖 的 概率 可 以 达到 
适当 的 大 .我 们 考虑 放弃 前 一 半 奖 项 并 接受 第 一 个 比 这 些 奖 项 都 好 的 一 个 奖 的 策 
略 . 实际 选 定 奖项 的 概率 是 全 面 的 最 佳 奖 在 后 一 半 之 中 的 概率 , 其 值 为 1/2. 此 外 ， 
在 选 定 奖项 时 , 到 选取 时 这 个 奖项 将 是 已 出 现 的 多 于 n/2 个 奖项 中 最 好 的 一 个 , 并 
是 最 佳 奖 的 概率 至 少 为 1/2. 因此 , 放弃 前 面 一 半 的 奖项 ， 然 后 接受 第 一 个 比 这 些 
都 好 的 一 个 奖 的 策略 ， 导 致 得 到 最 佳 奖 项 的 概率 大 于 1/4. 

例 3.24 nn 个 人 在 聚会 上 摘 下 他 们 的 帽子 . 帽子 混合 在 一 起 后 , 每 人 随机 地 取 一 个 . 
如 果 一 个 人 选取 到 他 自己 的 帽子 , 我 们 就 说 发 生 了 一 次 匹配 , 那么 , 没有 匹配 的 概 
率 是 多 少 ? 恰巧 有 大 个 人 匹配 的 概率 是 多 少 ? 

解 令 呈 为 无 匹配 这 个 事件 , 而 为 了 表达 清楚 对 ”的 依赖 性 , 记 用 = P(B). 我 们 
先 对 第 一 个 人 是 否 取 到 自己 的 帽子 取 条 件 , 记 这 些 事件 为 M 和 M°. 那么 


P= P(E)= P(EIM)P(M)+P(EIM°)P(M") 


显然 , P(EZ|M) = 0, 于 是 
De P(EIM°)®—— (3.9) 


现在 , P(EB|M°) 是 n 一 1 个 人 从 不 含 他 们 中 某 一 个 人 的 帽子 的 n 一 1 个 帽子 的 集合 
中 各 取 一 个 时 无 匹配 的 概率 . 这 可 能 发 生 在 两 个 互 不 相 容 的 方式 .或 者 无 匹配 , 并 
且 额 外 的 一 人 ( 指 被 第 一 个 人 取 走 帽子 的 那个 人 ) 并 没有 取 到 额外 的 帽子 (这 是 第 
”一 个 选取 的 人 的 帽子 ); 或 者 无 匹配 , 并 且 额 外 的 一 人 取 到 额外 的 帽子 . 这 两 个 事件 
中 第 一 个 的 概率 正 是 PP_1, 这 时 将 这 个 额外 的 帽子 看 成 属于 这 个 额外 的 人 . 因为 第 
.二 个 事件 有 概率 Pn_2/(n 一 2), 我 们 有 | 


1 
P(E|IM") 一 Pi 十 7 if"-? 


于 是 由 方程 (3.9)， 
Ee st n—2 
TN nN 





或 者 , 等 价 地 ， 
Pa — Pn-1= —-(Pa-1— Pn-?) (3.10) 


可 是 , 因为 P 是 n 个 人 在 他 们 自己 的 帽子 中 选取 时 无 匹配 的 概率 , 我 们 有 
2 0, P=— 
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所 以 , 由 方程 (3.10)， 





肠 一 已 1 1 1 
和 或 = 一 而 
PB-P 1 . 1 1 1 
BP 
而 一 般 地 , 我 们 看 到 -ne a 
mta + 


为 了 得 到 恰 有 大 个 匹配 的 概率 , 我 们 考察 任意 固定 的 一 群 上 个人. 只 有 他 们 取 
到 自己 的 帽子 的 概率 是 
1 .1 1 _ (nC—&)! 
nl! 


其 中 Pk 是 其 余 的 n 一 k 个 人 在 他 们 自己 的 帽子 中 选取 时 无 匹配 的 条 件 概 率 . 因 
为 个 人 的 集合 有 (1 种 取 法 , 所 求 的 恰 有 个 匹配 的 概率 是 





Pr 





对 于 大 的 n, 它 近 似 地 等 于 e™?/kl. 
注 ” 递 推 方程 (3.10) 也 可 以 用 循环 的 概念 得 到 , 我 们 说 不 同 的 人 订 ,io,… ,iz 构成 
一 个 循环 , 如 果 入 取 到 ?2 的 帽子 , ?2 取 到 is 的 帽子 ,… ,ix-1 取 到 i 的 帽子 , i 取 
到 和 的 帽子 . 注意 每 个 人 是 循环 中 的 一 部 分 , 而 且 在 某 人 取 到 他 自己 的 帽子 时 循环 
的 容量 为 k= 1. 如 前 , 五 为 无 匹配 发 生 的 事件 , 对 含 一 个 特定 的 人 的 循环 的 长 度 取 
条 件 ， 其 中 记 此 人 为 “人 1”, 推出 


P, = P(E) = » P(E|IC = k)P(C = 万) (3.11) 
k=1 
此 处 C 是 包含 “人 1” 的 循环 的 长 度 . 我 们 将 “人 1” 称 为 第 一 个 人 , 并 且 注 意 , 如 果 
第 一 个 人 没有 选 到 他 的 帽子 , 且 帽 子 被 第 一 个 人 选 到 的 人 称 为 第 二 个 人 , 但 他 并 没 
有 选 到 第 一 个 人 的 帽子 ; 帽子 被 第 二 个 人 选 到 的 人 称 为 第 三 个 人 , 他 也 没有 选 到 第 
一 个 人 的 帽子 ;…………… , 帽子 被 第 k 一 1 个 人 选 到 的 入， 他 所 选 到 的 帽子 恰 是 第 一 个 人 
的 帽子 . 那么 C = &. 因此 
n—-ln—2 n—k+i+l 1 1 


n nl nk+2n—k+i+l nn (2 








P(C = 天) = 
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这 就 是 说 , 含有 特定 人 的 循环 的 长 度 等 可 能 是 1,2,…,n 中 的 任意 一 个 . 此 外 , 由 于 
C=1 意 味 着 第 一 个 人 选 到 他 的 帽子 , 就 推出 


P(EIC =1)=0 (3.13) 


另 一 方面 , 如 果 C = k, 那么 在 这 次 循环 中 的 上 个 人 选 到 的 帽子 的 集合 恰 是 这 些 人 
的 帽子 的 集合 . 因此 , 条 件 取 于 C = 上 上 , 问题 就 简化 为 确定 当 n 一 k 个 人 在 他 们 的 
n 一 k 个 帽子 中 随机 选取 没有 匹配 的 概率 . 所 以 , 对 于 > 1 


P(EIC =k)= Px 
将 (3.12), (3.13) 和 (3.14) 三 式 代入 方程 (3.11), 就 给 出 


1 也 
及 = 二 > _k (3.14) 


容易 证 明 它 等 价 于 方程 (3.10) 因 
例 3.25 (选票 问题 ) 在 一 次 选举 中 , 候选 人 A 得 到 了 n 张 选 票 , 候选 人 B 得 到 了 
m 张 选票 , 其 中 n > m. 假设 所 有 不 同 的 次 序 都 是 等 可 能 的 , 证 明 在 计算 选票 时 A 
总 是 领先 的 概率 为 (n 一 m)/(n 十 7 

解 ” 令 Pam 记 所 求 的 概率 . 取 条 件 于 得 到 最 后 一 张 选 票 的 候选 人 ,我 们 得 到 Pam = 
P(A 总 领先 |A 得 到 最 后 一 张 选 票 ) 二 一 +P(A 总 领先 |B 得 到 最 后 一 张 选票 ) 二 
而 在 给 定 A 得 到 最 后 一 张 选 票 的 条 件 下 , 我 们 能 够 看 到 A 总 领先 的 概率 正如 A 得 
到 了 n 一 1 张 选票 , B 得 到 了 mm 张 选票 的 情形 一 样 . 因为 当 给 定 B 得 到 最 后 一 张 先 
票 时 ,类似 的 结果 也 是 正确 的 , 我 们 从 上 面 看 到 





mm 
Fn m Fn 1,m tinm-1 (3.15) 


Nn 
n+i+m 十 也 
现在 我 们 可 以 对 n 十 m 用 归纳 法 证 明 Pim = (nn 一 m)/(n 十 m). 它 在 n+m=1 
时 是 正确 的 , 即 Po = 1, 假设 在 ni 十 m = 大 时 . 那么 在 n+m = 上 十 1 时, 由 方程 
(3.15) 及 归纳 法 假设 , 我 们 有 : 
nn n-1l—m m n—m+l nm 
n+mn-—-l+m mi+nni+m— 1 n+m 
从 而 证 明了 结论 . 要 

选票 问题 有 一 些 有 趣 的 应 用 . 例如 , 考虑 连续 地 抛 揭 一 枚 出 现 正面 的 概率 总 是 
2 的 硬币 . 让 我 们 确定 在 抛掷 开始 后 , 首次 出 现 正面 总 数 与 反面 总 数 相 等 时 抛 撕 次 
数 的 概率 分 布 . 首次 在 第 2n 次 抛掷 发 生 这 个 事件 的 概率 可 以 由 对 对 前 2n 次 试验 
中 正面 出 现 的 总 数 取 条 件 得 到 . 这 导致 


P( 首 次 出 现 相等 时 的 次 数 = 2n) 


Pn m = 
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=P( 首 次 出 现 相等 时 的 次 数 = 2n| 在 前 2n 次 中 有 n 次 是 正面 ) | 出 ) p"(1—p)". 


现在 给 定 前 2n 次 抛掷 中 有 交 次 是 正面 时 , 我 们 可 以 看 到 出 现 n 次 是 正面 和 次 是 
反面 的 所 有 不 同 次 序 都 是 等 可 能 的 , 因此 上 面 的 条 件 概率 等 价 于 在 一 次 选举 中 每 个 
候选 人 得 到 n 张 选票 , 在 计数 到 最 后 一 张 选票 (这 约束 了 他 们 ) 时 , 其 中 一 个 候选 人 
总 是 领先 的 概率 . 但 是 , 对 无 论 是 谁 得 到 最 后 一 张 选票 取 条 件 , 我 们 可 以 看 到 这 正 是 
选票 问题 中 m = n 一 1 时 的 概率 . 因此 


P( 首 次 出 现 相等 时 的 次 数 = 0 Pn,n-1 ( 出 jr —p)” 


1 2n 
== 9 (] 一 1 
a (? 外 mr D) 


假定 现在 我 们 要 确定 在 2n + 2 次 抛 毛 后 首次 出 现 正 面 总 数 比 反面 总 数 多 i 次 的 概 
率 . 为 了 出 现 这 种 情况 , 以 下 的 两 个 事件 必须 发 生 : 
“(a) 前 2n +i 次 抛掷 的 结果 是 ?+i 次 正面 , n 次 反面. 

(b) n 十 i 次 正面 与 n 次 反面 的 出 现 次 序 , 是 使 直到 最 后 的 抛掷 为 止 , 正面 的 次 
数 绝 不 比 反面 次 数 多 i 次 的 情形 . 

现在 容易 看 到 事件 (b) 发 生 当 且 仅 当 n 十 i 次 正面 与 n 次 反面 的 出 现 次 序 是 从 
最 后 一 次 抛掷 出 发 , 反 向 进行 时 正面 总 是 领先 的 情形 . 例如 , 如 果 有 4 个 正面 , 2 个 
反面 (n = 2,1i = 2), 那么 结果 ---- TH 并 不 满足 , 因为 这 会 在 第 6 次 抛 毛 前 使 正 
面 比 反面 多 2 次 (因为 前 4 次 的 结果 是 正面 比 反 面 多 2 次 ). 

现在 , 在 (a) 中 指定 的 事件 的 概率 正 是 抛掷 2n +i 次 硬币 得 到 n 二 i 次 正面 写 
mn 次 反面 的 二 项 概率 . 

我 们 现在 来 确定 在 给 定 抛 搓 2n + i 次 硬币 得 到 ”+i 次 正面 与 n 次 反面 时 ， 
(b) 中 指定 的 事件 的 条 件 概率 . 为 此 首先 注意 , 在 给 定 抛掷 2n +i 次 硬币 得 到 总 数 为 
n 十 i 次 正面 与 n 次 反面 时 , 抛掷 的 所 有 可 能 的 次 序 都 是 等 可 能 的 . 结果 在 给 定 (a) 
时 , (b) 的 条 件 概 率 正 是 n+i 次 正面 与 7 次 反面 的 一 个 随机 排序 中 , 当 从 相反 的 次 
序 计数 时 , 正面 总 比 反面 多 的 概率 . 由 于 所 有 相反 的 排序 都 是 等 可 能 的 , 这 就 由 选票 
问题 推出 此 条 件 概 率 是 i/(2n 十 细 . 

这 样 , 我 们 就 证 明了 


Plo} = (orp, Pfolo)} = 





27 十 ? 
于 是 


P( 在 抛掷 2n 十 i 次 时 , 正面 首次 领先 i 次) = | 


nN 





nits 下 二 n 
外 ( 7) 





人 
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例 3.26 设 吕 ,U2,… 是 独立 的 (0,1) 均匀 随机 变量 , 令 
N=min{n >22:Un>Uni} M=min{n21:0+:.…+U, > 1} 


”就 是 说 , NN 是 第 一 个 大 于 前 一 个 的 均匀 随机 变量 的 指标 , 而 M 是 我 们 需要 的 和 超 
过 1 的 均匀 随机 变量 的 个 数 . 令 人 惊奇 的 是 NN 与 M 有 相同 的 概率 分 布 ， 而 且 他 们 
的 共同 均值 是 el 


解 ” 容 易 求 得 N 的 分 布 . 由 于 ,Uo,… 的 所 有 nl 种 排序 都 是 等 可 能 的 , 我 们 有 


P{N >n}=P{Ui > U2 > > Un} = 1/n! 


为 了 证 明 P(M > n) = 1/nl, 我 们 用 数学 归纳 法 . 然而 , 利用 归纳 法 假设 , 我 们 可 以 
来 证 明 更 强 的 结论 , 即 对 0 < zx < 1, P(M(zx) > n) = z"/nl,n > 1, 其 中 


M(7)=min{n 21:0+.…+U, > 7z} 


是 和 超过 z 的 均匀 随机 变量 的 最 少 个 数 . 为 了 证 明 P(M(z) > nn) = zr /nt 首先 入 


意 它 对 于 n = 1 是 正确 的 , 由 于 
P{M(z) > 1}=P{Ui < zx}=7 


所 以 我 们 假设 对 于 所 有 的 0 < zx < 1 P(M(z) > n) = z"/nl， 为 了 确定 

P(M(z) > n 十 1), 取 条 件 于 呆 得 到 

P{M(z) > n+1}= 7 P{M(z) > n+1|0 =y}dy = = P{M(z) >m+llD =y}dy 
-/ P{M(z —Y) > n}dy = 人 加 一 引 4， 用 归纳 法 假设 


rz un rnt+1 
/ i i 


其 中 上 面 的 第 三 个 等 式 来 自 以 下 事实 : 给 定 U1 =y, M(x) 与 1 加 上 总 和 超过 xz 一 y 
的 均匀 随机 变量 的 个 数 有 相同 的 分 布 . 于 是 , 归纳 法 完成 , 我 们 就 证 明了 对 0 < zx < 
l,n 之 1, 有 

P(M(7x) > 7n) = zx"/n! 


置 z=1 显示 N 与 M 有 相同 的 概率 分 布 . 最 后 , 我 们 有 


EIM]= EN = PIN>n) = Y /ne | 


n=0 n=0 


交 区 a A A, ws Ee 
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例 3.27 设 X1,X2,… 是 有 相同 分 布 函数 下 及 相同 密度 函数 f = F" 的 独立 连续 
随机 变量 , 并 且 假 设 它们 逐个 地 依次 被 观测 . 设 


N= min{n>2: Xn 是 X1,… ,Xn 中 第 二 大 的 } 


而 且 令 

M = min{n > 2 : Xn 是 X1,:… . ,Xn 中 第 二 小 的 } 
哪 一 个 随机 变量 更 大 ， 是 观测 值 中 第 二 大 的 首 个 随机 变量 Xn， 还 是 观测 值 中 第 二 
小 的 首 个 随机 变量 Xm? 
解 ” 为 了 计算 Xn 的 概率 密度 函数 , 自然 地 取 条 件 于 入 的 取 值 . 所 以 , 我 们 从 确定 
它 的 概率 质量 函数 入 手 . 现在 , 如 果 我 们 令 


A; = {Xi 关 X1,… Xi; 中 第 二 大 的 }，i 之 2 


那么 , 对 于 nz2 

TO pe ES RY 
由 X; 独立 同 分 布 推出 , 对 于 任意 m > 了， 知道 随机 变量 X1,… ,Xm 的 等 级 次 序 并 
没有 给 出 有 关 m 个 值 的 随机 变量 集合 {X1,… ,Xm} 的 信息 . 就 是 说 , 例如 ， 知道 
Xi < X2 并 没有 给 我 们 有 关 min(X1,X2) 或 max(X1, X2) 的 值 的 信息 . 由 此 推出 
事件 hi,i > 2 是 独立 的 . 此 外 , 由 Xi 等 可 能 地 是 最 大 , 或 是 第 2 个 大 , ……… , 或 是 
X1,… ,Xi 中 第 i 个 大 , 就 推出 P(4i) = (i 一 1)/i,i 之 2. 所 以 , 我 们 看 到 

123 n-21 1 


因此 , 取 条 件 于 N 就 推出 Xn 的 概率 密度 函数 如 下 


于 fet) 


一 2 


现在 由 于 随机 变量 X1,… ,Xn 的 次 序 独立 于 {X1,…, Xn} 的 值 的 集合 , 这 就 推出 


布 等 于 具有 分 布 函 数 政 的 7 个 随机 变量 的 集合 中 的 第 二 大 者 的 分 布 . 因此 , 用 例 
2. 37 中 关于 这 种 随机 变量 的 密度 函数 的 结论 ， 我 们 得 到 


Oo 


fx 0) = Dam mn fo) ~ Fle) 


n 二 2 


= f(z)(1 — F(X)) >》_(F(z)) = jz) 
一 0 


DR RT rE 
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从 而 , 令 人 惊奇 的 是 Xw 与 加 有 相同 的 分 布 Ff， 而 且 , 如 果 我 们 现在 取 Wi; = 
Xi,i 之 1, 那么 ax 是 已 经 看 到 的 第 二 大 观测 值 的 第 一 个 人 碌 的 值 . 因此 , 从 上 面 
就 得 到 Ww 与 Wi 有 相同 的 分 布 . 即 -Xm 与 -Xl 有 相同 的 分 布 , 所 以 XM 也 有 
分 布 FP! 换 句 话说 , 不 论 我 们 停止 在 已 经 出 现 的 那些 观测 值 中 的 第 二 大 的 首 个 随机 
变量 , 还 是 停止 在 已 经 出 现 的 那些 观测 值 中 的 第 二 小 的 首 个 随机 变量 , 我 们 都 会 在 
得 到 一 个 有 分 布 已 的 随机 变量 后 结束 . 

然而 上 面 的 结论 十 分 惊人 , 这 是 一 个 称 为 Ignatov 定理 的 一 般 结果 的 特殊 情形 ， 


由 它 能 推出 更 多 的 惊喜 例如 对 大 > 1 令 


Nk = min{ > K : Xn =X Xn 中 第 k 大 } 


”所 以 , Na 是 我 们 在 前 面 记 为 N 的 那个 , 而 XN 是 在 到 此 为 止 已 经 出 现 的 那些 观测 
| 值 中 的 第 大 的 首 个 随机 变量 由 上 面 用 的 同样 的 方法 可 以 证 明 对 于 所 有 ,Xn 
| 有 分 布 函 数 玉 (参见 本 章 的 习题 82)， 另 外 , 可 以 证 明 对 于 任意 > 1, 随机 变量 
”Xm 是 独立 的 . (在 离散 随机 变量 情形 的 Ignatov 定理 的 叙述 与 证 明 将 在 3.6.6 节 中 
| 给 出 .) 葬 


利用 取 条 件 也 可 得 到 比 直接 计算 更 为 有 效 的 解 . 这 由 我 们 下 一 个 例子 阐明 . 


例 3.28 考虑 n 个 独立 的 试验 , 其 中 每 个 试验 的 结果 是 分 别 具 有 概率 p1,…… ,ps 的 
| 缚 果 卫 天 之 一 天 天 = 工 进一步 假定 n > , 而 我 们 关心 的 是 确定 每 个 结果 至 
| 少 出 现 一 次 的 概率 , 如 果 我 们 以 Ai 记 在 n 次 试验 的 任意 一 次 中 结果 i 都 没有 发 生 
事件 那么 我 们 要 求 的 概率 就 是 1 - P( UU 4), 它 可 以 用 包含 排斥 定理 得 到 


如 下 
- 
P (b 4 = 》 P(4i) — D2, > P(AiA;) 
一 1 一 1 i j>1 
+12 2D P(AiAsA) — .+ (1)*t1p(A1... Ah) 
i Jj>ik>j 


P(Ai) = (1 一 pi)” 
P(AiAj;)=(1—pi—p)", i<}; 
P(AiAj;Ar)= (1—pi—p;— pp)", i< J < 大 


上 面 求解 的 困难 在 于 计算 它 需要 算 2 一 1 项 , 其 中 每 项 是 一 个 高 至 吞 为 的 量 . 内 而 
当 大 时 , 上 述 解 是 计算 上 非 有 效 的 . 让 我 们 看 如 何 利用 取 条 件 来 得 到 一 个 有 效 解 





| 
| 


hd 
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开始 注意 如 果 我 们 取 条 件 于 Ni (结果 出 现时 的 次 数 ), 那么 当 Ni > 0 时 , 结 
果 的 条 件 概率 将 等 于 , 做 ”- Ni 次 试验 , 所 有 结果 1,…,k 一 1 至 少 发 生 一 次 的 概 
率 , 其 中 每 次 结果 ; 发 生 的 概率 为 pi/(p1 十 … 十 pk-1),i 二 1,…,k 一 1. 然后 我 们 可 
以 对 这 些 项 使 用 相似 的 取 条 件 的 步 又 

按照 上 面 的 想法 , 对 于 m < n,r 和 &, 在 做 m 次 独立 的 试验 时 , 将 结果 1 ……7 
中 的 每 一 个 至 少 发 生 一 次 这 个 事件 记 为 Am,r, 其 中 每 次 试验 的 结果 是 1,… ,7 之 
一 , 分别 以 概率 Pi/P,…, P/P; 出 现 , P. = > ,Pj 令 P(mr) = P(4mr), 注意 
P(n,k) 就 是 所 求 的 概率 . 为 了 得 到 P(mr) 的 表达 式 , 取 条 件 于 结果 " 发 生 的 次 数 
这 给 出 


rp sr-n(™ )($) (i 


7 二 1 


从 
1， ( 邦 m > 1) 


pm) ={ (车 m =0) 

开始 , 我 们 可 以 利用 上 面 的 递 推 关 系 得 到 量 P(m, 2),m = 2,…,n 一 (k 一 2), 然后 得 
到 量 P(m,3),m = 3,…,n 一 (k 一 3), 依 此 类 推 , 直到 P(m,k 一 1),m =& 一 1,…,n 一 1. 
这 时 候 我 们 可 以 利用 此 递 推 关 系 计算 P(n,k). 不 难 验证 所 需 的 计算 量 是 的 多 项 
式 , 在 有 大 时 , 这 要 比 2* 小 得 多 . 嘱 

如 前 所 述 , 给 定 Y = y 的 条 件 期 望 恰 与 普通 的 期 望 一 样 , 除了 所 有 的 概率 是 取 
条 件 在 事件 Y =y 上 以 外 . 因此 , 条 件 期 望 满足 普通 期 望 的 所 有 的 性 质 . 例如 ， 

> ELIXIW = wjP(W = w) (车 W 是 离散 的 ) 
E[X] y 


上 EI[XIW =wjfw/y(w/y)dw  ( 堵 了 是 连续 的 ) 


的 对 应 关系 是 
SE[XIW =wlY =yP(W =wlY =y) (车 W 是 离散 的 ) 

EIX|Y = yy 
| EIXIW =wY =jfwiy(wlyjdw (车 W 是 连续 的 ) 


如 果 E[X|Y, W] 定义 为 Y 和 W 的 函数 , 使 得 当 Y =y 和 W = w 时 ， 它 等 于 
E[X|Y = y,W = wj], 那么 上 面 的 关系 可 以 写成 : 


E[X|Y] = E|E[X|Y, WJIY| 
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例 3.29 汽车 保险 公司 将 每 个 参 保 户 分 为 i = 1,…,k 种 类 型 . 如 果 假 定 类 型 ; 
的 参 保 户 在 相继 的 年 份 中 的 事故 次 数 是 均值 为 和 i 的 独立 泊 松 分 布 , i = 1,…,. 一 


个 新 的 参 保 户 属于 类 型 i 的 概率 是 pb 》_ pi; = 1. 已 知 一 个 参 保 户 在 第 一 年 中 有 7 


i=1 
次 事故 , 问 在 她 的 第 二 年 平均 有 多 少 事故 ? 在 她 的 第 二 年 有 m 次 事故 的 条 件 概率 是 
多 少 ? 
解 ” 以 NN; 记 投 保 户 在 第 i 年 的 事故 次 数 , i = 1 2. 取 条 件 于 她 的 风险 类 型 7 以 得 
到 | E[Nz|Ni 一 ni| 


k 
E[N2|Ni 一 n|= >》 E[NVal7 一 7， Ni 3 njP{T 一 了 Na 一 n} 
j=1 


k 
= >》 ENzIT = jjP{T = jlN = 人 
j=1 
k 
= 》 NP{T = jIN =n} 
j=1 
k Sy 1 
_ De MNT py 


六 e 和?D5 
其 中 最 后 的 等 式 用 了 


了 1 三 AM 
Bn 


P{Ni = n} 
__P{N =n|T=jjP{T= 几 
D1P{N =nlT =j}P{T = 
pie iM? /nl 
Dj_1 pe /nl 
给 定 她 在 第 一 年 中 有 ? 次 事故 , 在 她 的 第 二 年 有 m 次 事故 的 条 件 概率 也 可 以 通过 
对 她 的 风险 类 型 取 条 件 得 到 


k 
P{Ns =mIN =n}= >》_P{N = mIT =j,N =n}P{T=jINi =n)} 
0 


k Xm 
到 3 1P{T = j|Ni = n} 
7 一 


k —2AMj m+n, . 
a 2_j=1€ 7 入 ; py 


Fs k 2 
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另 一 种 计算 PLVa = mlNNi = n] 的 方法 是 , 先 写 出 


P{N» 一 MM, Ni 一 n} 


P{N2 = mlNi = 7n} = P{N: =n} 


然后 通过 取 条 件 于 了 以 确定 分 子 与 分 母 . 由 此 得 到 
/ 5);_1P{N2 =m, Ni =n|T = j}p; 


P{N» 一 mlNi 一 n} 
D1P{Ni = nlT = j}p; 


k 2N mtn . 
2 IE e iM; Dj 


ml De e 一 人 Mp; 
3.6 一 些 应 用 


3.6.1 ”列表 模型 


考虑 n 个 元 素 e1,…,en, 它们 是 一 个 有 序 的 列表 . 在 每 一 个 单位 时 间 对 于 其 
中 的 一 个 元 素 e; 有 需求 的 概率 P; 独立 于 过 去 的 情形 . 在 这 个 元 素 被 需求 后 , 它 就 
移 至 列表 的 第 一 个 位 置 . 例如 , 如 果 现 在 的 次 序 是 et, ez,ea, ee, 而 若 es 被 需求 , 则 下 
一 个 次 序 为 €3,€1, €2, C4. 

我 们 关心 的 是 在 此 过 程 经 长 时 间 运作 后 , 确定 被 需求 元 素 的 位 置 的 期 望 . 然而 ， 
在 计算 这 个 期 望 之 前 , 让 我 们 观察 这 个 模型 的 两 个 可 能 的 应 用 . 第 一 个 应 用 是 我 们 
有 一 控 参 考 书 . 在 每 一 个 单位 时 间 随 机 选取 了 一 本 书 , 然后 放 回 到 这 操 书 的 最 上 面 
第 二 个 应 用 是 , 我 们 有 一 台 计算 机 , 其 内 存 中 存放 着 被 需求 的 元 素 . 元 素 被 需求 的 概 
率 可 能 并 不 知道 . 所 以 为 了 减少 计算 机 查找 各 元 素 所 花费 的 平均 时 间 , 如 果 计 算 机 
往 下 查找 这 个 元 素 , 则 它 与 被 需求 的 元 素 的 位 置 成 正比 , 它 将 把 这 个 元 素 放 在 列表 
的 起 点 . 

为 了 计算 被 需求 元 素 的 位 置 的 期 望 , 我 们 从 对 选取 的 元 素 取 条 件 入 手 . 这 就 导 
致 

E[ 被 需求 的 元 素 的 位 置 ] = 》,E [位 置 | 选取 到 ei]PP 
ss (3.16) 
= 》 ,Ele: 的 位 置 | 选取 到 ei]P; = 》) Ble 的 位 置 | 


2 一 下 i 二 1 


3.6 一 些 应 用 105 


其 中 最 后 的 等 式 用 了 e; 的 位 置 与 e; 被 选 上 这 个 事件 是 独立 的 条 件 , 因为 不 管 
的 位 置 它 被 选 上 的 概率 是 P 


现在 
ei 的 位 置 = 工 二 SD 
I#x1 
其 中 
| 1， 若 e; 在 ei 前 面 
” ”| 0， 其 他 情形 
所 以 
Ele; 的 位 置 | =1+ 》 El1;] =1+ 》 P(e; 在 ei 前面 ) (3.17) 


Ji jzi z 
为 了 计算 P(ey 在 ei 前 面 ), 注意 , ej 在 e: 前 面 , 如 果 对 它们 两 者 的 最 近 需 求 是 e 但 是 
给 定 需求 是 e; 或 e; 条 件 下 , 需求 是 e; 的 条 件 概 率 是 
P(eile; 或 ej) = Pj/(Pi + P,) 
故而 z 
P(e; 在 ei 前 ) = P/(P; + PP)) 
因此 我 们 从 式 (3.16) 与 式 (3.17) 看 到 
被 需求 的 元 素 的 位 置 | =1+ 》) PD 到 性 
2 7 


?一 工 #1 





列表 模型 将 在 4.8 节 中 做 进一步 分 析 , 在 那里 我 们 将 假设 不 同 的 记录 规则 , 即将 需 
求 的 元 素 移 问 列表 的 首位 的 规则 变 为 一 个 位 置 移 近 首位 方向 的 规则 .我 们 将 证 明 
移 近 一 个 位 置 的 规则 , 比 移 至 行 首 的 规则 , 需求 的 元 素 的 平均 位 置 更 小 . 


3.6.2 ”随机 图 


一 个 图 由 称 为 顶点 的 一 个 元 素 集合 V 及 称 为 弧 的 V 中 元 素 对 形成 的 一 个 集合 
4 组 成 . 一 个 图 可 以 图 示 为 , 对 顶点 画 一 个 圈 , 而 在 (i,j) 是 一 个 弧 时 , 在 顶点 i 和 j 
间 画 一 条 线 . 例如 , 如 果 了 = {1,2,3,4}, 且 4 = {(1,2), (1,4), (2,3), (1,2), (3,3)}, 那 
么 我 们 可 以 将 此 图 表示 为 图 3.1. 注意 , 弧 并 没有 方向 ( 弧 的 顶点 是 有 序 对 的 图 称 为 
有 向 图 ). 而 在 这 个 图 中 有 多 重 弧 ， 如 连接 顶点 1 与 2 及 从 3 到 自己 的 一 个 自 结 弧 
( 称 为 目 结 圈 ). 
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图 3.1 一 个 图 


使 (6, 和 详 ), (i1,i2),…, (ix,7) 都 是 弧 . 如 果 在 ( | 个 不 同 对 的 顶点 中 的 每 一 对 都 


存在 一 条 路 径 , 那么 我 们 说 此 图 是 连通 的 . 图 3.1 是 连通 的 , 但 是 图 3.2 就 不 是 . 现在 
是 独立 随机 变量 , 使 


P{X()=j}= ,j=l 
换 句 话说 , 我 们 从 每 个 顶点 i 随机 地 在 n 个 顶点 中 选取 一 个 (包括 可 能 是 顶点 i 目 
已 ) 
5) 


图 3.2 一 个 不 连通 的 图 


并 在 顶点 i 与 选取 的 顶点 间 连 一 个 弧 . 这 种 图 通常 称 为 随机 图 

我 们 关注 的 是 确定 这 样 得 到 的 随机 图 是 连通 的 概率 . 先 从 某 个 顶点 出 发 , 例如 
顶点 1 让 我 们 沿 着 顶点 序列 1,X(1),X?(1),… 出 发 , 其 中 X"(1) = X(X"1(1))， 
定义 N 为 X*(1) 不 再 是 一 个 新 顶点 的 首 个 值 . 就 是 说 


N 二 第 一 个 ,使 X*(1) € {1, 于， Ke-ICD] 


我 们 可 以 将 它 表示 为 图 3.3 ,其 中 从 XN-1(1) 出 发 的 弧 ?返回 此 前 已 经 访问 过 的 
顶点 . 
为 了 得 到 此 图 为 连通 的 概率 , 我 们 首先 取 条 件 于 NN 得 到 
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N 
P( 图 为 连通 ) = 》 P( 图 为 连通 IN = k)P(N = 有 ). (3.18) 


本 k=1 
现在 , 在 N = 上 给 定时 ,个 顶点 1,XX(1),…,X*-1(1) 是 彼此 连通 的 , 而 且 没 有 从 
这 些 硕 点 出 发 的 其 他 的 弧 换 句 话说 , 如 果 我 们 将 此 & 个 顶点 视 为 一 个 超 顶 点 , 那 

么 其 情形 就 类 似 于 辟 如 我 们 有 一 个 超 顶 点 与 一 k 个 普通 的 顶点 , 而 且 有 从 这 些 普 
通 顶点 出 发 的 其 他 的 弧 每 一 条 通 向 超 顶 点 的 弧 的 概率 为 k/n. 这 种 情形 的 解 可 在 
在 引 理 3.1 中 取 "=n 一 得 到 . 


\ 图 3.3 


其 中 
-| 概率 为 一 一 i j=1,. 





那么 
: P( 图 为 连通 ) = k/(r 十 月 
( 换 句 话说 ， 上 面 的 图 有 7 十 1 个 顶点 , 其 中 有 > 个 普通 顶点 ,一 个 超 顶 点 . 每 
个 顶点 发 出 一 条 弧 , 该 弧 以 概率 k/(r 十 如 通 向 超 顶 点 , 而 以 概率 1/(r + 此) 通 向 普 
通 的 顶点 . 没有 弧 从 超 顶 点 发 出 .) 
证 明 ”对 7 用 归纳 法 证 明 . 对 于 任意 %, 在 > = 1 时 命题 正确 . 假定 命题 对 于 比 小 
于 7 的 值 都 正确 . 对 于 现在 考虑 的 情形 , 我 们 首先 对 号 = 0 的 弧 (j, 蕊 ) 的 个 数 取 
条 件 . 由 此 推出 





k % a 7 一 2 
P( 连 通 ) = > P( 连 通 |Y = 0 的 弧 有 ;个 ) (7 ) 二 一 3.19 

> ( (; ) (GS 十 ) ( ) 
现在 给 定 恰 有 ; 个 弧 通 向 超 顶点 (参见 图 3.4), 其 余 > 一 i 个 弧 不 通 向 超 顶 点 , 此 情 
形 类 似 于 壁 如 我 们 有 7 一 i 个 普通 顶点 和 一 个 超 顶 点 , 而 从 每 个 普通 顶点 有 一 个 弧 
以 概率 i/7 通 回 超 顶 点 ， 以 概率 1/r 通 向 每 个 普通 顶点 . 但 是 由 归纳 法 假设 这 样 产 
生 的 连通 图 的 概率 是 i/r. 因此 ， 


P( 连 通 |Y; = 0 的 弧 有 i 个 ) = ?/r 
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而 由 方程 (3.19) 
ren (7 ) (sr) (Te) -Ema 二] 
这 就 完成 了 引 理 的 证 明 . 


图 3.4 7 个 弧 中 , 给 定 的 i 个 通 向 超 顶 点 的 情形 


因此 , 正如 引 理 3.1 所 描述 的 N = 的 情形 那样 , 当 7 = n 一 k 时, 我 们 看 到 对 于 
原来 的 图 
z P( 图 是 连通 的 |N = k) = &/n 
而 由 方程 (3.18) 

P( 图 是 连通 的 ) = 了 LVj/m (3.20) 
为 了 计算 ELV] 我 们 用 等 式 


OO 


E(N) = >》 P{N > 


i 二 1 
它 可 以 通过 定义 示 性 随机 变量 1,i 之 1: 
1， 者 i&N 
一 
0， 耕 1> 


证 明 . 因此 ， 


E(N)=E > a = Et = SP{N > 让 (3.21) 


一] 4 一 工 


3.6 一 些 应 用 109 


现在 ,如 果 顶 点 1,X(1),…, Xi-1(1) 都 不 相同 , 事件 {N > 让 就 发 生 . 因此 


PIN Zi} = Ce-Y.. Pty (n— 1)! 








故而 ,由 方程 (3.20) 和 方程 (3.21) 
: P( 图 是 连通 的 ) = (n 一 1)! 》 es CO 3 es 
i 二 1 j=0 


我 们 也 可 以 用 方程 (3.22) 得 到 , 当 n 很 大 时 ,图 连通 的 概率 的 近似 表达 式 . 为 此 ， 
我 们 首先 注意 , 如 果 N 是 均值 为 的 泊 松 随机 变量 , 那么 


由 于 均值 为 n 的 泊 松 随机 变量 可 以 看 成 n 个 均值 为 1 的 独立 泊 松 随机 变量 的 和 ， 
由 中 心 极限 定理 推出 ,对 于 ”很 大 的 这 个 随机 变量 近似 地 有 正 态 分 布 ， 它 小 于 其 
均值 的 概率 为 1/2. 这 是 说 , 对 于 很 大 的 m 


故而 对 于 很 大 的 n 


因此 , 对 于 很 大 的 n, 由 方程 (3.22) 有 


P( 图 是 连通 的 ) ~ 中 二 


利用 由 斯 特 林 给 出 的 近似 , 它 说 明 对 于 很 大 的 
nl ntl/2e-nV2n 
我 们 看 到 对 于 很 大 的 n 有 
\ yen a 元 nl\” 
P( 图 是 连通 的 ) 守 i (= 


又 因为 
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我 们 看 到 对 于 很 大 的 n 有 


P( 图 是 连通 的 ) = \/ 


现在 一 个 图 称 为 由 7 个 连通 分 量 所 组 成 , 如 果 它 的 顶点 可 以 分 为 ”个子 集 , 使 
得 每 个 子 集 是 连通 的 ,而 且 在 不 同 的 子 集 的 顶点 间 没 有 弧 . 例如 ,在 图 3.5 中 的 图 
由 三 个 连通 分 量 即 : {1,2,3} {4,5} 和 {6} 组 成 . 以 C 记 我 们 的 随机 图 的 连通 分 量 
的 个 数 , 再 令 
P,(i) = P{C = 让 


(9 
兮 
图 3.5 有 三 个 连通 分 量 的 图 : 


此 处 我 们 用 P(i) 表示 对 于 顶点 数 的 依赖 性 . 因为 由 定义 一 个 连通 图 恰 有 一 个 分 
量 , 从 式 (3.22) 我 们 得 到 


n—l ， 
P,(1) = P{C = 1} = 一 >》 本 (3.23) 
二 

为 了 得 到 恰 有 两 个 分 量 的 概率 P(2), 我 们 先 观 察 某 个 特定 的 顶点 , 例如 顶点 1. 对 
于 给 定 的 一 1 个 顶点 ( 例如 顶点 2,…,k ) 的 集合 与 顶点 1 组 成 一 个 连通 分 量 , 而 
余下 的 n 一 k 个 顶点 组 成 第 二 个 连通 分 量 , 我 们 必须 有 

Gi) 对 于 所 有 i= 1,…,k, 有 X(i) € {1,:…,k}. 

(i) 对 于 所 有 i =k 十 1,…,n, 有 X(i) € {k++1,:…,n}. 

(这 ) 顶点 1,…,k 构成 一 个 连通 子 图 . 

(iv) 顶点 上 十 1,…,n 构成 一 个 连通 子 图 . 
上 面 发 生 的 概率 显然 是 


自 】 (5) Pi(1)P,_#(1) 
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而 因为 从 顶点 2 到 n 中 选取 一 1 个 顶点 有 ( ) 种 方式 , 我 们 有 


Pp, (2) 到 > ( os | (2) (| P.(1)P,_x(1) 


k=1 


”从 而 PR.(2) 可 由 式 (3.23) 算得 . 一 般 地, P,(i) 由 递 推 公式 给 出 为 
m 一 计 1 k 7， Nm 一 
Pl) = 5 ( | (2) (>) ROB) 


k=1 








为 了 计算 连通 分 量 的 个 数 的 期 望 EIC], 首先 注意 我 们 的 随机 图 的 每 个 连通 分 量 
| 必须 恰好 包含 一 个 圈 (一 个 圈 是 对 于 不 同 顶 点 i 和 ,…: ,ix 的 形 如 (i,i1), (i1,i2),…， 
(ip_1, bp), (bp, 2) 的 弧 的 一 个 集合 ) 例如 , 图 3.6 描绘 了 一 个 图 . 


图 3.6 一 个 图 
\ 我 们 的 随机 图 的 每 一 个 连通 分 量 必须 恰好 包含 一 个 圈 这 个 事实 , 最 容易 通过 下 述 方 
， 式 证 明 , 注意 如 果 连 通 分 量 由 ” 个 顶点 组 成 , 那么 它 必 须 也 有 r 个 弧 , 因此 它 恰好 包 
,会 一 个 图 (为 什么 ?) 于 是 , 我 们 看 到 
| E[C] = E[ 图 的 个 数 ] = 忆 > ns) = >_ E[T(5)] 
其 中 求 和 遍及 所 有 的 子 集 5 C {1,2,…,n}, 而 
ee { 1， 如 果 5 中 的 顶点 都 是 圈 中 的 顶点 
0， 其 他 情形 

_k-lk-2 11_(k—1)! 


Nn Nn nn nk 
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因此 , 由 于 大 小 为 的 子 集 个 数 为 | 我 们 看 到 


E[C] = > 人 ) 站 


k=1 





3.6.3 ”均匀 先 验 、 波 利 亚 坛子 模型 和 Bose-Einstein 分 布 
假定 作 了 n 次 独立 试验 , 其 中 每 次 的 结果 是 成 功 的 概率 为 p. 假定 我 们 将 全 部 
的 成 功 次 数 记 为 X, 那么 X 是 一 个 二 项 随机 变量 使 


RE ja-an k=0,1,..…,n 


k 
然而 , 我 们 现在 假设 尽管 每 次 的 结果 是 成 功 的 概率 为 p, 其 值 却 不 是 预先 确定 的 , 而 
是 按照 (0,1) 均匀 分 布 选取 的 . (例如 , 从 一 个 装 有 均匀 地 出 现 正 面 的 概率 p 的 所 有 
可 能 值 的 硬币 的 大 柜 中 随机 地 选取 一 枚 . 然后 抛掷 此 硬币 n 次 .) 在 这 种 情形 , 取 条 
件 于 2 的 真实 值 , 我 们 有 


1 
0 


1 
P{x-4}= / P{X=klp} fpdp= | ( ja -nor 





现在 , 可 以 证 明 
1 PR 
上 p*(1—p)" “dp= Te | | (3.24) 
故而 
_ _ 人 Kl(n — k)! 
i 
nn 二 1 


换 句 话说 , X 的 n+1 个 可 能 的 值 是 等 可 能 的 
作为 上 述 试验 的 另 一 种 描述 方法 , 我 们 计算 在 给 定 开始 的 > 次 试验 中 及 次 成 
功 ( 且 有 7 一 次 失败 ) 的 条 件 下 , 第 * + 1 次 的 结果 是 成 功 的 条 件 概率 . 


BP{ 第 +1 次 试验 结果 为 成 功 | 在 前 7 次 试验 中 有 上 天 次 成 功 } 


P( 前 7 次 试验 中 有 大 次 成 功 ) 
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| 人/ P{ 第 "+1 次 试验 结果 为 成 功 且 在 前 次 试验 中 有 上 大 次 成 功 |p}dp 
me 1/(r+1) 


= (r+1) [ 全 —p)" “dp 


i D (1) 多 由 方程 (3.24) 
_k+1 


加 rr 十 2 


| 即 如 果 前 > 次 试验 中 有 次 成 功 , 那么 下 一 次 试验 是 成 功 的 概率 是 (k 寺 1)/(r 二 2) 
| 从 方程 (3.26) 推出 , 另 一 种 对 试验 的 相继 结果 用 随机 过 程 的 描述 可 以 表述 如 
下: 在 一 个 坛子 中 , 开始 装 有 一 个 白 球 和 一 个 黑 球 . 在 每 个 阶段 随机 地 取出 一 个 球 
然后 将 它 放 回 , 同时 又 放 进 另 一 个 同色 的 球 例如, 如 果 取 出 的 前 7 个 球 中 有 下 个 
日 球 , 那么 在 第 7 +1 次 抽取 时 , 坛 中 及 十 1 个 白 球 和 7 一 十 1 个 黑 球 , 从 而 下 一 
个 取出 的 是 白 球 的 概率 为 (k 十 1)/(r + 2). 如 果 我 们 认定 取出 一 个 白 球 为 试验 成 功 
”那么 我 们 看 到 这 就 产生 了 原 模型 的 另 一 种 描述 . 后 面 的 这 个 坛子 模型 , 称 为 波 利 亚 
“坛子 模型 : 

注 (i) 在 = & 的 特殊 情形 , 方程 (3.26) 有 时 称 为 拉 普 拉 斯 的 相继 规则 , 这 是 以 
”法 国 数学 家 皮 埃 尔 . 拉 普 拉 斯 命名 的 . 在 拉 普 拉 斯 的 时 代 , 这 个 规则 挑 起 了 许多 争 
论 , 对 于 企图 将 它 用 于 不 同情 形 的 人 们 , 其 有 效 性 是 可 疑 的 . 例如 , 它 被 用 于 检验 
| 诸如 命题 “如 果 你 已 经 在 餐厅 用 了 两 次 餐 , 两 次 都 很 好 , 则 下 一 次 也 很 好 的 概率 是 
“3/4” 和 “因为 太阳 过 去 已 经 升 起 1 826 213 天 , 所 以 明天 它 升 起 的 概率 是 1 826 214/ 
1826 215”， 这 类 断言 所 引起 的 混乱 在 于 , 事实 上 他 们 根本 就 不 清楚 他 们 所 描述 的 
-情形 是 否 能 由 一 列 均匀 选取 的 并 且 具 有 相同 的 成 功 概率 的 独立 试验 建 模 
多 在 试验 的 原来 的 描述 中 , 我 们 指 相继 的 试验 是 独立 的 , 而 事实 上 当成 功 概率 
已 知 时 , 它们 才 是 独立 的 . 可 是 , 当 p 视 为 随机 变量 时 , 相继 试验 的 结果 就 不 再 是 独 
立 的 , 因为 知道 一 个 结果 是 否 为 成 功 会 给 我 们 某 些 有 关 p 的 信息 , 它 反 过 来 能 导出 
关于 其 他 结果 的 信息 . 

上面 的 讨论 可 以 推广 到 每 次 试验 有 两 个 以 上 结果 的 情形 . 假设 做 了 nn 次 独立 坛 
验 , 每 次 是 以 相应 的 概率 p1,…, pm 出 现 m 个 可 能 的 结果 1,…,m 中 的 一 个 . 如 果 
我 们 以 X; 记 在 ”次 试验 中 类 型 i 的 结果 出 现 的 次 数 , i = 1,.…,m, 那么 随机 向 量 
"Xe 有 





(3.26) 





zr 


P{X]1 一 Z1, AX2 一 T2)…… ,从 mm 一 Zm|2} 一 人 TD121D272 2 
m! 





zil... 


给 出 的 多 项 分 布 , 其 中 z1,… ,zm 是 和 为 n 的 任意 的 非 负 整数 向 量 . 现在 让 我 们 假 
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设 向 量 p= (p1,…,pm) 不 是 特定 的 , 而 是 按 一 个 均匀 分 布 选取 的 . 这 个 分 布 的 形式 
为 

c, Ox<pi< 1,7= 1 D1 pi 二 1 

0， 其 他 


以 上 的 多 项 分 布 是 名 为 狄 利克 雷 分 布 的 一 个 特殊 情形 , 而 且 利 用 该 分 布 的 积分 必须 
是 1 的 事实 不 难 证 明 c= (m 一 1)!. 


f(p1,**: ,pm) -| 


向 量 对 的 无 条 件 分 布 给 出 为 
P{Xi = ZT1,*: ro 中 /tx 一 炎 1)、 m = Zm|pl，， ' ,pm} 
xf(p1,.…, Pm)dp1:: = 凶 二 人 人 ‘pomdp1:** dpm 


现在 , 可 以 证 明 


Z11 .2ml 
上 “i … pn dp1:** dpm = ( zitm—1) (3.27) 
然后 利用 221 zi = 我 们 看 到 
加 四 nl(m—1)! n+m—l\™ 
/ P{X1 = £1,.…, Xm = Tm} = 人 -( ee ) (3.28) 


因此 ,向量 (X1,…, Xm) 的 所 有 ( 二 上 个 err Han=n 有 | | 


个 可 能 的 非 负 整 解 ) 可 能 的 结果 都 是 等 可 能 的 . 由 方程 (3.28) 给 出 的 分 布 , 有 时 称 
为 Bose-Einstein 分 布 . 

为 了 得 到 上 述 事 实 的 另 一 种 描述 , 我 们 计算 在 前 ”次 试验 中 类 型 i 的 结果 出 现 
的 次 数 为 zi,i = 1,…,m, ?zi ==n 的 条 件 下 , 第 n 十 1 次 结果 属于 类 型 j 的 条 件 
概率 . 它 由 


P( 第 n+1 次 是 j | 在 前 n 次 中 有 zi 次 类 型 i,i= 1,…,m) 
P( 在 前 n 次 中 有 z; 次 类 型 i,i= 1,…,m) 


| 1)i 
全 人 2 人 fo” | p7 pr” dp1*** dpm 
ni+m—1 | 
770 一 工 
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其 中 分 子 是 对 2 门 量 取 条 件 得 到 的 , 而 分 母 由 方程 (3.28) 得 到 . 由 方程 (3.27) 我 们 
有 


(zj; + 1)n!(m — 1)! 





| 机 (n+ m)! | (3.29) 
: 本 (m 一 1)!m! n+m 
(n+m—1)! 


/ 利用 方程 (3.29), 现在 我 们 可 以 对 相继 结果 的 随机 过 程 引 入 一 个 坛子 模型 进行 
, 描述 . 也 就 是 说 , 考察 一 个 坛子 , 在 开始 时 含有 mm 种 类 型 球 , 每 种 一 个 . 从 坛 中 随机 
地 取出 一 个 球 , 然后 将 它 放 回 , 同时 又 放 进 另 一 个 同类 型 的 球 . 因此 , 如 果 前 nn 个 取 

| , 出 的 球 中 有 类 型 7 的 球 21 个 , 那么 在 第 nn 十 1 次 抽取 前 , 坛子 含有 总 数 m 十 nn 个 球 

中 类 型 7 的 球 zj + 1 个 , 从 而 在 第 ”+ 1 次 取得 类 型 ; 的 球 的 概率 可 由 方程 (3.29) 


| 注 考察 一 种 情况 n 个 粒子 随机 地 分 布 于 mm 个 可 能 的 区 域 . 假定 至 少 在 试验 前 
这 些 区 域 显示 着 相同 的 物理 特征 ， 人 似乎 落 入 每 个 区 域 的 粒子 数 的 最 可 能 的 分 布 是 
pi 三 1/m 的 多 项 分 布 . (这 当然 符合 这 个 事实 , 即 每 个 与 其 他 粒子 独立 地 粒子 等 可 
能 地 落 入 m 个 区 域 中 的 任意 一 个 .) 研究 这 些 粒 子 如 何 分 配 的 物理 学 家 观察 了 这 种 
粒子 的 性 态 , 如 含 偶数 个 基本 粒子 的 光子 和 原子 . 然而 , 当 研 究 得 到 数据 时 , 他 们 惊 
奇 地 发 现 观察 到 的 频率 并 不 服从 多 项 分 布 , 而 更 像 服从 Bose-Einstein 分 布 . 他 们 之 
所 以 惊讶 是 因为 他 们 不 能 想象 所 有 可 能 结果 是 等 可 能 的 粒子 分 布 有 这 样 一 个 物理 
.模型 . (例如 , 如 果 10 个 粒子 分 配 于 两 个 区 域 中 , 几乎 不 可 能 想象 出 两 个 区 域 各 有 5 
个 粒子 与 所 有 10 个 粒子 都 在 区 域 1, 或 所 有 10 个 粒子 都 在 区 域 2 都 是 等 可 能 的 .) 
”然而 , 从 这 一 节 的 结果 , 我 们 能 更 好 地 理解 物理 学 家 两 难 的 原因 ， 事 实 上 , 这 
里 出 现 了 两 个 可 能 的 假设 . 首先 , 物理 学 家 收集 的 数据 可 能 在 实际 上 得 自 一 些 不 同 
的 情形 , 每 种 情形 有 它 自己 的 特征 向 量 p, 由 它 给 出 一 个 在 所 有 的 p 向 量 上 的 均匀 
分 布 . 第 二 种 可 能 (由 坛子 模型 的 解释 所 得 ) 是 , 粒子 一 个 一 个 地 选取 它们 的 区 域 
而 且 一 个 给 定 的 粒子 落 入 一 个 区 域 的 概率 粗略 地 近似 于 落 入 该 区 域 的 粒子 的 比率 . 
( 换 句 话说 , 目前 在 一 个 区 域 中 的 粒子 给 每 个 尚未 落下 的 粒子 提供 了 吸引” 力 .) 
3.6.4 ”模式 的 平均 时 间 
” 设 耻 = (Xi1,X2…,) 是 一 系列 独立 同 分 布 的 离散 随机 变量 , 使 得 

Di = P{X; = 


对 于 一 个 给 定 的 子 序列 或 一 个 模式 1，,…,in, 令 = (iu .… ,如 ) 记 我 们 需要 观察 
直至 该 模式 出 现 所 需 的 随机 变量 的 个 数 . 例如 , 如果 要 观察 的 子 序列 是 3,5,1, 而 序 





人 el TF 
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着 先 我 们 考虑 此 模式 是 否 有 一 个 重 琶 此 处 我 们 说 ,模式 和，…… ,im 有 一 个 
重 琶 如 果 存 在 某 个 上 1E < n, 使 序列 的 最 后 个 元 素 与 它 的 前 个 元 素 相 同 . 
就 是 说 , 它 有 一 个 重合， 如果 对 某 个 k,1 < kk<n， 


inktl in) (人 k<n 


例如 , 模式 3,5,1 没有 重合, 而 模式 3,3,3 则 有 重 登 . 

情形 1: 模式 无 重 秋 / 

这 时 我 们 断言 , T 等 于 j 十 n 当 且 仅 当 模式 不 在 前 了 个 值 出 现 , 而 其 后 的 % 个 
值 是 订 ,…,in. 就 是 说 ， 


T=j 十 n 今 {T > J, (Xj+1,: ,Xj+n) (i1, , ,in)} (3.30) 


为 了 验证 (3.30)， 首先 注意 T = j 十 n 显然 包含 了 了 > 了 与 (XI7+1 ,Xjtn) 一 
(11…… 徊 ) 两 者 . 另 一 方面 , 假定 
T >j 与 (Xijtiy ,Xitn) = (i in) (3.31) 


含 T<j 十 n, 所 以 我 们 可 以 得 到 结论 T= j 十 n. 这 样 我 们 就 验证 了 (3.30). 
利用 (3.30), 我 们 看 到 
P{T' 一 7 十 也 } P{T > ye (Xj+1) 2 类 = (21， Ge ,in)} 


然而 , 是 否 有 TT > 了 是 由 值 X1,…, Xj; 决定 的 ， 而 且 这 样 就 独立 于 Xj+41,*…… ,六 j++n: 


因此 
P{T =j 十 n} = P{T > j}P{(Xj+1, ee ,Xj+n) es , in)} 
= P{T >j}p 


其 中 


DP = Pipis *** Pin 
将 上 式 两 边 对 j 求 和 , 得 到 


1= 》_P{T =j+n} =p)_,P{T >} = PE 
一 0 j=0 


BIT] = = 


情形 2: 模式 有 重合 
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对 于 有 重 符 的 模式 ， 有 一 个 简单 的 诀窍 使 我 们 能 利用 无 重 释 模式 的 结论 得 到 
E[71]. 为 了 使 分 析 更 加 透明 , 考察 一 个 特殊 的 模式 , 如 P =(3, 5, 1, 3, 5). 设 z 是 
一 个 没有 在 模式 中 出 现 的 值 ， 而 以 Tz 记 直 至 模式 P。=(3, 5, 1, 3, 5, z) 出 现 的 
时 间 . 即 7z 是 将 z 放 在 原 模式 之 未 的 新 模式 出 现 的 时 间 . 因为 xz 没有 在 原 模式 中 
出 现 , 这 就 推出 此 新 模式 没有 重 释 ,故而 

1 


ETI = — 
Dzrp 


其 中 p= [pi = p3p2p1. 因为 新 模式 只 能 出 现在 原 模式 之 后 , 写成 
其 中 了 是 模式 P =(3,5,1,3,5) 出 现 的 时 间 , 而 4 是 在 模式 P 出 现 后 直到 模式 PP。 
出 现 的 附加 时 间 . 同样 ,以 BITzl2……, 宁 ] 记 在 给 定 前 7 个 数据 值 为 1,…,i, 的 条 


件 下 , 在 时 间 7 之 后 直至 模式 Ps 出 现 的 期 望 附加 时 间 . 对 模式 (3, 5, 1, 3, 5) 出 
现 后 的 下 一 个 数据 值 X 取 条 件 , 给 出 


1 十 卫 [Tz|l3,5,1]， 若 ?=1 


工 十 卫 |7z|3|， 行 1 三 3 
WE > 
1 + El72], 行头 1,3,7 


所 以 


也 [7z] = E[T] + EI[A] 


\ (3.32) 
= E[T] + 1+E[Tz|3,5, 1]pi + E[Ts|3]ps + E[T,](1 — pi1 — ps — ps) 
但 是 由 
E[T,] = E[T(3, 5, 1)] + E[T,|3, 5,1] 
给 出 
El75|3, 5,1] = E[7;] — E[7(3, 5, 1)] 
类 似 地 


El1z|3] = 卫 [7z] ~ EIT(3)] 
代 回 方程 (3.32), 给 出 
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但 是 , 由 在 没有 重 难 的 情形 的 结果 





1 1 
E[T'(3, 5， 1)] 二 DaD5D1 ) E[IT(3)] = D3 
推出 结果 : 
站 


p3p5 p psps 
作为 这 个 方法 的 另 一 个 说 明 ， 让 我 们 重新 考察 例 3.14， 它 是 关于 寻求 在 独立 
伯 努 利 试验 中 , 直至 连续 地 出 现 ”次 成 功 的 时 间 的 期 望 ， 就 是 说 , 在 模式 为 P = 
(1, 1,…,1) 时 , 我 们 想 要 求 E[T].， 那么 对 x 六 1, 我 们 考察 无 重叠 的 模式 Ps = 
(1,1,…,1,7), 令 是 它 的 形成 时 间 . 对 于 如 前 定义 的 4 和 X, 我 们 有 


1+PFEL4， 大 ?=1 
E[AIX =d]= $4 1, > 


1 十 E[T,]， 若 i 冯 1,7 


所 以 
E[A] = 1+ E[Alpi + E[Tz](1 — pi — pz) 
3 1 1 一 pl 一 px 
E[4] = 下 十 PE 
随 之 有 


加 ”pzE[Tz] 一 1 (1/p1)" 一 1 
BIr] = Bl -EIA = 2 村 一 = 人 人 全 一 
其 中 最 后 一 个 等 式 用 了 也 [7z|] = 1/ (7YDz). 
任意 一 个 有 重生 的 模式 P = (ii，……, 徊 ) 的 平均 发 生 时 间 可 以 由 前 面 的 方法 得 


E[IT,] = EIT] + E[A] 


将 EIT] 与 EIm] = 1/(pps) 联系 起 来 . 然后 , 在 PP 出 现 后 , 取 条 件 于 下 一 个 数据 值 ， 
利用 形 如 

E[Tli, ,ir] = 也] 一 了 ITG ,7)] 
的 量 得 到 EL] 的 一 个 的 表达 式 . 如 果 (ii,…… ,好 ) 无 重 释 , 利用 无 重生 的 结论 可 以 得 
到 EIT(i1,…, 记 )]. 否则 , 在 子 模型 (i1,… ,i) 上 重复 这 个 过 程 : 
注 ” 即 使 模式 二 ……… ,各 包含 所 有 不 同 的 数据 值 , 我 们 仍然 可 以 应 用 上 述 方法 . 例 
如 , 在 掷 硬币 中 要 观察 的 模式 可 能 是 , 正 、 反 、 正 . 在 此 情形 , 我 们 应 该 令 > 是 一 个 
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不 在 此 模式 中 的 数据 值 , 并 用 上 面 的 方法 (虽然 ze = 0). 因为 ps 只 出 现在 解 的 最 
| 终 表 达 式 pzE[Tz] = pe/(pzp) 中 且 其 值 为 1/p, 我 们 就 得 到 正确 的 答案 ，( 推 导 同 样 
的 结果 的 一 个 严格 的 方法 是 将 其 个 正 的 pt 减少 e 并 置 pe = 6, 解 出 E71, 而 后 
令 s 趋 于 0.) 画 
| 3.6.5 ”离散 随机 变量 的 k 记 录 值 : 

| 令 入 ,X2,… 是 独立 同 分 布 随机 变量 , 且 它们 可 能 取 值 的 集合 是 正 整数 , 而 以 
P(X = 7),j > 1 记 它 们 共同 的 概率 质量 函数 . 假设 这 些 随机 变量 接连 被 观测 , 就 称 
| Xn 为 上 记录 值 ， 如 果 
| 恰 有 个 i 值 (i=1,…,n) 使 X; > XX 
| 即 序列 中 的 第 n 个 值 是 一 个 记录 值 ， 如 果 在 序列 的 前 n 个 值 (包括 X,) 中 恰 有 
|k 个 值 至 少 与 它 一 样 大 . 以 Rk 记 & 记录 值 的 排序 集 . 

| 令 人 惊奇 的 结果 是 , 不 仅 大 记录 值 的 序列 对 所 有 的 大 有 相同 的 分 布 ， 而 且 这 些 
| 序列 是 相互 独立 的 . 这 个 结果 称 为 Ignatov 定理 . 

| Ignatov 定理 ”Rk, k > 1 是 独立 同 分 布 的 随机 向 量 . 

证 明 ”定义 数据 列 X1, X2,… 的 一 系列 子 序列 为 : 第 i(i > 1) 个 子 序列 由 至 少 与 i 
一 样 大 的 所 有 数据 值 组 成 . 例如 ,如 果 数 据 列 是 


| 2, 5, 1, 6, 9, 8, 3, 4, 1, 5, 7, 8, 2, 1, 3, 4, 2, 5, 6, 1,... 
那么 其 子 序列 如 下 ， 
之 1: 2,5,1,6,9, 8,3, 4, 1,5,7, 8,2, 1, 3, 4, 2, 5, 6, 1,..- 

>2: 2,5,6,9,8,3,4,5,7,8,2,3,4,2,5,6,... 
| >3: 5,6,9,8,3,4,5,7,8,3,4,5,6,... 
| 如 此 等 等 
”以 名 记 第 i 个 子 序列 的 第 7 个 元 素 . 即 Xi 是 至 少 与 i 一 样 大 的 第 7 个 数据 
值 . 一 个 重要 的 观察 是 i 是 一 个 记录 值 当 且 仅 当 Xi =i. 即 i 是 一 个 记录 值 当 
且 仅 当 第 个 至 少 与 i 一样 大 的 值 等 于 i. (例如 , 对 于 上 面 的 数据 , 因为 第 5 个 至 
少 与 3 一样 大 的 值 等 于 3, 这 就 推出 3 是 5 记录 值 . ) 如 今 并 不 难 理解 第 二 个 子 序 
列 中 的 值 是 独立 地 按 相同 的 质量 函数 


P( 在 第 二 个 子 序列 中 的 值 =7) = P(X=j|X>2)，j>2 


分 布 的 ， 而 且 独立 于 第 一 个 子 序 列 中 等 于 1 的 值 . 类 似 地 ， 第 三 个 子 序 列 中 的 信 是 
独立 地 按 相同 的 质量 函数 


P( 在 第 三 个 子 序列 中 的 值 = 力 =P(X = 了 |X>3)，7>3 


120 第 3 章 条 件 概率 与 条 件 期 户 
分 布 的 ,而 且 独 立 于 第 一 个 子 序列 中 等 于 1 的 值 以 及 第 二 个 子 序列 中 等 于 2 的 值 ， 
如 此 等 等 . 由 此 推出 事件 {Xi = 针 必 > 17 > 1 都 是 独立 的 , 而且 

P(i 是 一 个 k 记 录 值 ) = P(X% =ij=P(X=i|X&>. 


现在 由 事件 {Xi = 让 ,i > 1 的 独立 性 以 及 P(i 是 一 个 记录 值 ) 不 依赖 这 个 事 

实 , 推出 对 所 有 的 大 > 1，Rw 同 分 布 . 另外 , 由 事件 { = 1} 的 独立 性 推出 , 对 所 

有 的 有 > 1, 随机 向 量 Rk 也 是 独立 的 . 国 
现在 假定 Xi;,i > 1 是 独立 的 取 有 限 个 值 的 随机 变量 , 其 概率 质量 函数 为 


pi = P{X = 让， i=1,.…,m 





并 且 以 
T= min{n 。 恰 有 k 个 i 值 ,i = ,n, 使 Xi; 之 Xn} 


记 首 个 k 记录 指标 . 我 们 来 确定 其 均值 . 
命题 3.3 令 和 i = pif Dipjii = 1 ,mMm. 则 有 


EIT|=k+(k— 站 S 
?一 工 


Dj 


P{X = 7 | = 一 一， 
t 本 2i 十 …… 十 Dm 


7 2， 7 
当 观 察 数据 具有 上 面 的 质量 函数 时 ,以 TT 记 其 首 个 记录 指标 , 并且 注意 由 每 个 
数据 值 至 少 是 i 推出 , 若 Xx = i, 则 记录 值 等 于 i, 且 Ti 等 于 上. 顺便 有 


EIT; | X=]=k 


另 一 方面 , 车 Xk > i, 则 上 记录 值 将 超过 i, 从 而 所 有 等 于 i 的 数据 值 在 搜索 上 记 
录 值 时 可 以 不 计 入 . 另外 , 因为 所 有 大 于 i 的 数据 值 具 有 概率 质量 函数 
pj 


Bi 
人 | Ditl 十 … 十 pm 


7 一 4 十 1 7 
由 此 推出 直到 一 个 记录 值 出 现 所 需 观察 的 大 于 i 的 数据 值 的 总 数 与 T+1 有 相同 
的 分 布 . 因此 

ElT; | 及 > ?| 一 ElTir1 回国 Ni|Xk > i 
其 中 有 ;1 是 我 们 得 到 一 个 记录 值 所 需要 观察 的 大 于 i 的 变量 的 总 数 , 而 Ni 是 
此 时 观察 到 的 等 于 i 的 值 的 个 数 . 现在 ,给 定 了 Xk > i 以 及 Titl = n(n > %)， 
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就 推 得 观察 到 +; 大 于 i 的 时 间 与 独立 试验 列 中 已 知 第 次 试验 结果 为 成 功 时 
| 为 了 得 到 n 次 成 功 所 需要 的 试验 次 数 有 相同 的 分 布 ， 其 中 每 次 试验 成 功 的 概率 是 
| 1-pi/ 2;>iPi = 1 一 和 i. 然后 , 由 于 得 到 成 功 所 需 的 试验 次 数 是 一 个 均值 为 1/(1 一 入 i) 
| 的 几何 随机 变量 , 我 们 看 到 

ElTilTiri, Xk >d]=1+ -二 二 到 < 
| 到 期 记得 


| Tit1— Ai 
ElIT; | X 一 一 一 一 一 -一 
[Ti | Xx > | 1 一 人 





| 二 ElTiri] 一 Xi 
1 一 Ai 


因此 , 取 条 件 于 是 否 有 Xk = i, 我 们 得 到 

E[T:] = ET IX = Xi + ETI Xx > (1 — Ni) = (k— N+ ET 
从 Blu] = 开始 , 我 们 得 到 

| PITm-i] =(k— Am-1+k 


ElTm-2] = (k— Mm2+(k— lMm-1tk=(k—1) > N+%k 


7 一 ?mm 一 2 


m—1 
ElTm-s]=(k—1Mm-3+(k—1) > N+k=(k-1) > N+k 


7 一 ?1 一 2 7 一 7 一 3 

一 般 地 

| E[T:] = (k ~— 1) pb 和 Xi 十 K 

| 1 

| 这 就 推 得 结果 , 因为 了 = 多. 加 


3.7 ”复合 随机 变量 的 恒等式 


令 Xi X2 是 一 系列 独立 同 分 布 随机 变量 , 而 令 5% = ”| 总 是 它们 的 前 
项 和 , n > 0, 其 中 5o = 0. 回想 到 如 果 N 是 一 个 独立 于 序列 XX1, Xo,… 的 非 负 整 
值 的 随机 变量 , 那么 


| 
i 
: 


N 
SN = DX 
2 站 
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称 为 复合 随机 变量 , 以 下 的 分 布 合 称 为 混合 分 布 . 在 本 节 中 ， 我 们 将 首先 推导 含有 
这 样 的 随机 变量 的 一 个 恒等式 然后 我 们 特殊 化 到 X; 是 正 整 数值 的 随机 变量 的 情 
形 , 证 明 这 个 恒等式 的 一 个 推论 ， 而 后 用 这 个 推论 对 于 多 种 党 见 的 混合 分 布 得 到 SN 
的 概率 质量 函数 的 一 个 递 推 公 却 ， 

首先 , 令 M 是 一 个 与 序列 X1, 和 2，…… 独立 的 随机 变量 , 并 且 使 
nP{N = n} 


P{M = 7n} = BIN 


证 -一 国 六 全 
命题 3.4 复合 随机 变量 恒等式 
对 于 任意 函数 h 
EISwh(Sw)] = EIN I]E[Xih(Sm)) 
证 明 
ElSvh(SN)] = E > xsw| 


i 二 1 


Co N 
一 》 也 > Xih(SN)IN = "| P{N = 7n} 


九 一 0 4 一 1 


(通过 对 六 取 条 件 ) 


九 一 0 i=1 


= 3 E > xs P{N =n} 


7 一 0 4 一 工 


(由 六 和 和 1 … , 义 % 的 独立 性 ) 
加 》 >》 ,BXih(SAIPIN = n} 


7 一 0 i=1 
现在 ， 因为 X1, 及 2， 是 独立 同 分 布 的 ， 并 且 h(Sn) h( 关 1 十 : :十 Xn) 是 及 1， 2 ,Xn 
的 对 称 函数 , 由 此 推出 对 于 一 切 i 二 4"…," Xih(Sn) 有 相同 的 分 布 . 所 以 ， 接着 上 
面 一 串 的 等 式 有 


glswh(Swj = ynEDGN(SoJ]PN 一 可 
n=0 


= EIN]Y nEIXih(SA)IP{IM=n} (MM 的 定义 ) 


九 一 0 
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= E[N] 》 E[Xi1h(Sn,)|M = n]P{M = n} 


(M 与 X1,…, Xn 的 独立 性 ) 
- BIN] BIXih(SM)IM = nlP{M =n} 
: = EIN [BLXh(S) 
这 就 证 明了 命题 四 
| 现在 假设 X; 是 正 整 数值 随机 变量 , 并 且 令 
a;=P{X1=j}, 了 >0 
p(w = 月 的 相继 的 什 常 常 可 以 从 命题 3.4 的 如 下 的 推论 得 到 
推论 3.5 


i a 
i i 
a 





P{SN = 0} = P{N = 0} 
k 
: PiSN = 对 = -EIN] >_jajP{SMm-1=k-j}, k>0 
| FE 全 
i 证明 ”对 于 固定 的 令 
- 0， 奉 ZT 天 大 
并 且 注 意 Swh(Sw) 在 Sw = 时 等 于 ,在 其 他 情形 等 于 0. 所 以 


E[Swh(SN)] = kP{Sw = k} 


ee | 1 


| 而且 复 合 恒等式 导致 


kP{SN = k}= EIN]ELXih(Sm)] = EIN] Pbeanlswlx = jla; 


=EIN]S, jE[h(SM)|X1 = ja; = EIN] yiP{Sw = HG = 让 ja 


x -i 


M 
-=p {i+ | 


?一 2 


(3.33) 


M 
P{Sm = k|X! -1-z 人 2 一 天 


i 二 1 


| 现在 
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i 二 2 


Ad 一 1 
-人 > 和 
?2 一半 


=P{Sm-1 =%k—j} 


倒数 第 二 个 等 式 得 自 X2,…, Xm 与 X1,…,XMmM-1 有 相同 的 联合 分 布 , 即 M 一 1 个 
独立 并 与 Xi 有 相同 分 布 的 随机 变量 , 其 中 M 一 1 独立 于 这 些 随机 变量 . 于 是 由 方程 
(3.33) 得 证 . 本 
当 M 一 1 的 分 布 和 N 的 分 布 有 关 时 , 上 面 的 推论 将 是 对 计算 Sw 的 概率 质量 
函数 的 有 用 的 递 推 公式 , 这 将 在 以 下 的 几 个 小 节 中 阐述 . 
3.7.1 ” 泊 松 复合 分 布 
如 果 N 有 均值 和 的 泊 松 分 布 , 那么 


P{M—1=n}=P{M=n+t1} 
_ (n+l1)P{N=n+1} 
E[N] 


因此 , M 一 1 也 是 均值 为 和 的 泊 松 随机 变量 . 于 是 , 记 
a 一 P{SN 一 n} 
由 推论 3.5 给 出 的 递 推 公式 可 以 写成 
入 k 
Py =e-* 及 = 2 a k>0 
注 ” 当 Xi 都 恒 等 于 1 时 ,上面 的 递 推 公 式 化 简 为 有 均值 和 的 泊 松 随机 变量 的 着 名 
恒等式 
P{N=0}=e*, P{N=n}= =P{N =n—1), n>1 
例 3.30 令 S 是 有 入 =4 和 和 


P{X;=i}=1/4, i=1,2,3,4 
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的 复合 泊 松 随机 变量 . 然 我 们 利用 推论 3.5 给 出 的 递 推 公式 确定 P(S = 5). 它 给 出 
P= e-^=e-4 
P= AaiD = e 一 4 
入 3 _4 
P= (Ph 二 + 2a2PPo) = 7e 


入 3 
Ps 一 slob 十 2Qo 记 i 十 3Q3Po) 一 pe 


入 73 
Ty io1Ps 二 2a2P 十 3Q3P 十 4as Po) = yo 
01 _, 





入 5 
PP: = slo 二 2aoPs 二 + 3Q3P + 4a4aPi 十 5as Po) 过 1208 枚 
”3.7.2 ”二 项 复合 分 布 
假设 NN 是 一 个 参数 为 > 和 2 的 二 项 随机 变量 . 那么 
(n+l1)P{N=nt+ 1} 
P{M—1=n}= EN : 
n+l1 人 9 十 工 —n—1 
二 1 — 7 一 
rp (, 十 1)? ( 7) 
n+1 7r! 本 
二 1 7r—l1—n 
rp (rli—nlmti (Ug) 
= (7 中 1)! n r—l—n 
(rl1— njintt (1 -=p) 


于 是 M - 1 是 参数 为 + 一 1 和 7 的 二 项 随机 变量 
固定 p, 令 N(7) 是 一 个 参数 为 > 和 2 的 二 项 随机 变量 , 并 且 令 


P,(k) = P{Sw,,, = k} 
那么 由 推论 3.5 有 
FP-(0) = (1 —2)" 
k 


7 
P.(k) 一 DjosP1(k —)), k>0 
j=1 


例如 , 令 等 于 1,2, 3, 给 出 
P(1)= "rpo(l —p)" 


P.(2) = [oP.1(1) + 2a2 P._1(0)] 


= [(r — Dpof(1 一 or ?+202(1 —p)"™1 
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万 (3) = [aipr_1(2) + 2a2P._1(1) 十 3as 忆 -1(00)| 


TE 


2Qo7 
平一 人 — 1)pai(l —p)" + asrp(l —p)"-! 


3.7.3 ”与 负 二 项 随机 变量 有 关 的 一 个 复合 分 布 
假设 对 于 定 值 p,0 < p < 1, 复合 随机 变量 N 具有 概率 质量 函数 


这 样 的 随机 变量 可 以 想象 为 , 当 每 次 试验 独立 地 以 概率 p 得 到 成 功 , 且 已 经 得 到 了 
总 共 7 次 成 功 时 失败 的 次 数 . ( 如 果 第 7 次 成 功 发 生 在 试验 n 十 7 中 将 有 "次 失败 . 
因此 , N 十 7 是 参数 为 r 和 wp 的 负 二 项 随机 变量 . ) 利用 负 二 项 随机 变量 N 十 7 的 
均值 EIN +? 了 ] = "7/p, 我 们 看 到 ELN] = "7(1 一 p)/p. 

将 p 取 为 定 值 , 我 们 将 N 称 为 NB(r) 随机 变量 . 随机 变量 M -1 具有 概率 质 


量 函 数 
(n+1)P{N=n+t1} 
E[IN] 


-a 
加 tr nl —p)" 


= ( ")el —p)" 
换 句 话说 , M -1 是 一 个 NB(r +1) 随机 变量 
对 于 一 个 NB(7) 随机 变量 NN， 
FP.(k) = P{SN = k} 


P{M -1=n}= 





由 推论 3.5 得 
P.(0) ee 


: k 
7r(1 一 ; , 
P-(k) = 二 > jasPrri(k—j), k>0 
j=1 


于 是 
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人 ee pe 


P.(2) = la Pn) + 202 P41(0)] 


二 二 多 [ai(r 十 1)pr+i(1 — p) 十 2a2pr+l] 


9 


a (3) 三 [ai P.+1(2) 十 2Q2 三 二 1 (1) 十 3as 书 +1(0)] 


和 和 


习 题 

1. 者 六 和 YY 都 是 离散 的 , 证 明 对 于 所 有 的 y, 只 要 py(y) > 0 就 有 > ，pxir(zly) = 1 
"2. 令 Xi 和 X2 为 具有 相同 参数 p 的 独立 几何 随机 变量 .猜测 P(X1 = i|X1 十 Xoa = n) 
的 值 . 通过 分 析 验 证 你 的 猜测 . 

提示 : 假定 连续 地 掷 一 枚 正面 朝 上 的 概率 为 p 的 硬币 . 如 果 第 二 个 正面 出 现在 第 ”次 
抛 搓 时 , 那么 第 一 个 正面 出 现在 第 ;次 抛 搓 的 条 件 概率 是 多 少 ?; = 1,…,n 一 1. 

X 和 了 Y 的 联合 概率 质量 函数 p(z,y) 给 定 为 


1 1 1 1 
pl(1, 1) = 9， p(2, 1) = 3， p(3, 1) Tr 9， p(1, 2) 9， p(2, 2) 本 0， 


1 1 1 





对 于 i= 1,2,3, 计算 E[X|Y = i. 

. 在 习题 3 中 , 随机 变量 X 和 YY 是 否 独立 ? 
5. 一 个 坛子 中 装 有 3 个 白 球 , 6 个 红 球 , 5 个 黑 球 . 从 这 个 坛子 中 随机 地 选取 6 个 球 . 以 
。 ”XX 和 分 别 记 取 到 的 白 球 数 和 黑 球 数 . 计算 在 给 定 Y = 3 时 X 的 条 件 概率 质量 函 
”” 数 . 再 计算 E[X|Y = 1 

"6, 重 做 习题 5. 但 是 在 以 下 的 假定 下 : 当 取得 一 个 球 后 , 记 下 其 颜色 , 并 在 取 下 一 个 球 之 
”前 将 它 放 回 . 

“7. 假定 X,Y 和 2 的 联合 概率 质量 本 数 P(z,y,z) 给 定 为 


pLD)=3, pL)=7, pl,1,2)= 


[3 


p(2, 1,2) = 


p(1,2,D) = Pp(2,2,1) =0, p(1,2,2) = 


EI[XIY = pn a 二 2,2 二 1 呢 ? 
”8. 相继 地 毛 一 颗 不 均匀 的 山子 . 令 X 和 了 分 别 记得 到 一 个 6 和 一 个 5 所 必需 的 抛掷 次 
。 数 求 

(a) E[X], (b) E[XIY =1], (c) E[XIY = 5. 


8’ 
0， 


二 S| 


p(2, 2, 2) = 
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9. 在 离散 情形 证 明 , 若 X 和 了 独立 , 则 对 于 一 切 y 有 
E[X|Y = y = E[X]. 
10. 假定 X 和 了 是 独立 的 连续 随机 变量 . 证 明 对 于 一 切 y 有 
E[X|IY = y = E[X]. 
11. X 和 了 的 联合 密度 是 es 
f(x,y) = Wl), 0O<y<o%, ~y<rI&Y 
证 明 EIXIY = y=0. 
12. X 和 YY 的 联合 密度 给 定 为 


eT/ye—Y 
(BY) y ， 0<7z<o0, 0<y<o0 





证 明 E[X|Y = y=y. 
*13. 设 X 是 均值 为 1/ 和 的 指数 随机 变量 , 即 


fx(z) = Me ””, 0 < zZ < co 


求 卫 [XIX > 1. 
14. 设 X 是 (0,1) 上 的 均匀 随机 变量 . 求 E[X|X < 1/3]. 
15. X 和 了 的 联合 密度 给 定 为 


一 UV 
f(z,Y) = 0<z<y, 0<y<% 


计算 ELIX | = yl. 
16. 随机 变量 X 和 Y 称 为 具有 二 维 正 态 分 布 ， 如 果 它 们 的 联合 密度 给 定 为 。 对 于 
—0O0<T<00,~“00<Yy<oo 


Jase A 
| 2nozoy V1—p2 2(1 — p?) 


| -ee)] 


其 中 ox,oy, 4x,LYp 都 是 常数 ,使 -1 <p<1,ox>0,or > 0 -oo < HX < oo， 
一 Co < HY < oOo. 
(a) 证 明 X 以 均值 wx 和 方差 oX 正 态 地 分 布 , 而 Y 以 均值 jy 和 方差 cy 正 态 地 分 
布 . 
(b) 证 明 在 给 定 了 =y 时, X 的 条 件 密度 是 均值 为 jx 十 (pox/oY)(y 一 LY), 方差 为 
oy (1 一 p) 的 正 态 分 布 
p 称 为 X 和 Y 的 相关 系数 . 可 以 证 明 

5 E[(X 一 pe) — Wy) _ Cov(X,Y) 

OzrOy OzOy 








17. 设 了 是 参数 为 (s,a) 的 伽 玛 随机 变量 . 它 的 密度 是 


18. 


*19. 


| 20. 


3 
22. 


fr(y)=Ce “Yy’, wy>0 


其 中 C 是 一 个 不 依赖 y 的 常数 . 再 假设 在 给 定 了 = y 时 , X 的 条 件 分 布 是 均 什 为 y 
的 泊 松 分 布 . 即 

P{X=ilY =y}=e YYy/il i>0 
证 明 在 给 定 X =i 时 , Y 的 条 件 分 布 是 参数 为 (s + 刀 a + 1) 的 仰 玛 分 布 . 
设 Xi1,…, Xn 是 独立 随机 变量 有 一 个 特定 到 一 个 未 知 参数 9 的 共同 的 分 布 ， 令 
T=T( 革 ) 是 数据 外 = (Xi1,… ,Xn) 的 一 个 函数 . 如 果 在 T( 叉 ) 给 定时 , X1,… ,区 , 的 
条 件 分 布 不 依赖 于 9, 则 工 (于 ) 称 为 9 的 一 个 充分 统计 量 . 在 如 下 各 种 情形 , 证 明 
T(X)= >i_1 Xi 是 9 的 一 个 充分 统计 量 . 
(a) Xi 是 均值 为 9 及 方差 为 1 的 正 态 随机 变量 . (b) X 的 密度 是 f(z) =0e-9， zz>0. 
(c) Xi 的 质量 函数 是 p(x)==0°(1 一 0)!-*， z=0,1, 0<0<1 
(d) X; 是 均值 为 9 的 泊 松 随机 变量 . 
证 明 如 果 X 和 YY 联合 地 连续 ， 则 


Bx]=/ BlxlY =yfy(wWay 


茶 个 病原 体 的 暴露 水 平 为 z 的 人 被 这 种 病原 体感 染 疾病 的 概率 为 P(z). 如 果 在 总 体 
中 随机 选取 的 一 个 成 员 的 暴露 水 平 有 一 个 概率 密度 函数 /确定 该 成 员 暴露 水 平 的 条 
件 概率 密度 ， 如 果 给 定 他 或 她 

(a) 有 此 病 ， ”(b) 没有 此 病 ， 

(c) 证 明 当 P(z) 对 z 递增 时 , 在 (a) 部 分 的 密度 与 在 (b) 部 分 的 密度 之 比 也 对 z 递 
增 . : 

考察 例 3. 12, 它 是 关于 一 个 矿工 陷于 一 个 矿井 的 例子 . 以 N 记 矿 工 在 到 达 安 全 地 前 
可 选 的 门 的 总 数 . 再 以 ZT 记 第 i 次 选择 的 行走 时 间 , i > 1. 又 以 XX 记 矿工 到 达 安 全 
地 的 时 间 . 

(a) 给 出 一 个 联系 天 与 N 和 家 的 恒等式 ，(b) ELV] 是 多 少 ? (c) EITw] 是 多 少 ? 


(也 [ 半 ,BIN = 可 是 多 少 ? (e) 利用 上 面 的 结果 ，E[X] 是 多 少 ? 


假定 进行 独立 试验 直至 连续 地 出 现 k 个 相同 的 结果 ,其 中 每 一 个 等 可 能 地 是 m 个 可 
能 结果 中 的 任意 一 个 . 如 果 以 NN 记 试 验 的 次 数 , 证 明 





茶 些 人 相信 在 展开 式 x = 3.141 59.… 中 相继 的 数字 都 是 均匀 地 分 布 的 . 即 他 们 认为 这 
些 数字 都 是 从 等 可 能 地 是 数字 0 到 9 中 任意 一 个 的 分 布 中 独立 地 选取 的 . 反对 该 假设 
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“23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 
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的 可 能 依据 是 ,从 第 24 658 601 个 数字 开始 , 有 连续 九 个 7 的 一 个 连贯 . 这 个 信息 与 
均匀 分 布 的 假设 是 否 一 致 ? 

为 了 回答 它 , 我 们 注意 到 由 上 面 的 计算 , 如 果 均 匀 假 设 是 正确 的 ， 那 么 直至 出 现 
九 个 相同 值 的 一 个 连贯 的 数字 个 数 的 期 望 是 


(10° ~ 1)/9 = 111 111 111 


那么 , 近似 为 两 千 五 百 万 的 实际 值 粗略 地 是 理论 均值 的 22% . 但 是 , 可 以 证 明 在 均匀 
假定 下 ,， 的 标准 差 接近 于 均值 . 结果 这 里 的 观察 值 是 近似 地 小 于 其 理论 均值 0.78 倍 
的 标准 差 , 这 是 与 均匀 假定 十 分 一 致 的 . 

连续 地 掷 一 枚 出 现 正面 的 概率 为 p 的 硬币 ,直至 最 近 的 三 次 抛 搓 中 有 两 次 是 正面 . 以 
记 抛 掷 的 次 数 (注意 如 果 前 两 次 抛掷 的 结果 都 是 正面 , 则 N = 2). 求 ELV]. 

连续 地 掷 一 枚 出 现 正面 的 概率 为 p 的 硬币 ， 直 至 出 现 至 少 一 个 正面 ,一 个 反面 为 止 . 


(a) 求 需要 抛掷 的 次 数 的 期 望 . ”(b) 求 出 现 正面 的 次 数 的 期 望 . 

(c) 求 出 现 反面 的 次 数 的 期 望 , 

(d) 在 连续 地 抛掷 直至 掷 出 总 数 为 至 少 两 个 正面 ， 一 个 反面 的 情形 下 ， 重 做 (a) 的 部 
分 . 

一 个 赌 徒 在 每 次 赌博 中 赢 的 概率 是 p. 在 以 下 各 种 情形 ,确定 赢 的 总 次 数 的 期 望 . 

(a) 赌 徒 赌 n 次 , 如 果 在 这 些 赌博 中 他 赢 X 次 , 则 他 在 停止 前 会 再 赌 X 次 . 

(b) 赌 徒 赌 博 直 至 他 赢 ， 如 果 他 赌 Y 次 才 赢 ， 则 他 会 再 赌 Y 次 . 

你 有 两 个 对 手 与 你 轮番 博弈 . 与 A 博弈 时 你 赢 的 概率 是 pa, 而 与 B 博弈 时 你 赢 的 概 
率 是 ps, 且 ps > pa. 如 果 你 的 目标 是 使 你 连 赢 两 次 所 需要 的 博弈 次 数 最 少 , 你 应 和 
A 还 是 和 B 开始 ? 

提示 : 以 E[N;] 记 你 与 玩家 ;开始 后 所 需要 博弈 的 平均 次 数 . 推导 ELN4] 的 一 个 含有 
ELVs] 的 表示 式 , 写 下 ELVs] 的 等 价 表达 式 ， 然 后 相 减 . 

连续 地 掷 一 枚 出 现 正面 的 概率 为 p 的 硬币 ,直至 出 现 模型 T, 了 ,了 .( 即 当 最 近 的 抛掷 
出 现 正面 ， 而 与 它 之 前 紧 接 的 两 次 抛掷 出 现 反 面 时 ， 你 停止 抛掷 .) 令 X 为 抛掷 的 个 
数 . 求 EX 

波 利 亚 坛子 模型 假设 在 一 个 坛子 中 最 初 有 r 个 红 球 , b 个 蓝 球 . 每 次 从 这 个 坛子 中 随 
机 取出 一 个 球 , 然后 将 这 个 球 以 及 与 它 同色 的 其 他 的 m 个 球 一 起 放 回 坛子 中 . 令 XX 
是 前 & 次 选取 中 抽 到 的 红 球 个 数 . 

(a) 求 E[Xi]. (b) 求 E[X2]. (c) 求 E[Xsl. 

(d) 猜测 E[X] 的 值 , 然后 用 取 条 件 的 推理 验证 你 的 猜测 . 

(e) 对 你 的 猜测 给 出 一 个 直观 的 证 明 . 

提示 : 给 这 > 个 红 球 , 个 蓝 球 标号 , 使 对 于 i = 1,…,7r 中 的 每 一 个 , 坛子 中 包含 一 个 
类 型 i 的 红 球 . 同样 对 于 j = 1,…,b 中 的 每 一 个 , 坛子 中 包含 一 个 类 型 ; 的 蓝 球 . 现 
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在 假设 无 论 何 时 取 到 一 个 红 球 , 将 它 及 与 它 同类 型 的 其 他 的 mm 个 球 一 起 放 回 坛子 中 . 
同样 地 , 无 论 何 时 取 到 一 个 蓝 球 , 将 它 与 它 同类 型 的 其 他 的 m 个 球 一 起 放 回 坛子 中 . 现 
。 ”在 用 对 称 推理 确定 任意 给 定 的 一 次 取得 到 红 球 的 概率 . 
29. 两 个 玩家 轮流 射击 一 个 目标 ,玩家 i 每 次 射击 中 标的 概率 为 pi,i = 1, 2 在 连续 两 次 
。 。” 射 中 目标 后 射击 结束 . 以 jw 记 玩 家 i 首先 射击 的 平均 射击 次 数 , i = 1,2. 
(a) 求 j 与 jw2. 
”” (b) 以 hs 记 玩家 i 首先 射击 的 平均 击 中 目标 次 数 , i = 1,2. 求 hi 与 和 
30. 令 Xi,i > 0 是 独立 同 分 布 随机 变量 , 具有 概率 质量 函数 


j=1 


: 求 BIN], 其 中 N = min{n > 0: Xn = Xo}. 

31. 一 列 二 进 制 数 中 的 每 个 元 素 是 1 的 概率 为 p, 是 0 的 概率 为 1 一 p. 连续 出 现 一 个 相同 
” “的 值 的 一 个 极 大 子 序列 , 称 为 一 个 连贯. 例如 , 如 果 结 果 序 列 是 1, 1, 0, 1, 1, 1, 0, 第 
一 个 是 长 度 为 2 的 连贯 ,第 二 个 是 长 度 为 1 的 连贯 , 第 三 个 是 长 度 为 3 的 连贯 
”加 求 第 一 个 连贯 的 平均 长 度 ， (b) 求 第 二 个 连贯 的 平均 长 度 . 

32. 做 每 次 结果 为 成 功 的 概率 是 p 的 独立 试验 

。 “(a) 求 至 少 有 n 次 成 功 及 m 次 失败 所 需 的 平均 试验 次 数 

提示: 知道 前 n+ m 次 试验 的 结果 有 用 吗 ? 

(b) 求 至 少 有 n 次 成 功 或 者 至 少 有 mm 次 失败 所 需 的 平均 试验 次 数 

”提示 : 利用 (a) 部 分 的 结果 

33. 如 果 以 Ri 记 在 时 段 i 所 赚 的 随机 金额 ,那么 于 >, 8'-!R, 其 中 0 < 8 < 1 是 一 个 
特定 的 常数 ， 称 为 折扣 因子 为 6 的 总 折扣 报酬 . 令 了 为 以 1 -~ 6 为 参数 的 几何 随机 变 
量 , 且 与 Ri 独立 . 证 明 总 折扣 报酬 的 期 望 等 于 人 前 赚 的 平均 总 报酬 (无 折扣 ). 即 证 明 


E > eR =E 区 | 
: i=1 i 一 1 


了 






34 据 训 颗 股 子 .将 它们 中 出 现 6 点 的 置 于 - 旁 ， 再 掩 余下 的 般 子 . 如 此 重复 直至 所 有 的 
， ”项 子 都 出 现 6. 以 N 记 需 要 掷 的 次 数 .( 例 如 , n = 3, 而 开始 恰 有 两 颗 般 子 搓 出 6. 然后 
。 摆 另 一 颗 仍 子 ， 如 果 它 出 现 6, 则 N = 2.) 令 mw = EIN] 
人 g) 推导 ma 的 一 个 递 推 公式 ,并 用 它 计 算 mi,i = 2,3,4. 并 证 明 ms ~ 13.024. 

本 Xi| 
35. 考虑 n 次 多 项 试验 , 其 中 每 一 次 试验 独立 地 以 概率 p; 出 现 结果 名 于 ,pi 二 1 以 XX 
> 为 出 现 结果 i 的 次 数 . 求 E[Xi|X2 > 0 


。 ) 以 记 在 第 i 次 抛掷 艇 子 的 颗 数 . 求 | 
: 
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36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


41. 
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令 po=P(X=0) 并 目 假设 0<po<1. 令 j=E[X] 和 o?= Var(X). 求 

(a) E[X|X #0], (b) Var(X|X #0). 

一 份 手稿 送 交 由 打字 员 A, B 和 C 组 成 的 打字 公司 . 如 果 由 A 打字 , 错误 的 个 数 是 均 
值 为 2.6 的 泊 松 随机 变量 ,如果 由 B 打字 , 错误 的 个 数 是 均值 为 3 的 泊 松 随机 变量 ; 
如 果 由 C 打字 , 错误 的 个 数 是 均值 为 3.4 的 泊 松 随机 变量 . 以 X 记 打 好 的 手稿 中 的 
错误 个 数 . 假定 每 个 打字 员 等 可 能 地 做 这 个 工作 . 

(a) 求 E[X].  (b) 求 Var(X). 

令 U 是 (0,1) 均匀 随机 变量 . 假设 要 做 ”次 试验 , 而 当 取 条 件 于 U = wv 时, 这 些 试验 
是 独立 的 ， 且 具有 相同 的 成 功 概率 wu. 计算 在 这 些 试验 中 出 现成 功 的 次 数 的 均值 与 方 
差 . 

随机 地 洗 一 副 标 有 数 1 到 n 的 n 张 卡 片 ,以 使 n! 个 可 能 的 排列 等 可 能 . 每 次 翻 开 一 
张 卡片 ， 直至 数 1 的 卡片 出 现 . 这 些 朝 上 的 卡片 组 成 第 一 个 循环 . 现在 我 们 (通过 看 翻 
开 的 卡片 ) 确定 在 没有 翻 开 的 卡片 中 数字 最 小 的 一 张 ， 并 继续 翻 卡片 直至 这 张 卡片 出 
现 . 这 个 新 的 卡片 的 集合 表示 第 二 个 循环 .我 们 再 确定 在 余下 的 卡片 中 数字 最 小 的 一 
张 , 而 且 翻 卡片 直到 它 出 现 , 如 此 等 等 , 直至 所 有 的 卡片 都 已 翻 开 . 以 mw 记 循 环 个 数 
的 均值 . 

(a) 推导 mn 的 一 个 由 mx,k = 1,2,…,n 一 1 表达 的 递 推 公式 . 

(b) 从 00 一 0 开始 ， 用 此 递 推 公式 求 7721，7722，7723，7724， (c) 猜测 mn 的 一 般 公式 . 

(d) 用 归纳 法 证 明 你 的 公式 . 即 证 明 它 对 n = 1 成 立 , 然后 假定 它 对 1,…,n 一 1 中 所 
有 的 值 都 正确 ， 并 证 明 这 就 推出 对 n 正确. . 

(e) 如 果 一 个 循环 结束 于 i, 就 令 Xi = 1, 否则 令 X; = 0,i = 1,…,n. 利用 这 些 X; 表 
示 循 环 数 . 

(f) 用 (e) 中 的 表示 确定 mm. (g) 随机 变量 X1,…, Xn 是 否 独 立 ? 给 出 解释 . 

(h) 求 循环 个 数 的 方差 . 

一 个 办 犯困 于 一 间 有 三 个 门 的 囚 室 . 第 一 个 门 通 向 一 条 隧道 , 经 过 此 隧道 两 天 后 他 将 
回 到 该 办 室 . 第 二 个 门 通 向 一 条 隧道 , 经 此 隧道 3 天 后 他 还 将 回 到 该 办 室 . 第 三 个 门 立 
刻 地 通 疝 自由 . 

(a) 假定 囚犯 总 是 分 别 以 概率 0.5, 0.3, 0.2 选取 门 1,2, 3. 问 直 到 他 获得 自由 的 天 数 的 
期 望 是 多 少 ? z 

(b) 假定 囚犯 总 是 等 可 能 地 在 他 没有 用 过 的 门 之 中 选取 . 问 直 到 他 获得 自由 的 天 数 的 
期 望 是 多 少 ? (假如 囚犯 在 开始 时 尝试 门 1, 然后 ， 当 他 回 到 了 办 室 ， 他 现在 就 只 从 门 
2, 3 选取 .) 

(c) 对 于 (a) 和 (b), 求 到 囚犯 到 达 自 由 的 天 数 的 方差 . 

一 个 老鼠 陷 进 了 迷宫 . 开始 它 必 须 选 取 两 个 方向 中 的 一 个 . 如 果 它 走向 右边 , 那么 它 
将 在 迷宫 中 徘徊 约 3 分 钟 ， 然 后 回 到 开始 的 位 置 . 如 果 它 走向 左边 ,那么 它 将 以 概率 
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1/3 经 过 2 分 钟 行程 后 离开 迷宫 ， 而 以 概率 2/3 在 5 分 钟 后 回 到 开始 的 位 置 . 假定 老 
鼠 总 是 等 可 能 地 走向 左边 或 走向 右边 . 它 将 陷 在 迷宫 的 分 钟 数 的 期 望 是 多 少 ? 

42. 总 共 11 个 人 , 包括 你 , 受 邀 去 一 个 社交 派对 . 人 们 到 达 社 交 派 对 的 时 间 是 独立 的 (0, 1) 
均匀 随机 变量 . 
(a) 求 比 你 先 到 的 人 数 的 期 望 。”(b) 求 比 你 先 到 的 人 数 的 方差 . 

43. 保险 公司 在 一 周 中 收 到 的 理赔 要 求 的 次 数 是 一 个 均值 为 wi, 方差 为 of 的 随机 变量 . 
而 付 与 每 款 理赔 的 钱 的 数量 是 一 个 均值 为 uo, 方差 为 o3 的 随机 变量 . 求 保险 公司 每 
周 付出 的 钱 的 数量 的 均值 和 方差 . 你 作 了 什么 样 的 独立 假设 ? 这 些 假设 合理 吗 ? 

44. 在 给 定 的 一 天 进入 某 商店 的 顾客 数 按 均值 为 入 = 10 当 松 地 分 布 . 一 个 顾客 花费 的 钱 
数 在 (0, 100) 上 均匀 地 分 布 . 求 商店 在 给 定 的 一 天 收入 的 钱 数 的 均值 和 方差 . 

45. 一 个 在 实 直 线 上 行走 的 人 试图 到 达 原 点 . 然而 ， 费 望 的 一 步 越 大 , 这 一 步 结 果 的 方差 
也 越 大 . 特别 地 ， 只 要 这 个 人 在 位 置 z，, 下 一 步 他 就 移 向 一 个 均值 为 0 和 方差 为 bz? 
的 位 置 . 以 X 记 此 人 在 n 步 后 的 位 置 . 假定 Xo = zo. 求 
(a) E[Xn]. (b) Var(Xn). 

46.(a) 证 明 z 

Cov(X,Y) = Cov(X, E[Y|X]) 
(b) 假设 对 于 常数 a 和。b， 
EIY|X] =a+bx 
证 明 
b= Cov(X,Y)/Var(X) 
*47. 若 E[Y|X] = 1, 证 明 
Var(XY) > Var(X) 


48. 通过 计算 ;1 Xi 的 甜 母 函 数 ， 然 后 求 其 微 商 以 得 到 它 的 矩 , 给 出 例 3.17 的 结果 的 





男 一 个 证 明 . 
提示 : 令 本 
bt =E es (之 
| 
E es (>) We "| 一 卫 eo ( 衬 台 = (px(t))” 





由 于 N 独立 于 Xi, 其 中 px(t) = Ele'*] 是 Xi 的 矩 母 函数 . 因此 
$8) = E[(Gx(t))™] 
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求 导 有 


p(t) = EIN(Gx(t)) $x(t)), 
b(t) = EIN(N — 1D)(Gx(t)™ ?Gx(t)) + N(Gx(t)™ 4 的 


在 t=0 取 值 得 到 所 求 的 结果 . 

A 和 B 对 弈 一 系列 博弈 ,每 次 博弈 A 赢 的 概率 为 p. 最 终 的 赢家 是 首先 比 男 一 个 人 
多 赢 两 次 的 玩家 . 

(a) 求 A 是 最 终 的 赢家 的 概率 .， ”(b) 求 玩家 博弈 的 次 数 的 期 望 . 

在 桶 中 有 三 枚 硬币 . 当 抛 掷 这 些 硬币 时 ,正面 向 上 的 概率 分 别 为 0.3, 0.5, 0.7. 从 这 三 
枚 硬币 中 随机 选取 一 个 ,然后 抛掷 它 10 次 . 令 N 是 在 这 10 次 中 得 到 的 正面 数 . 求 
(a) P(N=0). (b)P(N=n),n=0,1,.…,10. (cc N 是 否 有 二 项 分 布 . 

(d) 如 果 在 每 次 出 现 正 面 时 , 你 赢 1 元 , 而 在 每 次 出 现 反面 时 , 你 输 1 元. 这 是 否 是 公 
平 博弈 ? 给 出 解释 . 

在 每 次 抛掷 一 枚 硬币 后 , 将 它 放 回 桶 中 且 随 机 地 选取 另 一 个 硬币 , 在 此 假定 下 重 做 习 
题 50. 现在 N 有 二 项 分 布 吗 ? 

假设 X 和 了 是 分 别 有 密 度 fx 和 fy 的 独立 随机 变量 , 确定 P(X 十 Y < z) 的 一 维 积 
分 表达 式 . 

假设 X 是 均 信 为 的 泊 松 随机 变量 . 而 参数 本身 是 一 个 均值 为 1 的 指数 随机 变量 
证 明 P(X = 7n) = (3) 


从 一 组 10 枚 硬币 中 随机 选取 一 枚 , 第 n 枚 出 现 正 面 的 概率 为 n/10, n = 1,…,10. 重 


复 地 抛掷 该 枚 硬币 直至 出 现 正面 . 以 N 记 需 要 抛 撕 的 次 数 . 入 的 概率 分 布 是 什么 ?NN 
是 一 个 几何 随机 变量 吗 ? 什么 时 候 和 N 是 一 个 几何 随机 变量 , 也 就 是 , 必须 有 什么 不 同 
的 做 法 ? 

假设 在 习题 42 中 , 除了 你 ,其 他 被 邀请 的 人 是 均值 为 10 的 泊 松 随机 变量 . 

(a) 求 比 你 先 到 的 人 数 的 期 望 .，”(b) 求 你 是 第 n 个 到 达 的 概率 . 

数据 显示 在 雨天 伯克利 (美国 加 利 福 尼 亚 州 西部 城市 ) 的 交通 事故 数 是 均值 为 9 的 泊 
松 随 机 变量 , 而 在 晴天 是 均值 为 3 的 泊 松 随机 变量 . 以 X 记 明 天 的 交通 事故 数 . 如 果 
明天 下 雨 的 概率 是 0.6, 求 ” 

(a) EIX]. (b) P(X=0). (co Var(X). 

在 下 一 个 雨季 的 暴风 雨 的 次 数 是 按 泊 松 分 布 的 ,但 是 其 参数 值 4 在 (0,5) 上 均匀 分 


布 . 即 4 在 (0,5) 上 均匀 分 布 ,而 给 定 4 = 入 时, 暴风 雨 的 次 数 是 均值 为 和 的 泊 松 随 


58. 


机 变量 . 求 在 这 个 雨季 中 至 少 有 三 次 暴风 雨 的 概率 . 
有 n 枚 硬币 一 起 被 抛掷. 其 结果 是 彼此 独立 的 , 且 第 i 枚 硬币 以 概率 oi,i = 1,…,n 


出 现 正面 . 假设 对 于 某 个 值 j,1 < j < mw ai = 1/2. 求 这 mn 枚 硬币 出 现 正面 总 数 是 偶 
” 数 的 概率 . 


59. 
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令 4 入 为 一 个 试验 的 互 不 相 容 的 事件 . 如 果 不 断 地 重 做 这 个 独立 试验 , 4 在 B 前 
发 生 的 概率 是 多 少 ? 


“60. 两 个 玩家 轮流 抛掷 一 枚 正面 的 朝 上 的 概率 为 p 的 硬币 . 第 一 个 得 到 正面 的 人 是 赢家 . 


bt 


a 


[SS 


62. 





我 们 关注 的 是 第 一 个 玩家 是 赢家 的 概率 , 我 们 称 它 为 f(p). 在 确定 这 个 概率 之 前 , 回 
答 以 下 问题 ; 

(a) 你 认为 f(p) 是 p 的 单调 函数 吗 ? 如 果 是 , 它 是 递增 的 , 还 是 递减 的 ? 

(b) 你 认为 limz-i f(p) 的 值 是 多 少 ? (c) 你 认为 limp_,o fo) 的 值 是 多 少 ? (d) 求 f(p). 
假设 在 习题 29 中 射击 在 中 标 两 次 时 结束 .以 mi 记 玩 家 i 先 射 时 首次 中 标 时 的 平均 
射击 数 , i = 1,2. 再 以 PP 记 玩 家 i 先 射 时 玩家 1 首次 中 标的 概率 ,i=1,2. 

(a) 求 mi 和 m2. (b) 求 中 和 忆 . 

对 以 下 的 问题 , 假定 玩家 1 先 射击 . 

(c) 求 最 后 的 射击 由 玩家 1 中 标的 概率 ， (d) 求 两 次 都 是 由 玩家 1 中 标的 概率 . 

(e) 求 两 次 都 是 由 玩家 2 中 标的 概率 . (f) 求 射击 数 的 均值 . 

A, B 和 C 是 势均力敌 的 网 球 手 . A 与 B 先 比赛 一 场 , 赢 的 人 就 与 C 比赛 . 如 此 继续 ， 
赢 的 人 总 是 与 等 候 的 人 比赛 , 直至 其 中 一 个 球 手 在 一 系列 比赛 中 连 赢 了 两 场 ， 就 宣布 
该 球 手 为 最 终 赢 家 . 求 A 是 最 终 赢 家 的 概率 . 


. 假设 有 n 类 奖券 , 得 到 每 一 类 新 奖券 独立 于 过 去 的 选取 , 它 等 可 能 地 是 n 类 中 的 任意 


一 类 . 假设 其 人 继续 收集 直到 得 到 全 套 中 每 一 类 至 少 有 一 张 为 止 . 
(a) 求 在 最 后 的 收集 中 恰 有 一 张 类 型 i 奖券 的 概率 . 

提示 : 取 条 件 于 在 首 张 类 型 i 奖券 出 现 前 收集 到 的 类 型 数 了 . 

(b) 求 在 最 后 的 收集 中 恰好 出 现 一 张 的 类 型 数 的 期 望 . 


. A 和 B 轮流 地 据 一 对 骨 子 , A 先 开始 . A 的 目标 是 得 到 点 数 和 为 6, 而 B 的 目标 是 得 


到 点 数 和 为 7. 无 论 哪个 玩家 达到 他 的 目标 , 博弈 就 结束 , 而 该 玩家 就 是 赢家 . 
(a) 求 A 是 说 家 的 概率 .， (b) 求 毛 这 一 对 山子 的 次 数 的 期 望 
(co) 求 所 这 一 对 骨 子 的 次 数 的 方差 . 


. 在 一 个 含有 n 个 球 的 侈 中 , 红 球 的 个 数 等 可 能 地 是 0,1,…,n 中 任意 一 个 值 的 随机 变 


量 . 即 


P(i 个 红 ,n 一 i = -上 i=0,1,:…,n 
每 一 次 随机 地 拿 出 一 个 球 以 Yi 记 在 前 有 次 选取 中 的 红 球 数 , kk = 1,…,n 
(a@) 求 P(Yn= 站 ,j= 二 0,1,…,n.  (b) 求 P(Yw-1=7), j=0,1,…,n 
(0) 你 认为 P(Yx = 四 ,了 = 0,1,…,n 的 值 是 多 少 ? 
(d) 用 反 向 归纳 法 验证 你 对 于 (c) 的 回答 . 即 在 k= n 时 验证 你 的 回答 是 正确 , 然后 证 
明 ， 只 要 它 对 正确, 就 对 上 一 1 也 正确 , h 二 1.…n 
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足球 队 A 的 对 手 有 两 种 类 型 : 类 型 1, 类 型 2. 队 A 对 类 型 i 对手 的 得 分 进 球 数 是 均 
值 的 泊 松 随机 变量 , 此 处 Xi = 2, Xa = 3. 本 周末 该 队 有 两 次 与 他 们 并 不 熟悉 的 队 
比赛 . 假定 与 他 们 比赛 的 第 一 队 为 类 型 1 的 概率 是 0.6, 而 第 二 队 与 第 一 队 的 类 型 独 
立 , 且 为 类 型 1 的 概率 是 0.3, 确定 
(a) 本 周末 队 A 得 分 的 进 球 数 的 期 望 。，”(b) 队 A 总 共 进 5 个 球 的 概率 . 
连续 地 抛掷 正面 朝 上 的 概率 为 p 的 一 枚 硬币 , 以 Pj(n) 记 在 前 ”次 抛掷 中 出 现 连续 
j 个 正面 的 一 个 连贯 的 概率 . 
(a) 论证 

P(n)=P(n—1)+p (1 -pl P(n—i— 1 
(b) 通过 取 条 件 于 出 现 首 个 非 正面 , 推导 将 PP(n) 与 量 忆 (n 一 )(k = 1,…,j) 联系 起 
来 的 另 一 个 方程 
在 一 个 有 2” 个 竞赛 选手 的 网 球 锦标 赛 中 ， 选 手 配 成 对 比赛 . 输 的 选手 出 局 , 余下 的 
2"-! 个 选手 又 配 成 对 比赛 . 这 样 继续 n 轮 , 只 有 一 个 选手 未 被 击败 时 , 他 就 是 赢 的 人 . 
假设 竞赛 选手 编号 为 1 到 2", 而 且 只 要 两 个 选手 比赛 , 标号 小 的 选手 以 概率 p 取胜 
再 假设 余下 选手 的 配对 总 是 随机 的 ,致使 在 该 轮 中 所 有 可 能 的 配对 都 是 等 可 能 的 . 
(a) 选手 1 赢得 锦标 赛 的 概率 是 多 少 ? ”(b) 选手 2 赢得 锦标 赛 的 概率 是 多 少 ? 
提示 : 假设 随机 配对 在 锦标 赛 前 完成 . 即 第 一 轮 配 对 是 随机 确定 的 , 2" : 个 第 一 轮 的 
配对 是 随机 成 对 的 ,每 对 中 赢 的 选手 进入 第 二 轮 比赛 , 这 2"-? 组 (每 组 4 个 选手 ) 随 
机 成 对 ， 每 组 中 赢 的 选手 进入 第 三 轮 比赛 ， 如 此 等 等 . 选手 i 与 选手 ; 称 为 按 进度 在 
第 大 轮 中 相 和 遇 ， 倘 使 他 们 都 赢得 第 & - 1 轮 比赛 , 他 们 将 在 第 上 轮 中 相遇 . 现在 对 选 
手 1 与 选手 2 按 进度 相遇 那 一 轮 的 序数 取 条 件 . 
在 匹配 问题 中 , 我 们 说 (i,j)(i < 7) 成 对 , 如 果 i 选取 7 的 帽子 , 而 且 7 选取 i 的 帽子 . 
(a) 求 成 对 个 数 的 期 望 
(b) 以 Qn 记 没 有 成 对 的 概率 . 推导 一 个 用 Qj;(i < n) 表示 Qa 的 递 推 公式 . 
提示 : 用 循环 概念 . : 
(c) 用 (b) 中 的 递 推 公式 求 Qs. 
以 N 记 匹配 问题 结果 中 循环 的 个 数 ， 
(a) 令 M = E[N], 推导 一 个 用 M1,…, Mn-1 表示 Ma 的 方程 
(b) 以 Ci 记 含有 j 的 循环 的 长 度 . 证 明 


N= > 1/C; 
7 三 1 


并 用 前 面 的 结果 确定 E[N]. 
(c) 求 标记 1,2,…,k 的 人 都 在 同一 个 循环 中 的 概率 . 


“(d) 求 1,2,…,k 是 一 个 循环 的 概率 . 


71. 


:72. 


Go 


74， 


75. 


用 方程 (3.14) 得 到 方程 (3.10). 
提示 : 首先 在 方程 (3.14) 两 边 乘 以 n. 然后 写 下 一 个 由 n 一 1 代替 n 的 新 方程 ， 并 从 
后 者 中 减 去 前 者 . 
在 例 3.25 中 , 证 明 在 给 定 U1 =y 时 N 的 条 件 分 布 与 在 给 定 咏 = 1-y 时 M 的 条 件 
分 布 相同 . 再 证 明 

EVD =y = EIMIV =1—-y=1+e’ 
假设 我 们 连续 地 掷 一 颗 山 子 直至 所 有 掷 出 的 点 数 之 和 超过 100. 当 你 停止 时 总 和 最 可 
能 是 多 少 ? 
有 5 个 部 件 . 它们 都 独立 地 工作 , 部件 ; TE 的 概率 为 pi,i 二 1 2,3,4,5. 这 些 部 件 构 
成 一 个 系统 ,如 图 3.7 所 示 . 
系统 称 为 在 工作 ,如 果 在 图 标 左 端 产 生 的 信和 号 能 到 达 右 端 ， 其 中 它 能 通过 一 个 部 件 仅 
当 此 部 件 在 工作 .( 例 如 ,如 果 部 件 1 和 4 都 工作 , 系统 也 工作 .) 系统 工作 的 概率 是 多 
少 ? 





图 3.7 
本 问题 介绍 例 3.24 的 选票 问题 的 另 一 个 证 明 . 
(a) 论证 
Pn,m 二 1 一 P(A 和 B 在 某 点 成 平局 ). 
(b) 解释 为 什么 


P( A 接受 第 一 张 选票 , 而 且 他 们 最 终 成 平局 ) 
= P( B 接受 第 一 张 选票 , 而 且 他 们 最 终 成 平局 ). 


提示 : A 接受 第 一 张 选票 并 且 他 们 最 终 成 平局 的 任意 一 个 结果 , 对 应 于 B 接受 第 一 张 
选票 且 他 们 最 终 成 平局 的 一 个 结果 . 解释 这 个 对 应 . 
(0) 论证 P( 最 终 成 平局 )= 2m/(n 十 m), 并 断定 Pam = (n 一 m)/(n 填 mm). 


.考虑 一 个 财 徒 , 每 次 下 注 他 赢 1 美元 的 概率 为 18/38. 输 1 美元 的 概率 为 20/38 (如 果 


下 注 于 轮 盘 赠 , 它们 正 是 停 在 一 种 特殊 的 颜色 的 概率 ). 这 个 赌 徒 在 赢得 总 数 5 美元 或 
赌 100 次 时 离开 . 问 他 恰好 赌 15 次 的 概率 是 多 少 ? 


. 证 明 


(a) E[XY|Y = y = yE[XI|Y = Yy 
(b) Elg(X,Y)Y =y]= Elo(X,WlY =y (ec) EL[XY] = E[YEIX|Y] 
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78. 在 选票 问题 中 ( 例 3.24), 计算 P(A 从 没有 落后 ) 

79。 从 一 个 有 n 个 白 球 ，m 个 黑 球 的 舍 中 ， 每 次 取出 一 个 ”如 有 果 n > ™m， 证 明 念 中 
白 球 总 多 于 黑 球 (当然 ， 到 念 空 为 止 ) 的 概率 等 于 (n 一 m)/(n 十 m) 解释 为 什么 这 
个 概率 等 于 取出 的 球 的 集合 中 总 包含 白 球 多 于 黑 球 的 概率 .( 由 选票 问题 ， 后 者 正 是 
(nn — m)/(n + m)). : 

80. 连续 地 抛 搓 一 枚 出 现 正面 的 概率 为 p 的 硬币 n 次 . 从 第 一 次 抛掷 开始 ， 出 现 的 正面 数 
总 比 反面 数 多 的 概率 是 多 少 ? : 

81. 令 Xi,i> 1 是 独立 的 (0,1) 均匀 随机 变量 , 而 定义 六 为 

N = min{n : Xn < Xn-1} 

其 中 Xo 二 z. 令 f(z) = EIN]. 
(a) 通过 取 条 件 于 Xi ， 导 出 f(z) 的 一 个 积分 方程 。 (b) 对 (a) 中 导出 的 方程 两 边 取 
微 商 . 
[c) 求解 (b) 中 得 到 的 方程 (d) 对 于 确定 f(z) 的 第 二 种 途径 , 论证 


Rs 
PN ZN- 证 2 


(e) 利用 (d) 得 到 f(z). 
82. 邻 X1,X2,.… 是 独立 的 连续 随机 变量 ， 具 有 同样 的 分 布 函数 下 和 分 布 密度 f="， 
并 且 对 有 > 1 令 
Nx = min{n > k: Xn = X1,*: . ,Xn 中 第 k 个 大 的 } 
(a) 证 明 P(Nx = 7) = (k 一 1)/[n(n — 1)],n 2k. 


(b) 论证 
fxw, (7) = f(z)(F(2)" > ( ee ?re 
i=0 
(o) 证 明 下 述 恒等式 
al 一 a (ay 0<a<l,k>2 
i=0 


提示 : 用 归纳 法 . 当 k= 2 时 先 证 明 它 , 而 后 假定 它 对 于 大 正确 . 对 于 十 1 时 ,为 证 
明 它 成 立 , 利用 


ee Er 生 (oa 


1 一 1 4 一 工 


其 中 上 面 用 了 组 合 恒等式 


现在 , 用 归纳 法 假设 给 上 面 的 方程 的 右边 的 第 一 项 赋值 
(d) 最 后 得 到 Xn。 具有 分 布 下 
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人 


83. 


84. 


85. 


86. 


87. 


88. 


89. 


一 个 人 钨 中 含有 n 个 球 , 球 i 有 重量 wi,i = 1,…,n. 按 以 下 的 方案 从 侈 中 每 次 取出 一 
个 : 当 5 是 余下 的 球 的 集合 时 , 下 一 次 以 概率 wi/ jjes ui 取出 球 i,ieE 5. 求 在 取出 
球 i 之 前 , 取出 的 球 的 期 望 数 . 

在 3.6.1 节 的 列表 问题 例子 中 , 假设 在 时 间 t= 0 时 的 初始 排序 是 完全 随机 地 确定 的 . 
即 初始 时 所 有 nl 个 排列 都 是 等 可 能 的 . 按 移 向 列表 的 首位 的 规则 , 计算 所 需求 的 元 素 
在 时 刻 t 的 位 置 的 期 望 . 

提示 : 为 了 计算 P( 在 时 刻 t,e; 在 ei 前 ), 取 条 件 于 在 t 前 是 否 e; 或 e; 被 需求 . 

在 列表 问题 中 , 当 成 都 已 知 时 , 证 明 最 佳 排 序 (在 所 需求 的 元 素 的 位 置 的 期 望 最 小 
的 意义 下 为 最 佳 ) 是 按 它 们 的 概率 递减 的 配置 元 素 . 即 若 已 > PB > … > Pn, 证 明 
1, 2,…,n 就 是 最 佳 排序 . 

当 m = 5 时 ， 考察 3.6.2 节 的 随机 图 ， 计 算 连 通 分 量 个 数 的 概率 分 布 ， 并 用 它 计算 


E[C], 然后 将 你 的 解答 与 和 | 
-二 (a 


比较 , 以 此 验证 你 的 解答 . 


(a) 由 3.6.3 节 的 结果 , 我 们 可 以 得 到 方程 z1 十 … 十 zm =n 共 有 ( Ca | 个 


mC—1 
非 负 整数 解 的 结论 . 直接 证 明 此 结论 . 
(b) 方程 xz1 十 … 十 zm = n 共有 多 少 个 正 整数 解 ? 
提示 : 令 y; = zi 一 1. 
(c) 对 于 Bose-Einstein 分 布 , 计算 恰 有 个 X; 等 于 0 的 概率 . 
在 3.6.3 节 中 , 我 们 看 到 如 果 U 是 一 个 (0, 1) 均匀 随机 变量 , 而 且 如 果 在 条 件 U =p 
下 , X 是 一 个 参数 为 (wp) 的 二 项 随机 变量 , 那么 


P{X =i}= i=0,1,.…,n 


1 
ntl’ 
对 于 另 一 个 证 明 此 结果 的 方法 , 令 UX1,X2,… ,Xn 是 独立 的 (0, 1) 均匀 随机 变量 . 
定义 和 为 

太一 要 总 
即 若 将 此 n 十 1 个 变量 由 小 到 大 排序 , 那么 U 将 在 位 置 X + 1 
(a) P(X =i) 是 多 少 ? ”(b) 解释 这 如 何 证 明了 习题 88 的 结论 
邻 厂 ,…, I 是 独立 随机 变量 , 它们 中 的 每 个 都 等 可 能 的 取 0 或 1. 一 个 著名 的 非 参 
数 统计 检验 ( 称 为 符号 秩 检 验 ) 是 有 关于 确定 由 


P,.(k)=P 人 王 世 < 


定义 的 Pn(k). 验证 如 下 的 公式 : 


P,(k) = > Pi(h) + > i 
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91. 


92. 


“93. 


94. 


第 3 章 条 件 概率 与 条 件 期 户 


在 每 个 时 段 出 现 的 事故 次 数 是 一 个 均值 为 5 的 泊 松 随机 变量 . 令 Xn,n > 1 等 于 第 m 
个 时 段 中 的 事故 数 . 求 ELIN], 当 

(a 三 可 让 (人 二 2 三 三 0 

(DNS=mmnm{n :Xr 3 2 Xn = lAXn i=0 Xn = 2.. 

对 于 一 枚 出 现 正面 的 概率 为 p 的 硬币 , 求 得 到 模型 : 正 , 反 , 正 , 正 , 反 , 正 , 反 , 正 
所 需 抛掷 的 次 数 的 期 望 . 

乔 希 在 上 班 路 上 看 到 硬币 的 数目 是 均值 为 6 的 泊 松 随机 变量 . 每 个 硬币 等 可 能 地 是 1 
分 、5 分 、10 分 或 25 分 . 乔 希 捡 起 除 一 分 币 外 的 其 他 硬币 . 

(a) 求 乔 希 上 班 途中 捡 起 钱 的 总 值 的 期 望 . 

(b) 求 乔 希 上 班 途中 捡 起 钱 的 总 值 的 方差. 

(c) 求 乔 希 上 班 途 中 捡 起 钱 的 总 值 恰 为 25 分 的 概率 . 

考察 一 系列 独立 试验 ， 每 个 试验 的 结果 等 可 能 地 为 0, 1,…,m 中 的 任意 一 个 .说 第 
一 轮 开 始 于 第 一 个 试验 ， 而 新 的 一 轮 于 每 次 出 现 结果 0 时 开始 . 以 N 记 直 至 结果 
1,…,m 一 1 都 出 现在 同一 轮 时 的 试验 次 数 . 再 以 Ti 记 直 至 j 个 不 同 结果 出 现 的 试验 
次 数 ， 而 以 石 记 出 现 的 第 7 个 不 同 结果 .( 所 以 结果 I; 首次 出 现 于 试验 T;) 

(a) 论证 随机 向 量 (了,…, Im) 与 (及 ,… ,Tm) 是 独立 的 . 

(b) 如 果 结果 0 是 出 现 的 第 ; 个 不 同 结果 , 则 令 X= j, 如 此 定义 了 和 (故而 Ix = 0). 
通过 取 条 件 于 ,导出 一 个 用 E[T;] 表示 ELV] 的 方程 , 7 = 1 mm 一 1 

(c) 确定 E[Ty],7 = 1,…,m 一 1. 

提示 : 参见 第 2 章 习 题 42. 

(d) 求 E[N]. 

令 NN 是 超 几 何 随机 变量 , 具有 在 w 个 白 球 和 个 蓝 球 的 一 个 集合 中 选取 的 样本 量 为 
7 的 一 个 随机 样本 中 日 球 的 个 数 的 分 布 . 即 


ee 
人 
其 中 我 们 用 了 当 了 < 0 或 了 > m 时 ” | = 0 的 约定 . 现在 , 考虑 一 个 复合 随机 变 


量 Sv = 缉 作 Xi, 其 中 Xi 是 正 整 数值 随机 变量 , 具有 aj = P(X; = 刀 . 

(a) 以 3. 7 节 中 定义 的 M, 求 M 一 1 的 分 布 . 

(b) 抑制 它 对 于 5b 的 依赖 性 , 令 Ps,r(k) = P(SN = 有 对 Pu,r(k) 推导 一 个 递 推 方程 . 
(c) 用 (b) 中 的 递 推 式 求 Pi (2). 
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4.1 5| 


0 路 


在 这 一 章 中 , 我 们 考察 取 有 限 个 值 或 者 可 数 个 可 能 值 的 随机 过 程 {Xn,n = 
0, 1, 2,…}. 除非 特别 提醒 , 这 个 随机 过 程 的 可 能 值 的 集合 都 将 记 为 非 负 整数 的 集 
合 {0,1,2,…}. 如 果 Xh = i, 那么 称 该 过 程 在 时 刻 t 在 状态 i. 我 们 假设 只 要 过 程 
在 状态 ? 就 有 一 个 固定 的 概率 Pi; 使 它 在 下 一 个 时 刻 在 状态 j. 即 我 们 假设 对 于 一 
切 状态 io0, 订 ,…,in-1,i,j 与 一 切 交 这 0, 有 


P{Xn41 = j|Xn = i Xn 1 = in-1,*, X1 = ,Xo= io}= PP; (4.1) 


这 样 的 随机 过 程 称 为 马尔 可 夫 链 . 方程 (4.1) 可 以 解释 为 , 对 于 一 个 马尔 可 夫 链 , 在 
给 定 过 去 的 状态 Xo, X1,…,Xn-1 和 现在 的 状态 Xn 时 , 将 来 的 状态 Xn+1 的 条 件 
分 布 独立 于 过 去 的 状态 , 且 只 依赖 于 现在 的 状态 . 

P; 表示 过 程 处 在 状态 i 时 下 一 次 转移 到 状态 j 的 概率 . 由 于 概率 都 是 非 负 的 ， 
又 由 于 过 程 必须 转移 到 某 个 状态 , 我 们 有 


Py >0, i1ij>20; 2_Pi=1, i=0,1,.… 
一 


以 书记 一 步 转移 概率 Pi; 的 矩阵 , 所 以 


Poo Po Fo … 
Po Ti My a 

i 
Po Pa Fs 


例 4.1 (天 气 预报 ) 假设 明天 下 雨 的 机 会 只 依赖 于 前 一 天 的 天 气 条 件 , 即今 天 是 否 
下 雨 , 而 不 依赖 过 去 的 天 气 条 件 . 再 假设 如 果 今 天 下 十 ,那么 明天 下 十 的 概率 为 c 
如 果 今天 没有 下 雨 , 那么 明天 下 雨 的 概率 为 5 

如 果 下 雨 , 我 们 假定 过 程 在 状态 0; 如 果 不 下 雨 , 我 们 假定 过 程 在 状态 1. 那么 ， 
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和 


上 面 的 内 容 是 一 个 两 个 状态 的 马尔 可 夫 链 , 其 转移 概率 矩阵 给 定 为 
a 工 一 上 aQ 
B 1 一 0 
例 4.2 (一 个 通讯 系统 ) 考察 一 个 传送 数字 0 和 1 的 通讯 系统 . 每 个 数字 的 传送 必 
须 经 过 几 个 阶段 在 每 个 阶段 有 一 个 概率 p 使 进入 的 数字 在 离开 时 不 改变 . 以 Xn 
记 第 个 阶段 进入 的 数字 , 则 {Xn,n = 0,1,2,…} 是 一 个 两 个 状态 的 马尔 可 大 链 ， 
具有 转移 概率 矩阵 


P= 加 














D 1 一 2 
l—p 2 
例 4.3 ”在 任意 给 定 的 一 天 , 加 里 的 心情 或 者 是 快乐 的 (cheerful, C)， 或 者 是 一 般 
的 (so-so, 9S), 或 者 是 忧郁 的 (glum, G). 如 果 今 天 他 是 快乐 的 , 则 明天 他 分 别 以 概率 
0.5,0.4,0.1 是 C, S, G. 如 果 今 天 他 感觉 一 般 ， 则 明天 他 分 别 以 概率 0.3, 0.4, 0.3 为 C， 
S, G. 如 果 今 天 他 是 忧郁 的 ， 则 明天 他 分 别 以 概率 0.2,0.3,0.5 为 C, S, G. 

以 义 , 记 加 里 在 第 n 天 的 心情 , 则 {Xn,n > 0} 是 一 个 三 个 状态 的 马尔 可 夫 链 
(状态 0=C, 状态 1=5, 状态 2=G), 具有 转移 概率 矩阵 


0.5 0.4 0.1 
0.3 0.4 0.3 国 
0.2 0.3 0.5 


例 4.4 (将 一 个 过 程 转变 为 马尔 可 夫 链 ) 假设 今天 是 否 下 雨 依赖 于 前 两 天 的 天 气 条 
件 . 特别 地 , 假设 如 果 过 去 的 两 天 都 下 雨 , 那么 明天 下 雨 的 概率 为 0.7; 如 有 果 今 天 下 
雨 , 但 昨天 没有 , 那么 明天 下 雨 的 概率 为 0.5; 如 果 昨 天 下 雨 , 但 今天 没有 , 那么 明天 
下 雨 的 概率 为 0.4; 如 果 过 去 的 两 天 都 没有 下 雨 , 那么 明天 下 雨 的 概率 为 0.2. 

如 果 假 设 在 时 间 n 的 状态 只 依赖 于 在 时 间 ”是 否 下 雨 , 那么 上 面 的 模型 就 不 
是 一 个 马尔 可 夫 链 (为 什么 不 是 ?). 然而 , 我 们 可 以 通过 假定 在 任意 时 间 的 状态 是 由 
这 天 与 前 一 天 两 者 的 天 气 条 件 所 确定 , 将 上 面 的 模型 转变 为 一 个 马尔 可 夫 链 . 换 条 
话说 , 我 们 可 以 假定 过 程 处 在 

状态 0 如 果 今 天 和 昨天 都 下 十 .状态 1 如 果 今 天 下 雨 , 但 昨天 没有 . 

状态 2 如 果 昨 天 下 雨 , 但 今天 没有 ”状态 3 如 果 今 天 和 昨天 都 没有 下 两. 

前 面 的 内 容 就 表示 一 个 4 个 状态 的 马尔 可 夫 链 , 具有 转移 概率 矩阵 


07 0 0.3 0 
05 0 0.5 0 
0 04 0 0.6 
0 02 0 0.8 


P= 图 














P= 
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你 应 该 仔细 地 检查 矩阵 已, 以 确保 你 真正 明白 了 它 是 怎样 得 到 的 . 国 
例 4.5 (随机 游 动 模型 ) 一 个 状态 空间 由 整数 i = 0, 土 1, 土 2,… 给 出 的 马尔 可 夫 链 
称 为 随机 游 动 , 如 果 对 于 某 个 数 0 <P < 1， 


Fiitil =p=1— Pi1, 2 一 0, 士 1, …. 


上 面 的 马尔 可 夫 链 之 所 以 称 为 随机 游 动 , 是 因为 我 们 可 以 将 它 想 成 一 个 人 在 直线 上 
行走 , 他 在 每 一 个 时 间 点 以 概率 p 向 右 走 一 步 , 或 者 以 概率 1 - p 向 左 走 一 步 。 国 
例 4.6 (赌博 模型 ) 考察 一 个 赌 徒 , 在 每 局 中 赢 1 美元 的 概率 为 p, 输 1 美元 的 概率 
为 1 一 p. 如 果 我 们 假设 他 在 破产 时 或 者 在 财富 达到 N 元 时 离开 , 那么 赌 徒 的 财富 
是 一 个 马尔 可 夫 链 , 具有 转移 概率 


Riiti=p=1— -Pil, i=1,2,:.…,N—1, Po= PyNn=1 


状态 0 和 NN 称 为 吸收 态 , 因为 一 旦 进入 此 状态 , 它们 就 不 再 离开 . 注意 上 面 的 是 一 
个 具有 吸收 壁 (状态 0 和 N) 的 有 限 状 态 的 随机 游 动 . 图 
例 4.7 ”在 欧洲 和 亚洲 的 绝 大 部 分 汽车 年 保险 金 是 由 所 谓 好 - 坏 系统 确定 的 . 每 个 
参 保 人 被 赋予 一 个 正 整 数值 的 状态 , 而 年 保险 金 是 该 状态 (当然 , 要 根据 保险 的 是 什 
么 类 型 的 车 及 保险 的 水 平 ) 的 一 个 函数 . 参 保 人 的 状态 随 着 参 保 人 要 求 理赔 的 次 数 
一 年 一 年 地 变化 . 因为 低 的 状态 对 应 于 低 的 年 保险 金 , 如 果 参 保 人 在 上 一 年 没有 理 
赔 要 求 , 他 的 状态 就 将 降低 , 而 如 果 参 保 人 在 上 一 年 至 少 有 一 次 理赔 要 求 , 他 的 状态 
一 般 会 增加 . (所 以 , 无 理赔 是 好 的 , 并 且 一 般 会 导致 低 保险 金 , 而 要 求 理 赔 是 坏 的 ， 
一 般 会 导致 更 高 的 保险 金 .) 

对 于 给 定 的 一 个 好 - 坏 系统 , 以 si(k) 记 一 个 在 上 一 年 处 在 状态 i 且 在 该 年 有 
k 次 理赔 要 求 的 参 保 人 在 下 一 年 的 状态 . 如 果 我 们 假设 一 个 特定 的 参 保 人 年 理赔 要 
求 的 次 数 是 参数 为 和 的 泊 松 随机 变量 , 那么 此 参 保 人 相继 的 状态 将 构成 一 个 马尔 可 
夫 链 , 具有 转移 概率 


A* 
Ps 人 ] 之 
k:si(k)=7 
然而 通常 有 很 多 状态 (20 个 左右 并 不 是 非典 型 ), 下 表 详 细 说 明了 一 个 有 4 个 


下 一 个 状态 
状态 年 保险 金 0 个 理赔 1 个 理赔 2 个 理赔 3 个 理赔 以 上 
1 200 1 2 3 4 
2 250 1 3 4 4 
3 400 2 4 4 4 
4 600 3 4 4 4 
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因此 , 例如 , 此 表 说 明了 s2(0) = 1 s2(1) = 3; s2(k) = 4,k > 2. 考察 年 理赔 次 数 是 参 
数 为 和 的 泊 松 随机 变量 的 一 个 参 保 人 . 如 果 这 样 的 参 保 人 一 年 中 有 Re 
的 概率 为 ax, 那么 
kl 

对 于 上 表 说 明 的 好 - 坏 系统 , 参 保 人 相继 的 状态 的 转移 概率 矩阵 是 

Q0 Qa1 az 工 一 ao 一 Ql 一 Qo2 

P= QO 0 Ql1 1—ao—al 图 
0 Qo 0 1 一 QO 
0 0 CQ0 1 一 QO 


4.2 ” C-K 方程 (Chapman-Kolmogorov 方程 ) 


我 们 已 经 定义 了 一 步 转 移 概率 Pij. 现在 我 们 定义 n 步 转移 概率 Pr 为 处 于 状 
态 i 的 过 程 将 在 n 次 转移 后 处 于 状态 ; 的 概率 . 即 


Py =P{Xntk =j|Xk =i}, n>0,i,j>0 
当然 Pi = Pij. C-K 方程 ( 查 普 曼 - 科 尔 莫 芒 罗 夫 方程 ) 提供 了 计算 n 步 转移 概率 
的 一 个 方法 . 这 些 方程 是 
PIH 一 》 PPR 对 于 一 切 n,m 之 0, 一 切 i,; (4.2) 


k=0 
这 很 容易 理解 , 只 要 注意 到 Pi Pm 表示 开始 处 在 状态 i 的 过 程 通过 一 条 第 n 次 转 
移 处 于 状态 有 的 道路 , 经 过 n + m 次 转移 至 状态 7 的 概率 . 因此 , 对 所 有 的 中 间 状 
态 k 求 和 就 得 到 过 程 在 n+ 十 m 次 转移 后 处 于 状态 了 的 概率 . 形式 地 , 我 们 有 


Pr™ = P{XnHm = = jlXo= 计 = p20 = j, Xn = k|Xo = 
k=0 


= = = j|X», = k, Xo = i}P{X, = i = 让 = Sprpn 
k=0 k=0 


如 果 我 们 以 PW 记 n 步 转移 概率 PS 的 矩阵 , 那么 方程 (4.2) 表明 
Ptm) 一 pl?) . pm) 
其 中 中 间 的 点 表示 矩阵 的 乘法 .9 因此 , 特别 地 
2) = PLD Pp.P=P? 


四 若是 一 个 WxM 和 矩阵 , 其 i 行 7 列 的 元 素 是 aij, 而 吾 是 一 个 Mw 外 了 其 i 行 7 列 的 元 素 是 
bi;, 那么 A. B 定义 为 一 个 Nx 矩阵, 其 i 行 7 列 的 元 素 是 > Qik bkj-. 
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而 由 归纳 法 
Pn 过 万 人 一 1 了 二 万 7 一 ! .万 一 pp” 


即 n 步 转移 概率 和 窍 阵 可 以 由 PP 自 乘 ”次 得 到 . 

例 4.8 考察 例 4.1, 其 中 天 气 被 考虑 为 两 个 状态 的 马尔 可 夫 链 . 如 果 a = 0.7 且 
B = 0.4, 那么 计算 给 定 今天 下 雨 , 今天 往 后 的 4 天 都 下 雨 的 概率 . 

解 ”一步 转移 概率 矩阵 给 出 为 
















































































0.7 0.3 
0.4 0.6 
因此 
PC) _ P2 _ 0.7 0.3 0.7 0.3 0.61 0.39 
0.4 0.6 0.4 0.6 0.52 0.48 
p(s) _ (P2)2 = 0.61 0.39 0.61 0.39 0.5749 0.4251 
0.52 0.48 0.52 0.48 0.5668 0.4332 
而 要 求 的 概率 Pjo 等 于 0.5749. 大 


例 4.9 ”考察 例 4.4, 已 知 星期 一 与 星期 二 下 雨 , 问 星期 四 下 雨 的 概率 是 多 少 ? 
解 ”两 步 转移 概率 官 阵 给 出 为 


0.7 0 0.3 0 0.7 0 0.3 0 
poO_p_||o50 050 II05 0 050 
0 04 0 0.6 0 04 0 0.6 
0 02 0 0.8 0 02 0 0.8 


0.49 0.12 0.21 0.18 
0.35 0.20 0.15 0.30 
0.20 0.12 0.20 0.48 
0.10 0.16 0.10 0.64 


由 于 星期 四 下 雨 等 价 于 星期 四 处 在 状态 0 或 状态 1 的 过 程 , 要 求 的 概率 由 BE 十 
P2 = 0.49 + 0.12 = 0.61 给 出 . 国 
至 此 , 我 们 考虑 的 所 有 概率 都 是 条 件 概率 . 例如 , Pi 是 给 定 在 时 间 0 的 初始 状 
态 为 i 时 在 时 间 ”处 于 状态 ; 的 概率 . 如 果 要 求 在 时 间 ” 的 状态 的 无 条 件 分 布 , 就 
必须 指定 初始 状态 的 概率 分 布 . 让 我 们 将 它 记 为 
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OO 
Qi 三 P{Xo= 人 i i>0 (> = ! 


?一 0 
一 切 无 条 件 概 率 都 可 以 经 过 对 初始 状态 取 条 件 算得 . 即 


P{Xn =j} = >》 P{Xn = jlXo =iP{Xo0= 计 = Pa 
i=0 i 二 0 
例如 , 在 例 4.8 中 , 如 果 ao = 0.4,a1 = 0.6， 那么 在 我 们 开始 保留 天 气 记录 后 ， 
四 天 都 下 两 的 (无 条 件 ) 概率 是 


P{X4 = 0} = 0.4P4 十 0.6P4 = (0.4)(0.5749) + (0.6)(0.5668) = 0.5700 


假设 你 要 确定 马尔 可 夫 链 到 时 间 ?” 为止 进入 任意 一 个 特定 的 状态 集合 x 的 
概率 . 完成 它 的 一 个 途经 是 重 置 离开 x 中 的 状态 的 转移 概率 为 


1， 和 在?E 好 7 = 
P{Xm+1 = j|Xm = i} = | en 
即 4 中 所 有 的 状态 转变 为 吸收 态 , 一 旦 进入 此 状态 就 不 能 离开 . 因为 原来 的 和 转 
变 后 的 马尔 可 夫 链 直到 进入 ox 中 的 一 个 状态 前 遵从 相同 的 概率 , 由 此 就 推出 原来 
的 马尔 可 夫 链 到 时 间 n 为 止 进入 x 中 的 一 个 状态 的 概率 等 于 转变 后 的 马尔 可 夫 链 
在 时 间 ”处 在 x 中 的 一 个 状态 的 概率 . 
例 4.10 一 个 领养 老 金 的 人 在 每 月 初 接收 2( 干 美元 ). 他 每 月 需要 花费 的 金额 独立 
于 他 拥有 的 金额 , 并 以 概率 P 等 于 ii= 1,2,3,4, 》，_, R= 1. 如 果 他 在 月 末 金 额 
多 于 3, 他 便 将 超过 3 的 金额 给 他 的 儿子 . 如 果 在 月 初 接收 付款 后 , 他 有 金额 5, 问 
在 随后 的 四 个 月 中 的 任意 时 间 , 他 的 资金 等 于 或 者 少 于 1 的 概率 是 多 少 ? 
解 ” 为 了 求 得 需要 的 概率 , 我 们 考察 一 个 马尔 可 夫 链 , 其 状态 是 这 个 养老 人 在 月 末 
的 金额 . 由 于 我 们 关注 的 是 这 个 金额 是 否 最 终 低 至 1, 我 们 以 1 表示 他 的 月 末 人 金额 
最 终 小 于 或 等 于 1. 因为 这 个 养老 人 在 月 末 将 任何 超过 3 的 部 分 给 了 他 儿子 , 我 们 
只 需 考 虑 状态 为 1,2,3 的 马尔 可 夫 链 , 而 转移 概率 矩阵 Q = (Qi,j) 给 出 为 


1 0 0 
PB+h PP P 
Pa Ps P+i+P 














为 了 理解 以 上 的 情形 , 考虑 Q2,1, 它 是 给 定 养老 人 在 月 末 拥 有 金额 2 时 , 他 在 下 一 个 
月 月 末 有 的 金额 小 于 或 等 于 1 的 概率 . 因为 养老 人 一 个 新 月 份 的 月 初 金额 是 2+2 = 


4.3 状态 的 分 类 


4, 如 果 他 花费 3 或 4, 那么 他 在 月 末 的 金额 将 小 于 或 等 于 1. 因此 Q21 = 玉 十 已 . 
可 以 同样 地 解释 其 他 转移 概率 . 
假设 现在 P= 1/4,i = 1 2, 3,4, 转移 概率 矩阵 是 
1 0 0 
1/2 1/4 1/4 
1/4 1/4 1/2 








将 此 矩阵 平方 , 然后 再 将 所 得 的 矩阵 平方 , 给 出 矩阵 


1 0 0 


222 13 21 
256 256 256 
201 21 34 
256 256 256 


因为 养老 人 的 初始 月 末 资 金 是 3, 所 求 的 概率 是 @4 ， = 201/256. 
令 {Xn,n > 0} 是 转移 概率 为 P, 的 马尔 可 夫 链 , 如 果 我 们 以 Qi; 记 转变 of 
中 的 一 切 状态 为 吸收 态 的 转移 概率 , 那么 


|， 行 1E 好 7 =; 
Qij=4 0， 若 iEx,7 关 人 i 
7 其 他 


对 于 ij 4 9,n 阶段 转移 概率 8?; 代表 开始 处 于 状态 i 的 原来 的 链 , 并 没有 进入 x 
中 的 任意 状态 , 且 在 时 间 n 处 于 状态 7 的 概率 . 例如 , 在 例 4.10 中 , 在 一 月 初 开始 是 
5， 1 且 在 5 月 初 的 资金 是 4 的 概率 是 Q3。 = 21/256. 

定 链 在 开始 时 处 在 状态 i, 到 时 间 nn 为 止 从 未 进入 过 x 中 的 任意 状态 时 , 我 
es Xn 的 条 件 概率 , 即 对 于 i,j 4 7， 


P{Xn = jlXo =i, Xp ¢ of,k = 1,...,n} 


PP 如 KEEP 人 n 
{Xx ¢ io 三 应 a 


4.3 ”状态 的 分 类 


状态 7 称 为 是 从 状态 i 可 达 的 , 如 果 对 于 某 个 n> 0 有 Py > 0. 注意 这 蕴含 状 
态 j 是 从 状态 i 可 达 的 当 且 仅 当 从 i 开始 的 过 程 最 终 可 能 到 达 状 态 j. 这 是 正确 的 ， 
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因为 如 果 状 态 ; 不 是 从 状态 i 可 达 的 , 那么 


P{ 最 终 进入 状态 j| 开始 在 状态 针 = 卫 | Lj) {Xn = Xo = | 


n=0 


< P{Xn=jlX0=}=2_,P3=0 
有 一 0 n=0 
互相 可 达 的 两 个 状态 i 和 了 称 为 互通 的 , 我 们 写 为 i ~ j 
注意 任意 状态 都 与 它 自己 是 互通 的 , 由 定义 有 


Po =P{Xo=ilXo= 人 =1 


互通 关系 满足 以 下 的 三 个 性 质 : 

(i) 一 切 ;> 0, 状态 ; 与 状态 1 互通 . 

(ii) 如 果 状 态 i 与 状态 了 互通 , 那么 状态 j 与 状态 i 互通 . 

ii) 如 果 状 态 i 与 状态 7 互通 , 且 状 态 j 与 状态 互通 , 那么 状态 i 与 状态 上 
互通 . 

性 质 (i) 和 (i) 即 得 自 互 通 的 定义 . 为 了 证 明 性 质 ( 阁 ), 假设 i 与 j 互通 , 且 7 
与 上 互通. 于 是 存在 整数 nn 和 m 使 Pr > 0, PR >0. 现在 由 C-K 方程 , 我们 有 


a > PiPikg >0 
r=0 / 
因此 , 状态 是 从 状态 i 可 达 的 . 类 似 地 , 我 们 可 以 证 明 状态 i 是 从 状态 可 达 的 ， 
因此 , 状态 i 与 状态 互通. : 

两 个 互通 的 状态 , 称 为 在 同一 个 状态 类 中 . (i), ( 和 (省) 的 简单 推论 是 , 两 个 
状态 的 类 或 者 相同 , 或 者 不 相交 . 换 句 话说 , 互通 的 概念 将 状态 空间 分 为 许多 分 离 
的 类 . 马尔 可 夫 链 称 为 不 可 约 的 , 如 果 只 有 一 个 类 且 所 有 的 状态 彼此 互通 
例 4.11 考虑 由 0,1,2 三 个 状态 组 成 的 马尔 可 夫 链 , 其 转移 概率 矩阵 为 


OO Di DI— 
WP 一 Di— 
wD 本 © 


容易 验证 这 个 马尔 可 夫 链 是 不 可 约 的 . 例如 , 它 可 能 从 状态 0 到 达 状 态 2, 因为 


0 一 1 一 2 
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Ca 


即 从 状态 0 到 达 状态 2 的 一 个 途径 是 , 从 状态 0 到 状态 1( 以 概率 1/2), 然后 从 状态 


1 到 状态 2( 以 概率 1/4). 中 
“ 例 4.12 考虑 由 0, 1， 2, 3 四 个 状态 组 成 的 马尔 可 夫 链 , 其 转移 概率 矩阵 为 
1 1 i 
2 3 
1 1 
BD 0 0 
1 1 1 1 
4 4 4 4 
0 0 0 1 


此 马尔 可 夫 链 的 类 是 {0,1}, {2}, {3}. 注意 状态 0 或 1) 是 从 状态 2 可 达 的 , 但 是 反 
过 来 并 不 对 . 由 于 状态 3 是 一 个 吸收 态 , 即 已; = 1， 没有 从 它 可 达 的 其 他 状态 ， 国 

对 于 任意 状态 i, 我 们 以 fi 记 开 始 在 状态 i 的 过 程 最 终 再 进入 i 的 概率 . 状态 ; 
称 为 常 返 态 , 如 果 fi = 1, 而 称 为 暂 态 , 如 果 f; < 1 

假设 过 程 开始 在 状态 i, 且 i 是 常 返 态 . 因此 ， 过 程 将 以 概率 1 再 进入 i. 然而 ， 
由 马尔 可 夫 链 的 定义 , 当 它 再 进入 i 时 ， 该 过 程 将 又 重复 , 从 而 状态 i 最 终 将 再 度 被 
访问 . 继续 重复 这 个 推理 产生 如 下 结论 : 如 果 状 太 i 是 第 返 态 , 那么 开始 在 状态 了 的 
过 程 将 一 再 地 进入 i( 事 实 上 是 无 穷 多 次 )， 

尺 一 方面 , 假设 状态 i 是 暂 态 . 因此 , 过 程 每 次 进入 i 将 有 一 个 正 的 概率 1 一 下 
不 再 进入 这 个 状态 . 所 以 , 开始 在 状态 i 的 过 程 将 恰好 在 状态 ; 停留 n 个 时 间 周 期 
的 概率 等 于 太一 (1 一方 ),m > 1. 换 句 话说 , 如 果 状 太 ; 及 暂 态 , 那么 开始 在 状态 i 
的 过 程 处 于 状态 i 的 时 间 周 期 的 个 数 有 一 个 有 限 均 值 为 1/(1 一 到 ) 的 几何 分 布 . 

从 以 上 两 节 推 出 , 状态 i 是 常 返 态 当 且 仅 当 开 始 在 状态 ; 的 过 程 处 于 状态 i 的 
时 间 周 期 的 期 望 数 是 无 穷 的 . 但 是 , 令 


我 人 有 > 。, 表示 过 程 处 于 状态 i 的 时 间 周期 的 个 数 . 再 有 


也 pa 二 | = SElL,lX i 至 Ptx， = 让 Xo = 计 = Sp 
n=0 n=0 n=0 ep 
如 此 , 我 们 就 证 明了 如 下 的 命题 . 


命题 4.1 ”状态 i 是 


常 运 态 , 如 果 》 Pr = oo 暂 态 ,如 果 》, P < oo 
n=1 


n 二 1 
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推导 上 述 命题 的 推理 更 加 重要 , 因为 它 也 表明 了 一 个 暂 态 只 能 被 访问 有 限 次 
( 因 之 名 为 暂 态 ). 由 此 得 出 在 一 个 有 限 状 态 马 尔 可 夫 链 中 不 可 能 所 有 的 状态 都 是 暂 
态 . 为 了 明白 此 理 , 假设 状态 为 0,1,…,M, 并 假设 它们 都 是 暂 态 . 那么 在 有 限时 间 
后 (例如 , 时 间 To 后 ) 状态 0 不 再 被 访 , 而 在 有 限时 间 后 (例如 , 时 间 卫 后 状态 1 
不 再 被 访 , 在 有 限时 间 后 (例如 , 时 间 Zs 后 ) 状态 2 不 再 被 访 , 如 此 等 等 . 于 是 在 有 
限时 间 工 = max{7To, 也 ,… ,TMm} 后 无 状态 可 访 . 但 是 因为 过 程 在 时 间 了 后 必须 处 
于 其 个 状态 , 我 们 产生 了 一 个 矛盾 , 它 说 明 至 少 一 个 状态 必须 在 常 运 态 . 

命题 4.1 的 另 一 个 用 处 是 , 它 可 使 我 们 证 明 常 返 性 是 一 个 类 性 质 . 
推论 4.2 ”如果 状态 i 是 常 返 态 , 而 状态 i 与 状态 ;j 互通 , 那么 状态 j 是 常 返 态 . 
证 明 ”为 了 证 明 它 , 我 们 首先 注意 , 由 于 状态 i 与 状态 ; 互通 , 存在 整数 k 和 m 使 
Pk > 0, P? > 0. 现在 , 对 于 任意 整数 7 有 


printk > pr PR Ps 


J 7 2 


这 是 由 于 上 式 左 边 是 从 j 经 m 十 n 十 k 步 后 到 j 的 概率 , 而 右边 是 从 j 经 mn 十 
步 后 到 ; 的 概率 , 不 同 的 是 , 它 经 过 一 条 从 j 在 m 步 后 到 i, 然后 从 i 在 附加 的 nn 步 
后 到 然后 从 i 在 附加 的 上 步 后 到 7 的 道路 . 
将 上 面 对 n 求 和 , 我 们 得 到 
DP > PRPS = 
7 一 工 n=1 
由 于 Ph Pm > 0, 且 由 于 状态 i 是 常 返 态 , 》，_， P83 是 无 穷 大 . 因此 由 命题 4.1 推 
出 状态 j 也 是 常 返 态 . 图 
注 ”(i) 推论 4.2 也 蕴含 了 暂 态 性 是 一 个 类 性 质 . 因为 如 果 状 态 i 是 暂 态 且 与 状态 j 
互通 , 那么 状态 j 必须 也 是 暂 态 . 因为 如 果 j 是 常 返 态 , 由 推论 4.2, i 将 是 常 返 态 ， 
从 而 不 能 为 暂 态 . 
(i) 推论 4.2 及 上 面 我 们 关于 有 限 状 态 马尔 可 夫 链 的 所 有 状态 不 能 都 是 暂 态 的 
结论 , 产生 了 有 限 不 可 约 马尔 可 夫 链 的 所 有 状态 都 是 常 返 态 的 结论 . 
例 413 令 由 状态 0, 1, 2, 3 组 成 的 马尔 可 夫 链 有 转移 概率 矩阵 





1 1 
! 
po-ll100 0 
1 0 0 

0 1 0 0 


确定 哪些 状态 是 暂 态 , 而 哪些 状态 是 常 返 态 . 


4.3 状态 的 分 类 


解 ”容易 验证 所 有 的 状态 是 互通 的 , 而 且 这 是 一 个 有 限 链 , 因此 所 有 的 状态 必须 是 


常 运 态 . 用 
例 4.14 考虑 由 状态 0, 1, 2, 3, 4 组 成 的 马尔 可 夫 链 , 而 
11000 
LU 
P=||0 0 5 5 0 
0 0 5 5 0 
人 
解 ”这 个 链 由 三 个 类 {0,1}, {2,3} 和 {4} 组 成 . 前 两 个 类 是 常 返 的 , 而 第 三 个 是 暂 
态 的 . 时 


例 4.15 (随机 游 动 ) 考虑 一 个 马尔 可 夫 链 , 其 状态 空间 由 整数 0, 土 1, +2,… 组 成 ， 
而 由 
Pay =p=1— Pi-1, 1=0,+t1,+2,.…- 

给 出 其 转移 概率 , 其 中 0 < p < 1. 换 句 话说 , 过 程 在 每 次 转移 时 , 或 者 向 右 移动 一 步 
(以 概率 p), 或 者 向 左 移动 一 步 (以 概率 1 一 p). 对 这 个 过 程 的 一 个 形象 的 描述 是 一 
个 醉 汉 沿 着 直线 游 动 . 另 一 个 描述 是 一 个 赌 徒 的 收获 , 即 他 每 次 赌博 赢 或 输 1 美元 . 

因为 所 有 的 状态 是 互通 的 , 由 推论 4.2 推出 , 它们 或 者 都 是 常 返 态 , 或 者 都 是 暂 

态 . 所 以 让 我 们 考察 状态 0, 并 尝试 确定 了 ”Ps% 是 有 限 或 是 无 穷 大 
由 于 在 奇数 次 赌博 后 最 终 不 可 能 平局 (用 赌博 模型 解释 ) 当然 , 我 们 必须 有 


Pr !=0, n=1,92,- 


太一 方面 , 在 2n 次 赌博 后 , 我 们 处 于 平局 当 且 仅 当 如 果 我 们 赢 n 次 且 输 ”次 . 
因为 每 次 赌博 的 结果 是 赢 的 概率 是 p, 而 是 输 的 概率 是 1 - p, 此 需求 的 概率 是 二 项 


06' = (jzrd 一 D) = Cn. (p(1 ~—p))”, n=1,2,3,... 


用 由 斯 特 林 给 出 的 一 个 近似 , 它 表明 


ml ~ ntl/2e-n V2 (4.3) 
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此 处 当 lim 一 co an/Dn 一 二， 我 们 说 an ~ bn, 我 们 得 到 


4p(1 一人) 
Pa2n ~ (4p( 二 
如 今 容 易 验 证 对 于 正 的 Qn, bn, 如 采 Qn ~ bn, 那么 > Qn < OO 当 且 仅 当 > bn, < 
co. 因此 , 》，_， PW 收敛 当 上 且 仅 当 


> (4p(1 — p))" 


收敛 然而 , 4p(1 -< 1 且 等 号 成 立 当 且 仅 当 p= 1/2. 因此 , ,P= 一 % 当 
是 仅 当 p = 1/2. 故而 , 当 p = 1/2 时 , 这 个 链 是 常 返 的 , 而 当 卫 关 1/2 时 ， 这 个 链 是 
暂 态 的 . 

当 p = 1/2 时 , 上面 的 过 程 称 为 对 称 随 机 游 动 . 我 们 同样 可 以 考虑 高 于 一 维 的 
对 称 随机 游 动 . 例如 , 在 二 维 情形 的 对 称 随机 游 动 过 程 每 次 转移 都 以 1/4 概率 向 左 、 
右 、 上 、 下 每 个 方向 之 一 走 一 步 . 即 状态 是 一 对 整数 (i, 7 四, 而 转移 概率 给 出 为 

1 
Pu 六 6HuD = Pa-13) = PetD 一 《77-D = 4 
用 与 一 维 情形 相同 的 方法 , 我 们 证 明 此 马尔 可 夫 链 也 是 常 刀 的 . 

由 这 个 链 是 不 可 约 的 推出 , 如 果 状 态 0=(0,0) 是 常 返 态 , 那么 所 有 的 状态 者 大 
常 返 态 . 所 以 考察 F 千 . 现在 如 果 对 于 某 个 0 < i< n, 由 i 步 向 左 ,i 步 同 右 ,nn 一 人 
步 向 上 , n 一 i 步 向 下 组 成 2n 步 , 那么 在 2n 步 以 后 ， 这 个 链 将 回 到 原来 的 位 置 . 由 
每 一 步 以 1/4 概率 是 这 四 种 类 型 之 一 推出 所 求 的 概率 是 多 项 概率 . 即 


ss 可 
其 中 最 后 的 等 式 用 了 组 合 恒等式 
(Capt be 
得 到 它 只 需 注意 两 边 都 表示 从 nn 个 日 球 和 7 个 黑 球 的 一 个 集合 中 选取 大 小 为 n 的 
子 集合 的 个 数 


Nn 人) n.)*? /2e—2n 
| ) = 2 ~ ”eV27 由 斯 特 林 的 近似 = -到 - 


n nin! 72n 二 ie 一 22(27) Tn 
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因此 , 由 方程 (4.4) 我 们 看 到 
on 1 
foo ~ i 
它 显示 了 > ， EU = co, 从 而 所 有 的 状态 都 是 常 返 态 . 
相当 有 趣 地 是 尽管 一 维和 二 维 对 称 随 机 游 动 都 是 常 返 的 , 所 有 高 维 的 对 称 随机 
游 动 都 是 暂 态 的 .( 例 如 , 三 维 对 称 随机 游 动 每 次 的 转移 是 等 可 能 地 以 六 个 方式 之 一 
移动 , 即 向 左 , 向 右 , 向 上 , 向 下 , 向 里 和 向 外 .) 图 
注 ”对 于 例 4.15 中 的 一 维 随机 游 动 , 这 里 将 直接 论证 在 对 称 的 情形 建立 常 返 性 和 
在 非 对 称 的 情形 确定 最 终 回 到 0 的 概率 . 令 


6 =P( 最 终 回 到 0). 
为 了 确定 6, 先 对 初始 转移 取 条 件 得 到 
=P( 最 终 回 到 0| Xi = 1)p 十 P( 最 终 回 到 0|Xi = -DG 一 从 (4.5) 


现在 , 以 a 记 给 定 当前 的 状态 是 1 的 马尔 可 夫 链 最 终 回 到 状态 0 的 概率 . 因为 不 管 
当前 的 状态 是 什么 , 马尔 可 夫 链 总 是 以 概率 p 增加 1 或 者 以 概率 1 一 Dp 减少 1, 注意 
对 于 任意 i, a 也 是 当前 的 状态 是 i 的 马尔 可 夫 链 最 终 进 入 状态 i 一 1 的 概率 . 为 了 
得 到 a 的 一 个 方程 , 取 条 件 于 下 一 次 的 转移 , 得 到 
a = 了 (最 终 回来 |X = 1 X2 = 0)(1 一 p) 十 P( 最 终 回来 |X1 = 1, Xo = 2)p 
三 1 一 p 十 P( 最 终 回来 |X1 = 1,X2=2)p=1-p+pa? 


其 中 最 后 一 个 等 式 是 通过 注意 以 下 情形 得 到 的 , 即 为 了 链 最 终 从 状态 2 到 状态 0 
开 必 须 首 先 到 状态 1, 而 它 最 终 发 生 的 概率 是 a; 而 如 果 它 最 终 到 状态 1, 它 还 必须 
到 状态 0, 而 它 最 终 发 生 的 条 件 概率 也 是 a. 所 以 


a 王 1 一 D 十 paQ” 


这 个 方程 的 两 个 根 是 a = 1 和 a = (1 - p)/p. 因此 , 在 对 称 随机 游 动情 形 p = 1/2， 
我 们 可 以 得 到 a = 1. 由 对 称 性 , 给 定 当前 的 状态 是 -1 的 马尔 可 夫 链 最 终 回 到 状 
态 0 的 概率 也 是 1, 证 明了 对 称 随机 游 动 是 常 返 的 . 

现在 假设 p > 1/2. 在 这 种 情形 , 可 以 证 明 ( 见 本 章 的 习题 17) 
P( 最 终 回 来 |Xi = -1) = 1. 因此 , 方程 (4.5) 化 简 为 


B=apt+1—p 


因为 在 这 种 情形 随机 游 动 是 暂 态 的 , 我 们 知道 6 < 1, 这 证 明了 a 关 1. 所 以 a = 
(1 一 p)/p, 并 有 z 
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类 似 地 , 当 p < 1/2 时 , 我 们 可 以 证 明 = 2p. 于 是 , 一 般 地 
P( 最 终 回 到 0) = 2min(p,1 一 p). | 


例 4.16 (Aloha 协议 的 最 终 不 稳定 性 ) 考察 一 个 通信 设备 , 其 中 在 每 个 时 间 段 7 = 
1,2,… 到 达 的 信息 的 个 数 是 独立 同 分 布 的 . 令 ai = P(i 到 达 ), 并 假设 wo + aa < 1. 
每 个 到 达 的 信息 将 在 它 到 达 的 时 段 结束 时 被 传送 . 如 果 恰 好 有 一 个 信息 被 传送 , 那 
么 这 个 传送 成 功 , 而 此 信息 离开 此 设备 . 然而, 如 果 任何 时 间 有 两 个 或 更 多 的 信息 
同步 被 传送 , 那么 认为 这 时 发 生 了 碰撞 , 而 这 些 信息 就 留 在 系统 中 . 一 个 信息 一 旦 卷 
入 碰撞 , 独立 于 其 他 情况 地 , 它 将 在 一 个 附加 的 时 段 结束 时 以 概率 p 被 传送 , 这 就 是 
所 谓 的 Aloha 协议 (因为 它 首 先 在 夏威夷 大 学 制定 ). 我 们 证 明 在 以 概率 为 1 地 传 
送 成 功 的 个 数 是 有 限 的 意义 下 的 设备 是 渐 近 不 稳定 的 . 

首先 , 我 们 以 X 记 在 第 ”个 时 段 开始 时 设备 中 的 信息 的 个 数 ， 并 且 注 意 
{Xn,n > 0} 是 马尔 可 夫 链 , 现在 对 上 之 0 定义 示 性 变量 天 为 


1 = 1， 若 链 首次 离开 状态 k 时 直接 到 状态 有 一 1， 
0， 其 他 情形 ， 


并 且 当 设备 永 不 在 状态 k(k > 0) 时 , 令 它 为 0( 例 如 , 若 相继 的 状态 为 0 1 3， 
2, …, 则 五 = 1, 因为 这 时 它 去 2). 现在 


E 5 | = Ex]= >_P{Ik=1}< 》_P(1 = 1| 最 终 到 达 k). (4.6) 
k=0 k=0 k=0 k=0 


现在 , P(I = 1| 最 终 到 达 k) 是 离开 状态 后 下 一 个 状态 是 一 1 的 概率 . 即 这 是 给 
定 它 不 回 到 大 的 条 件 下 , 从 到 一 1 的 传送 的 条 件 概率 , 所 以 


P(Ik = 1| 最 终 到 达 k) = Pkg-1/(1 一 Pk,k)- 


因为 
Pep_1 = aokp(1 一 DRP = aoll — kp(1 — p)*-!1] +a(l —p)" 
这 是 因为 如 果 一 天 初 有 上 大 个 信息 出 现 , 那么 (a) 第 二 天 初 有 一 1 个 信息 , 如 果 这 
天 没有 新 信息 , 而 且 在 此 大 个 信息 中 恰 有 一 个 被 传送 ; 而 (b) 第 二 天 初 有 类 个 信息 ， 
如 果 这 天 是 如 下 情形 之 一 : 
Gi) 没有 新 信息 , 而 在 此 个 信息 中 并 不 是 恰 有 一 个 被 传送 . 
(i) 恰 有 一 个 新 信息 ( 它 自动 地 传送 ), 而 在 另外 大 个 信息 中 没有 信息 被 传送 . 
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将 上 面 代入 方程 (4.6) 有 
— aokp(1 ee p)*- 
E a 5 > 1—aoll— kp(1—p)*-1] a -pr ~ 


其 中 的 收敛 性 得 自 , 注意 当 大 时 上 面 表达 式 的 分 母 收 剑 到 1 - ao, 所 以 和 的 收敛 
或 发 散 决 定 于 分 子 中 各 项 的 和 是 否 收敛 , 以 及 》 ”1 -Dj* < oo 
因此 | ,及 | < co, 它 殖 含 》、” 灰 < oo 其 概率 为 1( 因 为 如 果 > 
有 一 个 正 概率 使 它 可 能 为 o0, 那么 它 的 均值 将 是 oo). 因此 , 以 概率 为 1 和 
的 传送 , 只 有 有 限 个 数 的 状态 开始 离开 , 即 存在 某 个 有 限 的 数 N 使 设备 中 N 个 或 
者 更 多 的 信息 总 不 会 成 功 传送 . 由 此 (以 及 最 终 将 达到 这 种 更 高 的 状态 的 事实 一 
为 什么 ?) 推出, 以 概率 为 1 地 只 有 有 限 个 成 功 的 传送 四 
注 ”作为 斯 特 林 近似 的 一 个 (有 一 点 不 够 严格 的 ) 概率 证 明 , 令 X1, X2,.… 是 独立 
的 泊 松 随机 变量 , 每 个 有 均值 1. 令 Sn = 》，_， Xi, 注意 5 的 均值 和 方差 都 是 n 
现在 
P{Sn =n}=P{n—1<Sn <n}=P{-1/Vni< (Sn —n)/vi < o} 


0 
1 1/ Vn (2 1/2e-? /2dz 当 n 很 大 时 , 由 中 心 极限 定理 


~ (07) /VR) = (on) -1 
但 是 Sn 是 均值 为 n 的 泊 松 随机 变量 , 所 以 








P15 二 1} 宇 “一 
因此 , 对 于 很 大 的 n 有 i 

~ (2nn) -1/2 
或 者 等 价 地 

nl ~ ntl/2e-n V2n 
它 就 是 斯 特 林 近似 


4.4 极限 概率 


在 例 4.8 中 ， 我 们 计算 了 两 个 状态 的 马尔 可 夫 链 的 已 9; 它 是 


0.5749 0.4251 
0.5668 0.4332 


PD 
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由 此 推出 PL) = P99 .P 为 (至 三 位 有 意义 的 小 数 ) 
0.572 0.428 
0.570 0.430 


注意 PS) 几乎 与 P 相同 , 而 再 者 , P4) 的 每 一 行 几乎 都 有 相同 的 分 量 . 事实 上 ， 
这 看 起 来 像 P3 收敛 于 对 所 有 的 ; 都 相同 的 某 个 值 ( 当 一 co 时 ). 换 句 话说 , 过 程 
经 过 大 量 次 数 的 转移 后 , 似乎 存在 一 个 处 于 状态 j 的 极限 概率 , 而 且 这 个 值 是 独立 
于 初始 状态 的 . 

为 了 使 上 述 直观 推断 更 加 确切 , 需要 考察 马尔 可 夫 链 的 两 个 附加 的 性 质 . 状态 
i 称 为 具有 周期 d, 如 果 当 n 不 能 被 d 整除 时 P3 = 0, 而 且 d 是 具有 这 个 性 质 的 最 
大 整数 . 例如 , 开始 处 在 状态 i 的 过 程 可 能 只 在 时 间 2, 4, 6, 8,… 进入 状态 i, 这 时 
状态 i 有 周期 2. 周期 为 1 的 状态 称 为 非 周 期 的 . 可 以 证 明 周 期 性 是 一 个 类 性 质 . 即 
如 果 状 态 i 有 周期 , 且 状 态 i 与 状态 1 互通 , 那么 状态 7 也 有 周期 d. 

如 果 状 态 i 是 常 返 的 , 那么 它 称 为 正常 返 的 , 如 果 开 始 处 在 i 的 过 程 直至 回 到 
状态 i 的 平均 时 间 是 有 限 的 . 可 以 证 明正 常 返 性 是 一 个 类 性 质 . 虽然 存在 不 是 正常 
返 的 常 返 状态 , ? 但 是 可 以 证 明 在 有 限 状 态 马尔 可 夫 链 中 , 一 切 常 返 状态 都 是 正 党 
返 的 . 正常 返 的 非 周期 状态 称 为 遍历 的 . 

现在 我 们 做 好 了 以 下 的 重要 定理 的 准备 , 对 此 只 叙述 而 不 予 证 明 . 
定理 4.1 ”对 于 一 个 不 可 约 的 遍历 的 马尔 可 夫 链 , limn_,oo。 Py 存在 且 与 i 独立 . 进 


也 (8) 一 














一 步 令 
Ti = lim Pi;, 7] 之 0 
那么 7; 是 
Co Co 
nj 7 之; 》. 而 全 | (4.7) 
?一 0 二 0 
的 唯一 的 非 负 解 . 


注 (给 定 rp = limn_,oo PR 存在 且 独 立 于 初始 状态 i 时 , 不 难 (直观 地 ) 看 到 r 
们 必须 满足 方程 (4.7). 让 我 们 通过 对 n 时 的 状态 取 条 件 推导 P(Xn+1 = 7 的 表达 
式 . 即 


P{Xn+i 三 让 = > P{Xn+il = j|X"n = i}P{Xn = = 2 ,PyP{Xn 一 针 


?一 0 ?一 0 
邻 n 一 oo0, 并 且 假 定 我 们 可 以 在 求 和 号 里 面 取 极 限 , 就 有 
77 二 >》， Pn 
i=0 


QD 这 样 的 状态 , 称 为 零 常 返 的 . 
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(ij) 可 以 证 明 过 程 ”时 在 状态 ; 的 极限 概率 x; 也 等 于 过 程 处 于 状态 7 的 长 程 
时 间 比 例 . 
( 阁 ) 者 马尔 可 夫 链 是 不 可 约 且 正常 返 的 , 我 们 有 xj,7 >0 是 


m= niPy, j>20, Dni=1 
: 7 


的 唯一 解 zj. 其 中 zj 为 马尔 可 夫 链 处 在 状态 7 的 长 程 时 间 比 例 . 若 马尔 可 夫 链 是 
非 周 期 性 的 , 那么 x; 就 是 马尔 可 夫 链 处 在 状态 7 的 极限 概率 . 
例 4.17 考察 例 4.1, 在 那里 我 们 假定 了 , 如 果 今 天 下 雨 , 那么 明天 以 概率 a 下 雨 ; 
而 如 果 今 天 不 下 雨 , 那么 明天 以 概率 6 下 雨 . 如 果 我 们 假定 在 下 雨 时 状态 为 0, 不 
下 雨 时 状态 为 1, 那么 由 方程 (4.7) 极限 概率 ro 和 ma 给 出 为 


No=AaNnot+bni, T=(l—ano+t+(l—Pm, ro+ri=1 


”由 此 推出 
时 b 1-—a 
a 
例如 , 大 a =0.7 且 B=0.4, 那么 下 雨 的 极限 概率 为 ro = 4/7 = 0.571. 国 
例 4.18 考察 例 4.3, 其 中 人 的 情绪 考虑 为 具有 转移 概率 矩阵 
0.5 0.4 0.1 
P=|| 0.3 0.4 0.3 
0.2 0.3 0.5 


的 三 个 状态 的 马尔 可 夫 链 . 在 长 程 中 , 过 程 处 于 三 个 状态 中 的 每 一 个 的 时 间 比 例 是 
多 少 ? 


解 ” 极 限 概率 xi(i = 0,1,2) 是 由 解 (4.7) 式 中 的 一 系列 方程 得 到 . 这 时 , 这 些 方程 


为 
7T0 = 0.57ro0 十 0.37l 十 0.272， Tl 三 0.47o 十 0.47r1 十 0.37r2， 
N72 一 0.17o 十 0.371l 十 0.5r2， 7o 十 Tl 十 To 一 1 
求解 得 到 
21 23 18 
no 9 | | 


: -6 有， 
例 4.19 (阶层 迁移 模型 ) 社会 学 家 感 兴趣 的 一 个 问题 是 确定 高 职业 阶层 或 较 低 职 
业 阶层 在 社会 中 的 比例 . 一 个 可 能 的 数学 模型 是 , 假定 将 一 个 家 庭 中 相继 的 后 代 在 
“社会 职业 阶层 之 间 的 转移 看 成 像 马尔 可 夫 链 那样 地 转移 . 即 一 个 孩子 的 职业 只 决定 
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于 他 父母 的 职业 . 让 我 们 假定 这 个 模型 是 恰当 的 , 并 且 其 转移 概率 矩阵 由 


0.45 0.48 0.07 
P=|| 0.05 0.70 0.25 (4.8) 
0.01 :0.50 0.49 


给 出 . 例如 , 我 们 假设 一 个 中 间 阶 层 的 工人 的 孩子 分 别 以 概率 0.05, 0.70, 0.25 获得 
较 高 阶层 , 中 间 阶 层 或 较 低 阶层 职业 . 
于 是 极限 概率 mi 满足 


To = 0.457ro 十 0.057rl 十 0.017rr2， 71 = 0.487o + 0.7071 十 0.507r2， 
N72 一 0.077ro 十 0.257r1 十 0.497r2， To 十 Ti 十 To 一 工 


因此 
To 一 0.07， T1 三 0.62， 7 = 0.31 


换 句 话说 , 在 阶层 间 的 社会 迁移 可 被 描述 为 一 个 马尔 可 夫 链 , 其 转移 概率 窍 阵 是 由 
方程 (4.3) 给 出 的 , 在 长 程 中 , 有 7% 的 人 在 较 高 职业 阶层 , 62% 的 人 在 中 间 职 业 阶 
层 , 31% 的 人 在 较 低 职业 阶层 . : 人 
例 4.20 (在 遗传 学 中 的 马尔 可 夫 链 及 哈代 一 温 伯 格律 ) 考察 一 个 个 体 数 很 多 的 
总 体 , 每 个 个 体 有 一 对 特殊 的 基因 , 其 中 每 个 个 体 基因 分 为 4 型 或 a 型 . 假定 基因 
对 分 别 是 A4,aa 或 Aa 的 个 体 的 比例 分 别 为 po, go 和 ro(po 十 go 十 7o = 1). 当 两 个 
个 体 交配 时 , 每 一 个 个 体 随机 地 选取 他 的 基因 中 的 一 个 贡献 给 所 产生 的 后 代 . 假定 
交配 是 随机 发 生 的 , 其 中 每 个 个 体 等 可 能 地 与 其 他 任意 一 个 个 体 交 配 , 我 们 想 要 确 
定 下 一 代 中 基因 为 A44,aa 或 ha 的 个 体 的 比例 , 记 此 比例 为 p,q 和 mm 它们 容易 由 
此 得 到 , 即 通过 集中 观察 下 一 代 的 一 个 个 体 , 并 确定 其 基因 对 的 概率 . 

首先 , 随机 地 选取 双亲 中 的 一 个 , 随后 随机 地 选取 他 的 一 个 基因 , 这 等 价 于 随机 
地 从 全 部 基因 总 体 中 选取 一 个 基因 . 对 于 双亲 的 基因 对 取 条 件 , 我 们 看 到 一 个 随机 
选取 的 基因 为 4 型 的 概率 是 


P{A} = 了 Pt4l44jpo+Pt4loajgo+Pt4l4ajro = po + 70/2 


类 似 地 , 它 为 a 型 的 概率 是 
P{a} = go 十 ro/2 


因此 , 在 随机 交配 下 , 一 个 随机 选取 的 下 一 代 成 员 为 44 型 的 概率 为 p, 其 中 
p= P{A}P{A} = (po +ro/2) 


类 似 地 , 随机 选取 的 成 员 为 aa 型 的 概率 是 
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gq = P{a}P{a} = (go + 70/2)? 
为 ha 型 的 概率 是 
7 = 2P{A}P{a} = 2(po + 70/2)(gqo 十 r0/2) 


由 于 下 一 代 的 每 个 成 员 独 立地 以 概率 p,q, 7 为 这 三 种 基因 型 的 一 种 , 由 此 推出 下 一 
代 成 员 是 44, aa 或 ha 型 的 百分比 分 别 为 p,g 和 7. 

如 果 我 们 现在 考虑 下 一 代 的 全 体 基因 的 资源 集合 , 那么 基因 4 的 部 分 及 p+ 人 
并 未 从 前 一 代 改变 . 这 是 通过 论证 全 体 基因 的 资源 集合 一 代 一 代 地 没有 改变 , 或 者 
使 用 以 下 简单 的 代数 运算 得 到 的 . 即 


P+7/2= (po 十 7o/2) + (po 十 ro/2)(qo 十 ro/2) 
= (po 十 ro/2)[po 十 ro/2 十 qo 十 ro/2] 
二 po 十 rT0/2 由 于 po 十 ro 二 go==1 
= P{A} (4.9) 


因此 , 在 基因 的 资源 集合 中 , 4 和 a 的 比例 和 初始 代 的 相同 . 由 此 推出 在 随机 交配 
下 , 在 初始 代 以 后 , 在 所 有 相继 的 代 中 有 基因 对 44, aa 或 ha 的 个 体 在 总 体 中 的 百 
分 比 仍 为 p,q 和 7. 这 称 为 哈代 - 温 伯 格律 . 

假设 现在 基因 对 总 体 已 经 稳定 在 百分比 p,q, 7. 让 我 们 追溯 单个 个 体 及 其 后 裔 
的 基因 历史 (为 简单 起 见 , 假定 单个 个 体 恰 有 一 个 后 代 )， 所 以 , 对 于 一 个 给 定 的 个 
体 , 以 Xn 记 她 的 第 ” 代 后 裔 的 遗传 状态 , 通过 对 随机 选取 的 配偶 的 状态 取 条 件 , 容 
易 验 证 这 个 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 矩阵 为 


44 QQ Aa 
44 四 
7 十 了 0 d 十 5 
0 gat  p+7 
og 4™3 PT 
p 7r g rr pg rr 
4a | 5 了 21+4 2+2+3 


显然 为 什么 ?), 这 个 马尔 可 夫 链 的 极限 概率 ( 它 等 于 这 个 个 体 的 后 继 者 在 三 个 遗传 
状态 中 的 每 一 个 所 占 的 比率 ) 正 是 p,q 和 r. 为 了 验证 它 , 我 们 必须 证 明 它们 满足 方 
程 (4.7). 因为 方程 (4.7) 中 的 一 个 方程 是 多 余 的 , 所 以 只 需 证 明 


0 
p=p\D 7 了 2 了 三 (Pp 2) ， 
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(t+ 本 + 下 
4 一 人 5 2 4/ = 一 \ 5) ， 
D 十 4 十 7 三 1 


但 是 这 得 自 方程 (4.9), 从 而 得 到 了 结论 . 图 
例 4.21 假设 一 个 生产 过 程 随 着 转移 概率 为 PBij{i,i = 1,…,n} 的 不 可 约 目 正常 
运 的 马尔 可 夫 链 改变 其 状态 , 并 且 假 设 有 些 状态 是 可 接受 的 , 而 余下 的 状态 是 不 可 
接受 的 . 以 4 记 可 接受 的 状态 , 而 4A° 是 不 可 接受 的 状态 . 如 果 生 产 过 程 称 为 处 于 
“上 ”, 当 它 在 一 个 可 接受 的 状态 ; 而 称 为 处 于 “下 ”, 当 它 在 一 个 不 可 接受 的 状态 . 确 
定 
(iD 生产 过 程 从 “上 ”转变 为 “下 ”的 速率 ( 即 故 障 率 ); 
(ii) 当 过 程 转变 为 “下 ”时 , 保持 在 “下 ”的 平均 时 间 长 度 ; 
(iii) 当 过 程 转变 为 “上 ”时 , 保持 在 “上 ”的 平均 时 间 长 度 . 
解 ” 以 Ak(k = 1,…,n) 记 极 限 概 率 . 现在 对 于 ie A 及 je h°, 过 程 从 状态 i 进入 
从 状态 i 进入 状态 7j 的 速率 = ziP; 
所 以 生产 过 程 从 可 接受 的 状态 进入 状态 7 的 速率 为 
从 A 进入 状态 7 的 速率 = 为 17 


i€EA 


因此 ， 过 程 从 可 接受 的 状态 进入 不 可 接受 的 状态 的 速率 ( 即 故 障 发 生 时 的 速率 ) 为 
故障 发 生 率 = 》，》_ xiPi (4.10) 


jEA° iEA 
现在 以 U 和 DD 分 别 记过 程 转变 为 “上 ”时 保持 在 “上 ”的 平均 时 间 和 过 程 转变 
为 “下 ”时 保持 在 “下 ”的 平均 时 间 . 因为 平均 每 隔 U 十 刀 个 时 间 单 位 有 一 次 故障 ， 
直接 推出 





所 以 由 方程 (4.10) 得 到 | 

+5 = >》， >》 TB (4.11) 
为 了 得 到 联系 可 和 万 的 第 二 个 方程 , 考虑 过 程 处 于 “上 ”的 时 间 百分数 , 它 显然 等 
于 5 mi 然而 , 由 于 过 程 在 每 个 可 + 万 个 时 间 单位 中 平均 有 本 个 时 间 单位 处 
于 “上 ”, 由 此 又 可 直接 推出 : 


“上 ”的 时 间 比 例 = 二 二 
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所 以 ， 坟 
二 二 育 一 2 (4.12) 


。 因此 由 方程 (4.11) 和 (4.12), 我 们 得 到 





ee >_ ,AT 
2 
以 笃 
> 》 Ti 
jeAc ieA " 
1C— Ts Ts 
万 > _ 2 


et 2 全 pe > Mil 
例如 , 假设 转移 概率 算 阵 是 


1 1 1 
1 
1 1 1 
| 
silll1 
4 4 4 4 
1 1 1 
1 4 03 


其 中 可 接受 (“上 ”) 状态 是 1,2 而 不 可 接受 (“下 ”) 状态 是 3,4. 极限 概率 满足 


ee Ee i E 
1 1 37 4 才 ， 72 一 17 27 737 T4771 


1 1 1 
73 二 TI 十 T27 + 37) 7T1 十 T2 十 Ts 十 T4 一 1] 


求解 得 


从 而 
故障 率 = Ti (已 3 十 万 4) 二 To2( 瑚 3 二 Pos) = 9/32， 


U=14/9 和 D=2 
因此 , 故障 平均 发 生 在 时 间 的 9/32( 或 者 28 个 百分点 ) 处 . 它们 平均 持续 2 个 时 间 
单位 , 然后 , 在 系统 处 于 “上 ”时 延续 (平均 地 )14/9 个 时 间 单 位 . 辐 
注 (i 长程 比 例 xj(7 > 0) 常 称 为 平稳 概率 . 原因 是 , 如 果 初 始 状态 按 概率 zj(7 > 0) 
选取 , 那么 在 任意 时 间 ”处 于 状态 7 的 概率 也 等 于 zj. 即 奉 


P{Xo=7}=7, j20 
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则 
RE 让 三 市 对 于 = 区 入 六 之 0 


上 面 事实 容易 用 归纳 法 证 明 , 因为 如 果 我 们 假设 它 对 n 一 1 正确 , 那么 
P{Xn = 让 = 2_P{Xn = j|Xn_1 = 二 计 P{Xn_1 二 让 
- 》 Pyr， 由 归纳 法 假设 
x 由 方程 (4.7) 


(i) 对 于 状态 j 定义 mj 为 初始 处 于 状态 j 的 马尔 可 夫 链 回 到 这 个 状态 的 转 
移 次 数 的 期 望 . 因为 这 个 链 在 mj; 个 单位 时 间 平均 用 一 个 时 间 处 于 状态 j, 故而 扒 
了 
简 言 之 , 处 于 状态 7 的 时 间 比 例 等 于 访问 j 之 间 的 平均 时 间 的 倒数 .( 这 是 有 时 称 为 
更 新 过 程 的 强大 数 律 的 一 个 一 般 结 果 的 特殊 情形 , 更 新 过 程 将 在 第 7 章 中 介绍 .) 
例 4.22 (马尔 可 夫 链 生成 的 数据 模型 的 平均 次 数 ) 考虑 一 个 不 可 约 的 具有 转移 概 
率 P; 和 平稳 概率 xj(j > 0) 的 马尔 可 夫 链 . 初始 处 于 状态 7, 我 们 想 要 确定 直至 模 


Vi) 一 min{n 之 k: Xn—ktl 1 ,Xn ix} 


我 们 想 求 
E[N(i1,i2,.. ,ik)|Xo = 7 

注意 即使 4 = 7, 初始 状态 Xo 并 不 考虑 为 模型 序列 中 的 一 部 分 . 

令 4 人 ii) 为 给 定 初始 状态 i(i > 0) 时 , 马尔 可 夫 链 进入 状态 和 1 的 平均 转移 次 
数 . wii) 可 以 由 以 下 一 组 方程 所 确定 , 其 中 此 方程 可 由 对 首次 转移 出 状态 i 取 条 
件 得 到 : 

Wbi)=1+ 》 Psp(jil), i>0 
IJ 天 ?1 

对 于 马尔 可 夫 链 {X,n > 0}, 结合 以 一 个 对 应 的 马尔 可 夫 链 , 我 们 称 之 为 & 链 , 它 
在 任意 时 间 的 一 个 状态 是 原来 的 链 的 最 近 的 个 状态 的 序列 . (例如 , 车 = 3, 而 
X2 = 4, Xs = 1, X4 = 1, 则 在 时 间 4 的 & 链 的 状态 是 (4, 1, 1)). 令 Tr( 才 ,… ,jk) 为 
k 链 的 平稳 概率 . 因为 r( 思 ,…, 因 ) 是 原来 的 链 在 大 个 单位 前 的 状态 是 六 且 跟 着 的 
一 工 个 状态 的 次 序 为 思 ……, 大 的 时 间 比 例 , 我 们 可 以 得 到 结论 


TD) 
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进而 因为 链 相 缕 地 访问 状态 ia, zz，… ,让 之 间 的 平均 转移 次 数 等 于 此 状态 的 平稳 
概率 的 倒数 , 我 们 有 

E( 访 问 生 ,…,ik 之 间 的 转移 次 数 ) = 一 一 


1 ye (4.13) 


令 A(il，…,im) 为 在 给 定 前 m 次 转移 将 链 带 至 状态 X1 = 和 1,… ,Xm = im 时 , 直 
到 模型 出 现 所 需 的 附加 转移 次 数 . 

我 们 现在 考虑 此 模型 是 否 有 重 从 ,这 里 我 们 称 模 型 ij,… ,i 有 一 个 大 小 为 了 
( < 上 ) 的 重 伦 , 如 果 它 最 后 的 7 个 元 素 和 它 最 前 的 j 个 元 素 相同 . 即 它 有 一 个 大 小 
为 7 的 重复 , 如 果 

(ipjt1y* ik) = (1 i) 7<k 

情形 1: ”模型 ij,…,ix 没有 重生 

因为 没有 重 登 , 方程 (4.13) 引出 
BIN(iio, i) Xo = = 0 
因为 直至 模型 出 现 的 时 间 等 于 直到 链 进入 状态 妈 的 时 间 加 上 附加 时 间 , 我 们 可 以 
写成 : 
E[N(ii,i2,. ,ir)| Xo =i] = 4(ix, i1) + E[A(i1)) 


上 面 的 两 个 方程 引出 
E[A(i1)] = a H(ik, 21) 
利用 
EIN(ii,i2,.* ,ix)|Xo =7] = (7,i1) + E[A(i1)] 
给 出 结果 
EIN(i1,i2,. ,ir)|Xo 二 如 三 Am 人) 十 i — A(ik, i1) 


其 中 
(ib, J bk) = Ti Fi,ia Fi sig 
情形 2: ”现在 假设 模型 有 重 释 , 并 设 它 的 最 大 重生 的 大 小 为 s. 在 这 种 情形 
次 转移 的 结果 Xi = 1,…, Xs = is 下 , 原来 的 链 直 至 模型 出 现 的 附加 转移 次 数 . 所 


以 , 由 方程 (4.13) ,| 


E[A(ii,:…,is)] = nh, bk) 





(ai 人 庆 ) N(ii,..., 1s) Ans ,bs) 
我 们 有 


ee . a i 1 
EIN(i1,i2,.., ig)|Xo =7] = EIN(ii,i2,.*,is)|Xo =7]+ 


(i1, i , bk) 
现在 我 们 可 以 对 模型 ij,… ,is 重复 同样 的 程式 , 继续 这 样 做 直至 我 们 得 到 一 个 无 
重复 的 模型 , 然后 应 用 情形 1 的 结 采 . 

例如 , 假设 所 需 的 模型 是 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 那么 


EIN(1,2,3,1,2,3,1,2)|Xo =7] =E[N(1,2,3,1,2)|Xo=7] 
1 
TA 2, 3, 1,2,3, 1,2) 
因为 模型 (1, 2, 3, 1, 2) 的 最 大 重 释 的 大 小 是 2, 与 前 面相 同 的 推理 给 出 


EIN(1, 2,3, |， 2)|Xo 7]| EIN(1, 2)|Xo 这 7] 二 





因为 模型 (1, 2) 无 重 各, 我 们 由 情形 1 得 到 
EIN(1,2)|Xo =] = p(n, 1D) + a A D 
因此 有 
BIN(1,2,3,1,2,3,1,2)|Xo =7] =p(",1) + HB; MD) 
1 1 


上 + 一 一- 十 一 
7 3 D2 万 7 
7T1TT2 户 ,323 MT1Pi oP3 3f31 


如 果 生 成 的 数据 是 一 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 且 每 个 值 等 于 ; 的 概率 为 万 
那么 马尔 可 夫 链 有 Pi; = Pi;. 在 这 种 情形 , x; = P;. 此 外 , 因为 由 状态 i 到 状态 7 
的 时 间 是 参数 为 PP; 的 几何 随机 变量 , 我 们 有 x(i,j) = 1/PP. 于 是 在 模型 1, 2, 3, 1， 
2, 3, 1, 2 出 现 前 需要 生成 的 数据 值 的 个 数 的 期 望 将 是 
1 1 1 1 1 1 1 1 
P+1PE PtP PBR U Bb BRP PPP 
下 面 的 结果 十 分 有 用 . 
命题 4.3” 邻 {Xn,n > 0} 是 有 平稳 概率 7j(j > 0) 的 不 可 约 马尔 可 夫 链 , 而 7 是 状 
态 空 间 上 的 一 个 有 界 函 数 . 那么 , 以 概率 为 1 地 有 








ER 
证 明 ”如 果 我 们 令 wW(N) 为 马尔 可 夫 链 在 时 段 1,…,N 中 在 状态 7 度 过 的 全 部 时 
间 ， 那么 


N Co 
》 "r(Xn)= > ai(V)r() 
n=1 7=0 


由 于 aj(N)/N 一 7, 将 上 式 除 以 N, 然后 令 N 一 co 即 得 结 宁 因 
如 果 我 们 假设 只 要 链 在 状态 j, 我 们 就 赚 取 报 酬 "(7), 那么 命题 4.3 说 明 我 们 在 

单位 时 间 的 平均 报酬 是 > "(7)my- 

例 4.23 ”对 于 例 4.7 中 特 指 的 四 个 状态 的 好 - 坏 汽车 保险 系统 , 求 参 保 人 平均 所 

付 的 年 保险 费 , 如 果 他 的 年 理赔 要 求 次 数 是 均值 为 1/2 的 泊 松 随机 变量 


k 
解 对 ax 一 e-2/2 人 ,我 们 有 


ao = 0.6065， al = 0.3033， a2 = 0.0758 


所 以 , 相继 状态 的 马尔 可 夫 链 有 如 下 的 转移 概率 矩阵 


0.6065 0.3033 0.0758 0.0144 
0.6065 0.0000 0.3033 0.0902 
0.0000 0.6065 0.0000 0.3935 
0.0000 0.0000 0.6065 0.3935 


平稳 概率 由 


nA1 一 0.6065rl 十 0.606572， 72 三 0.303371 十 0.60657a3， 
73 一 0.075871 十 0.303372 十 0.60657r4， Tl 十 T2 十 T3 十 T4 王 工 


的 解 给 出 . 将 前 三 个 方程 改写 为 





Ee 1— V0 ee To 一 0.303371 
0.6065 0.6065 | 
A 73 一 0.075871 Ee 0.303372 
0.6065 


或 者 
792 二 0.648871,， 73 一 0.569771, 74 一 0.490071 


利用 5 ,xi =1 给 出 解 (保留 四 位 小 数 ) 
Ti 一 0.3692， Ta = 二 0.2395， 73 = 0.2103， T4 二 0.1809 
所 以 , 所 付 的 平均 年 保险 费 是 
20071 二 25072 十 4007s 十 60074 = 326.375 图 
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4.5 一 些 应 用 


4.5.1 赌 徒 破产 问题 


考察 一 个 赌 徒 , 他 在 每 次 赌博 中 以 概率 p 赢 一 个 单位 , 并 以 概率 9 = 1 一 p 输 一 
个 单位 . 假设 各 次 赌博 都 是 独立 的 , 赌 徒 在 开始 时 有 i 个 单位 , 问 他 的 财富 在 达到 0 
以 前 先 达到 N 的 概率 是 多 少 ? 

如 果 我 们 以 Xn 记 玩 家 在 时 间 n 的 财富 , 那么 {Xn,n > 0} 是 一 个 有 转移 概率 


Po= PnN=1, Piti=p=1-Pi-i, i=1,2,.……,N-1 


的 马尔 可 夫 链 . 此 马尔 可 夫 链 有 三 个 类 , 即 {0}, {1,2,…, NN 一 1} 和 {N}. 第 一 类 与 
第 三 类 是 常 返 的 , 而 第 二 类 是 暂 态 的 . 因为 每 个 暂 态 状态 只 被 访问 有 限 次 , 由 此 推出 
在 某 个 总 和 为 有 限 的 时 间 后 , 此 赌 徒 将 达到 他 的 目标 N 或 者 破产 . 

以 忆 (i = 0,1,…, NN) 记 赌 徒 在 开始 时 有 i 个 单位 , 而 他 的 财富 最 终 达到 NN 的 
概率 . 通过 对 初始 的 一 次 赌博 的 结果 取 条 件 , 我 们 得 到 


P= pPi+i + gqPi-1, | 
或 者 , 由 于 p 十 g = 二 1, 等 价 地 有 
pPi + qPi = pPiti + qfi-1 


或 者 
Pn-P= (RP) i=1,2,.……,N—1 


因此 , 由 于 PP = 0 ,我们 从 上 一 行 得 到 


PB—P= 二 (已 0) 已， 
Dp p 


2 
PB-PhB=4(B-Ph)= (2 已， 
p p 
gq gq ?一 工 
忆 一 已 -1 = 二 ( 忆 -1 一 已 -2) = (2) Ens 
p p 


| N-1 
Ph — PN-_1 = (9) (PN-_1— PN-_2) = (9) PP 


4.5 一 些 应 用 


将 这 些 方 程 的 前 i 一 1 个 相 加 , 引出 














P-P=P 
或 
1 — (g/p)" se 
a-| 0 
iP, 若 人 =1 
p 
"| 1— (gq/p)™ 和 
1 二 
Ni ea 
因此 
1—(g/p)’” ».. ,1 
"| 1 一 (o/pjw， P72 
i SR 
N’ P=3 
注意 , 当 NN 一 co， 
Pn 上 “ 
1 
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(4.14) 


因此 , 若 p > 1/2, 则 存在 一 个 正 概率 , 赌 徒 的 财富 将 无 限 地 增长 ; 而 耕 P < 1/2, 则 


赌 徒 将 (概率 为 1 地 ) 在 对 阵 一 个 无 限 富有 的 对 手 时 破产 . 


例 4.24 ”假设 麦克 斯 和 帕 带 决定 扔 硬币 , 扔 得 离 墙 更 近 的 人 赢 (得 一 枚 硬币 ). 帕 蒂 
是 一 个 更 好 的 玩家 , 每 次 以 概率 0.6 获胜 . (a) 若 帕 蒂 以 5 枚 硬币 开始 , 而 麦克 斯 则 
以 10 枚 硬币 开始 , 问 帕 蒂 让 麦克 斯 输 光 的 概率 是 多 少 ? (b) 奉 帕 蒂 以 10 枚 硬币 开 


始 , 而 麦克 斯 则 以 20 枚 开始 , 则 情况 如 何 ? 


解 (a) 要 求 的 概率 是 从 方程 (4.14) 中 置 i= 5,N=15 和 p=0.6 得 到 的 . 因此 要 


求 的 概率 是 


一 全 
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(b) 要 求 的 概率 是 


将 财 徒 破产 问题 应 用 于 药品 检验 , 假设 开发 了 治疗 某 种 病 的 两 种 新 药 . 药品 1 
有 治愈 率 有 已,i = 1,2, 其 含义 为 每 个 用 药品 i 治疗 的 病人 将 以 概率 P 被 治愈 . 然而 ， 
治愈 率 是 不 知道 的 , 并 且 假 设 我 们 想 要 确定 是 P > 及 还 是 肪 > 万 . 为 此 考察 如 
下 的 检验 : 成 对 的 病人 相继 地 接受 治疗 , 其 中 的 一 个 成 员 接受 药品 1 而 另 一 个 接受 
药品 2. 每 对 的 结果 是 确定 的 , 在 一 种 药 治愈 的 累计 数 超过 另 一 种 药 治愈 的 累计 数 
某 个 预定 的 固定 数 时 , 检验 停止. 更 为 形式 地 , 令 


Y _ 人 1， 若 在 第 7 对 中 , 用 药品 1 的 病人 被 治愈 
0， 其 他 情形 
， _ | 1， 若 在 第 了 对 中 , 用 药品 2 的 病人 被 治愈 
” 1 0， 其 他 情形 


对 于 一 个 预定 的 正 整数 M, 检验 于 N 对 以 后 停止 , 此 处 NN 是 的 首 个 值 , 使 


Rte (Yb ar 


或 者 
A Xn (Mn) MM 


在 前 一 种 情形 , 我 们 断言 咏 > 忆 , 而 在 后 一 种 情形 , P2 > 已 . : 

为 了 确定 上 面 的 是 否 是 一 个 好 的 检验 , 我 们 希望 知道 导致 不 正确 判断 的 概率 . 
即 对 于 给 定 的 已, 忆 , 其 中 书 > 已 , 此 检验 不 正确 地 判断 为 PB > 只 的 概率 是 多 
少 ? 为 确定 这 个 概率 , 观察 在 检查 每 一 对 以 后 , 药品 1 与 药品 2 的 治愈 累计 数 之 差 ， 
或 者 以 概率 已 (1 一 忆 ) (由 于 这 是 药品 1 治愈 而 药品 2 则 没有 治愈 的 概率 ) 增加 1， 
或 者 以 概率 户 (1 -已 ) 减少 1, 或 者 以 概率 记忆 十 (1 一 只 )(1 一 已 ) 保持 不 变 . 因此 ， 
如 果 我 们 只 考虑 累计 数 的 差 有 改变 的 那些 对 , 那么 这 个 差 将 以 概率 


2p 王 了 (增加 1 增加 1 或 减少 1) = BOA BE 


增加 1, 而 以 概率 
PB(1—P) 


i 
"BUI-BTUI-B)B 
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减少 1. 因此 , 这 个 检验 断言 及 > 只 的 概率 等 于 以 概率 p 每 注 赢 一 个 单位 的 一 个 
赌 徒 在 增长 M 前 减少 M 的 概率 . 但 是 在 方程 (4.14) 中 置 i = M,N = 2M 显示 了 
这 个 概率 由 
ee 1— 4 1 
P( 检 验 断 定 己 > 只 )= 1 T 7 a pe i TD 
给 出 . 从 而 , 例如 , 若 及 = 0.6 和 忆 = 0.4, 则 当 M=5 时 ,一 个 不 正确 判断 的 概率 是 
0.017, 而 当 M=10 时 减少 为 0.0003. 


4.5.2 ”算法 有 效 性 的 一 个 模型 
下 面 的 优化 问题 称 为 一 个 线性 规划 : 
在 条 件 Azx = b, z > 0 下, min cz. 


其 中 4 是 一 个 固定 常数 的 m xm 和 矩阵, c = (c1,…,cn) 和 b= (b1,…,bm) 是 固定 
常数 的 向 量 , 而 z = (z1,…, zn) 是 非 负 值 的 ” 维 向 量 , 要 选 它 使 cp = 》 ciz 
最 小 . 假设 n > m, 可 以 证 明 总 能 选取 到 至 少 有 nm 分 量 为 0 的 最 优 值 =, 即 它 
总 可 以 取 成 可 行 域 中 的 一 个 所 谓 极 值 点 . 

单纯 形 法 解 线性 规划 是 通过 从 可 行 域 的 一 个 极 值 点 向 一 个 更 好 的 (通过 目标 
函数 cz) 极 值 点 (经 过 枢 轴 运算 ) 移动 直至 得 到 最 优点 . 因为 这 样 的 极 值 点 可 能 有 
N= 的 个 , 似乎 此 方法 需要 很 多 次 的 选 代 , 但 是 事实 上 并 非 如 此 . 

为 此 , 我 们 考察 一 个 关于 算法 如 何 沿 着 极 值 点 移动 的 简单 的 概率 (马尔 可 夫 链 ) 
模型 . 特别 地 , 我 们 假设 算法 在 任意 时 间 处 在 第 ; 个 最 好 的 极 值 点 , 那么 在 下 一 次 主 
元 运算 结果 的 极 值 点 等 可 能 地 是 ; -1 个 最 好 点 中 的 任意 一 个 . 在 这 个 假定 下 , 我 
们 将 证 明 当 N 大 时 , 从 第 N 个 最 好 的 极 值 点 到 最 好 的 端点 的 时 间 近 似 于 均值 与 方 
差 都 等 于 N 的 对 数 (以 。 为 底 ) 的 正 态 分 布 . 

考虑 一 个 马尔 可 夫 链 , 使 其 Pi = 1, 而 

1 


—, j=1,.,i—1,i>1 
= 了 2 1 


Fi; = 


并 以 五 记 从 状态 i 到 状态 1 需要 转移 的 次 数 . 以 下 E[T:] 的 一 个 递 推 公式 可 以 由 取 
条 件 于 初始 转移 得 到 : 
z Bl 3 E[T, 


由 E[74] = 0, 我 们 相继 地 看 到 


1 1 1 1 1 
El72] = 1, El1s] =1+3,; Brd 1+3 (1+1+3) =1+3+3 
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不 难 猜 测 及 归纳 地 证 明 
E[T;] = >_1/i 
j=1 


然而 , 为 了 得 到 Tw 的 更 为 完善 的 描述 , 我 们 将 利用 表达 式 


N—1 
Ty yD 
7 一 1 
其 中 
Wl 如 果 过 程 最 终 进入 j 
” ”| 0， 其 他 情形 
上 述 表 达 式 的 重要 性 源 于 下 面 的 命题 : 


命题 4.4 ”五 ……,Tw-l 是 独立 的 , 且 
P{1;=1}=1/; 1<j<N-1 


证 明 ”对 于 给 定 的 万 HTw, 以 n= min{i : i > j= 1} 记 所 到 达 过 的 大 
于 状态 j 的 最 小 标号 . 于 是 我 们 知道 过 程 进入 状态 n, 而 且 下 一 个 进入 的 状态 是 
1,2,.…,j 之 一 . 因此 , 由 于 从 状态 n 到 达 的 下 一 个 状态 等 可 能 地 为 较 小 标号 的 状态 
1,2,…,n 一 1 中 的 任意 一 个 , 我 们 看 到 





P{L; = 1|1+1,.… ,TIN} = 2 一 一 1/7 
| 
推论 4.5 
有 N-1 
() EN] = DD Wi. Gi) Var(Tw) = (QI 


j=1 


(ii) 对 于 很 大 的 N, Tw 近似 地 有 一 个 均值 为 nN 和 方差 为 nN 的 正 态 分 布 
证 明 (i) 和 (i) 由 命题 44 和 表达 式 Tw = 》 ，_， 万 推 得 . i) 由 中 心 极限 定理 


推 得 , 因为 
N = N-1 
dz dz 
-一 去 > 1/7<1 + 1/ 一 一 
/ r ] /7 1 由 


N—1 
nN<Y_1/ij<1+In(N—1) 
1 


所 以 


人 太一 1 
InNs >》 1/i 图 
j=1 


回 到 单纯 形 法 , 如 果 我 们 假定 n,m 和 n 一 m 都 很 大 , 用 斯 特 林 近似 , 我 们 有 


nn nnt+1/2 
N 二 六 
所 以 , 令 c= n/m 


InN~ (me a 3) re - (mt 三 全 3) ta (mn 本 3) ee 5 In(2n) 


或 者 


C 





InN~m em 十 In(c 一 D) 


c—1 
现在 , 因为 limz_,owozln[z/(z 一 1)] = 1, 当 c 很 大 时 推出 
InN ~ mll+ ln(c—1) 


于 是 , 例如 , 若 n = 8000,m = 1000, 则 必要 的 转移 次 数 近似 地 有 均值 和 方差 等 于 
1000(1 十 In7) s 3000 的 正 态 分 布 . 因此 , 必要 的 转移 次 数 粗略 地 以 95% 的 可 能 在 


3000 土 2V3000 或 者 粗略 地 3000 土 110 


之 间 . 
4.5.3 ”用 随机 游 动 分 析 可 满足 性 问题 的 概率 算法 
考察 一 个 状态 为 0,1,…,n 的 马尔 可 夫 链 , 其 


Pi=1, Piti=p, Pi-1=4=1-—p, l<ign 


并 且 假 设 我 们 想 要 研究 这 个 链 从 状态 0 到 状态 n 所 花 的 时 间 . 得 到 达到 状态 n 的 
平均 时 间 的 一 种 方法 是 以 mi 记 从 状态 i 走 到 状态 n 的 平均 时 间 , i = 0,…,n 一 1. 
如 果 我 们 取 条 件 于 初始 转移 , 我 们 得 到 下 面 的 方程 : 


mo 三 1 十 mi,， 
mi 二 E[ 到 达 n 的 时 间 | 下 一 个 状态 是 ;+ 1]p 
十 也 [到达 n 的 时 间 | 下 一 个 状态 是 i 一 1]g 
= (1 二 mri)p+(l+mi_1)g =1+pmitit+ gmi-l, i=1,..……,n—1 
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尽管 上 面 的 方程 可 以 解 出 mi, i = ,n 一 1, 但 是 我 们 并 不 想 要 它们 的 解 , 反而 想 
利用 这 个 马尔 可 夫 链 的 特殊 结 ee 首先 , 以 Ni 记 这 个 链 先进 
入 状态 i 直至 进入 状态 i 十 1 所 用 的 附加 转移 次 数 . 由 马尔 可 夫 性 质 推出 这 些 随机 
变量 Ni(i = 0,…,n 一 1) 是 独立 的 . 此 外 , 我 们 可 以 将 这 个 链 从 状态 0 进入 到 状态 
n 所 用 的 时 间 No,n 表示 为 

n—1 

= (4.15) 

i 二 0 
今 uw = EINi], 对 于 这 个 链 进入 状态 i 后 的 下 一 次 转移 取 条 件 , 我 们 对 i= 1,…,n 一 1 
得 到 

ji == 1 十 EB( 到 达 i 二 1 的 附加 转移 次 数 | 链 到 i 一 1)q 


现在 , 如 果 这 个 链 下 一 次 进入 状态 i 一 1, 那么 为 了 到 达 i 十 1, 它 必须 先 回 到 状态 % 
然后 必须 走向 状态 i 十 1. 因此 , 由 前 面 我 们 有 


pi=1+E[Ni1+ Nilg 


其 中 N* ， 和 Nx 分 别 是 从 状态 i 一 1 回 到 i 的 附加 转移 次 数 和 从 i 到达 i+1 的 次 
数 . 现在 , 由 马尔 可 夫 性 质 推 出 这 些 随 机 变量 分 别 与 Ni -li 和 Ni 有 相同 的 分 布 . 此 
外 , 它们 是 独立 的 (虽然 我 们 只 用 它 计算 No,n 的 方差 ). 因此 ， 我 们 看 到 


Mi = 1++ gq(Mii+t Hi) 


或 
1 
ji = = + pl i=1,.…,n—1 
Pp 也 


由 Jo = 1, 并 令 a = q/p, 我 们 由 上 面 的 递 推 公 式 得 到 
m=1/pt+o, 12=1/pt+a(l/p+o)=1/p+a/p+o, 
us=1/p+a(l/p+a/p+o)=1/p+a/p+o /p+o 
一 般 地 , 我 们 看 到 


1 . | 
m=-》 otoal, i=l,n-1 (4.16) 


现在 我 们 用 方程 (4.15) 得 到 


a 


E[Non] =1+- 1T Fete 


Pi 7 一 0 
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当 D=1/2 时 有 a=1, 从 上 面 我 们 看 到 
El[Non]=1+(n—1lin+i+n-l1=rn 


当 p 关 1/2 时 , 我 们 得 到 








BN 
oe p(1—a) 1 一 a 
l+oa (a 一 am) Q 一 Q7 
| 
+ 这 < 1 一 工 一 Ga 
2a?+ 一 (有 2 十 1)a2 十 了 一 1 


(1 — a)? 


其 中 第 二 个 等 式 用 了 p = 1/(1 十 a). 所 以 , 我 们 看 到 当 a > 1 时 , 或 者 等 价 地 , 当 
p > 1/2 时 , 到 达 n 的 转移 次 数 的 期 望 是 对 ”指数 地 递增 的 函数 ， 另 一 方面 , 当 
p= 二 1/2 时 , E[No,n] = 2, 而 当 p > 1/2 时 , 对 很 大 的 w ELNVo,m] 实质 上 对 nn 是 线性 
的 . 
现在 我 们 计算 Var(No,n). 为 此 , 我 们 再 一 次 利用 方程 (4.15) 中 给 出 的 表达 式 . 

令 vi =Var( Ni). 我 们 先 利 用 条 件 方差 公式 递 推 地 确定 v;. 如 果 离 开 状 态 i 首次 转 
移 到 i 十 1, 则 令 5; = 1 而 如 果 离 开 状 态 i 首次 转移 到 i 一 1, 则 令 5; = 一 1,i = 
1,…,n 一 1. 于 是 

给 定 S$; =1: Ni=1 

给 定 5; = -1: Ni;=1+N* 二 Ny 


因此 
EINi|Si =1=1, EN|Si= -1]=1+Wi+hi 


它 引 出 
= (1i1+ Hi)sq — (ii1+ i)g = gp( 1 + pei) 


此 外 , 由 马尔 可 夫 性 质 , 从 状态 i 一 1 回 到 i 的 附加 转移 次 数 Ni_1 和 从 i 到达 i 十 1 
的 次 数 N?, 是 分 别 与 Ni-1 和 Ni 有 相同 分 布 的 独立 随机 变量 , 由 此 我 们 看 到 


Var(N:i|S; 一 1) 一 0, Var( Nil5; 一 一 二 ) 一 Vi-1 十 了 


因此 
E[Var(N:;|S:;)| 一 qg(vVi_1 十 vi) 
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由 条 件 方差 公式 , 我 们 得 到 
= pg(Ji_1 + Hi)? + q(vi1 + vi) 


或 等 价 地 z 
vi = gq(Mi-1 + ji) 十 avi_1，7 一 1 人 一 了 


由 vo = 0, 我 们 由 前 面 的 递 推 公式 得 到 


vi = g(Jo + 11)?, v2 =g(U + 12)? + aqg(po + p1)’, 


vs = g(12 + 13)? + og(p1 + 12)? 十 a2g(po + p1)” 


一 般 地 , 对 于 i > 0, 我 们 有 


1 
由 一 >》 ac (pi1+ Hi) 


j=1 


所 以 , 我 们 看 到 


n—l1 n—l 3 
Var(Non) = > w= oa (pi1t+ hs;) 


i=0 i=1 j=1 


其 中 jw; 由 方程 (4.16) 所 给 出 . 


(4.17) 


我 们 从 方程 (4.16) 和 方程 (4.17) 看 到 , 当 p > 1/2 时 , 有 a < 1, 从 状态 i 到 
;十 1 的 转移 次 数 的 均值 yi 和 方差 w, 对 i 的 增长 不 会 太 快 . 例如 , 当 p = 1/2 时 , 由 


方程 (4.16) 和 方程 (4.17) 推出 
: Li 二 21 十 1 


和 


2 2 
w= 3 (0472 一 8 
j=1 j=1 


因此 , 由 于 No 是 独立 随机 变量 的 和 , 在 p > 1/2 时 它们 粗略 地 有 相似 的 量 级 , 在 
这 种 情形 由 中 心 极限 定理 推出 , 对 于 很 大 的 n, No.n 近似 地 有 正 态 分 布 . 特别 地 , 当 


p = 1/2 时 , No.n 近似 于 均值 为 ” 和 方 老 为 


n—ln——l 


Var(Non) 285 37 a -sD - D7 


1 7=1 《一 7 


= 让 (n — 7z)7” i 
1 3 
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的 正 态 分 布 . z 

例 4.25 (可 满足 性 问题 ) 布尔 变量 x 是 只 取 真 或 假 两 个 值 之 一 的 一 个 变量 . 如 果 
Zzi(i 之 1) 都 是 布尔 变量 , 那么 如 果 zi 是 真 或 zz 是 假 或 zs 是 真 , 则 如 下 形式 的 一 
个 布尔 子 句 


Z1 十 Z2 十 Z3 


是 真 . 即 符号 “+ ”的 意思 是 “或 ", 且 如 果 z 是 假 , 则 5 是 真 , 反之 亦 然 . 一 个 布尔 
公式 是 像 这 种 句子 的 一 个 组 合 : 


(Z1 十 元 2 ) * (Z1 十 Z3 ) * (Z2 十 元 3 ) * (z1 十 2) * (Z1 十 72) 


”在 上 面 的 公式 中 , 括号 中 的 项 表示 子 句 , 且 如 果 所 有 的 子 句 都 真 , 则 公式 是 真 , 而 在 
其 他 情形 公式 都 假 . 对 于 一 个 给 定 的 布尔 公式 的 可 满足 性 问题 是 确定 使 公式 结果 是 
真 的 变量 的 值 或 确定 使 公式 绝对 不 是 真 的 变量 的 值 . 例如 , 使 上 面 的 公式 是 真 的 一 
组 变量 值 是 , 取 zi= 真 , zz?= 假 , x3= 假 . 
考察 n 个 布尔 变量 zi: …,zn 的 一 个 公式 , 并 假设 公式 中 的 每 个 子 句 恰 好 包含 
两 个 变量 . 现在 我 们 介绍 一 个 概率 算法 , 它 将 求 得 满足 公式 的 值 或 者 确定 不 可 能 满 
足 此 公式 的 取 值 的 一 个 大 的 概率 . 首先 , 开始 于 一 组 任意 设置 的 值 , 然后 , 在 每 一 步 
选取 一 个 值 是 假 的 子 句 , 而 且 随 机 地 在 此 子 名 中 选取 一 个 布尔 变量 , 并 改变 它 的 值 . 
即 者 此 变量 值 是 真 , 则 将 它 的 值 改 为 假 , 反之 亦 然 . 若 这 个 新 设置 使 公式 为 真 , 则 停 


止 , 否则 继续 进行 同样 的 改变 方式 . 如 果 你 重复 了 mm ( 站 4 次 还 没有 停止 , 那 


么 宣布 此 公式 不 可 能 满足 . 我 们 将 论证 , 如 果 存 在 一 个 可 满足 的 指派 , 那么 这 个 算 
法 将 以 非常 近似 于 1 的 概率 求 得 这 个 指派 . 

我 们 先 假定 存在 一 个 为 真 值 的 可 满足 的 指派 , 并 令 x 是 这 样 的 一 个 指派 . 在 这 
个 算法 的 每 一 步 的 值 存在 某 种 指派 . 以 Y 记 在 算法 的 第 j 步 时 , 与 x 中 的 对 应 值 
一 致 的 ”个 变量 的 个 数 . 例如 , 假设 n= 3, 而 yz 由 设置 zi=z2?=zZ3s= 真 所 组 成 . 如 
果 算 法 在 第 7 步 的 指派 是 zi = 真 , zz = za = 假 , 那么 Y = 1. 现在 , 在 算法 的 每 一 
步 考 察 一 个 不 可 满足 的 子 句 , 于 是 推出 这 个 子 句 的 两 个 变量 中 至 少 有 一 个 值 与 必 
中 的 对 应 值 不 一 致 . 结果 , 当 我 们 在 此 子 句 中 随机 选取 一 个 变量 时 , 则 至 少 以 1/2 概 
率 有 Yj+1 = 7 十 1, 而 至 多 以 1/2 概率 有 六 +1 = 一 1. 即 独 立 于 此 算法 中 以 前 
所 已 知 的 情况 , 每 一 步 设 置 与 x 中 的 值 相 一 致 的 个 数 将 增加 或 减少 1, 而 增加 1 的 
概率 至 少 是 1/2( 夺 两 个 变量 的 值 都 与 x 中 的 值 不 一 致 , 则 概率 是 1). 从 而 , 即使 过 
程 (7 > 0) 本 身 不 是 马尔 可 夫 链 (为 什么 不 是 ?), 直观 上 显然 地 , 为 得 到 x 的 值 
所 需要 的 算法 步 数 的 期 望 和 方差 将 少 于 或 等 于 在 4.5.2 节 中 的 马尔 可 夫 链 从 状态 0 
到 状态 ”的 转移 次 数 的 期 望 和 方差 . 因此 , 如 果 因 为 此 算法 找到 了 一 组 与 oy 不 同 
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的 可 满足 值 而 没有 终止 , 它 将 在 期 望 时 间 至 多 为 n? 且 在 标准 差 至 多 为 m2 的 范 
围 内 终止 此 外 , 由 于 当 很 大 时 , 这 个 马尔 可 夫 链 从 状态 0 到 状态 n 的 时 间 近 似 
的 是 正 态 的 , 我 们 可 以 相当 肯定 , 一 个 可 满足 的 指派 将 在 n2 + sm/3 步 中 达到 .从 
而 , 如 果 算法 在 此 步 数 后 还 没有 找到 可 满足 的 指派, 那么 我 们 可 以 以 大 概率 肯定 并 不 存 
在 可 满足 的 指派 

我 们 的 分 析 也 弄 清楚 了 为 什么 我 们 假定 在 每 个 子 句 中 只 有 两 个 变量 . 因为 如 果 
在 一 个 子 句 中 有 k(k > 2) 个 变量 , 那么 因为 任意 一 个 目前 不 可 满足 的 子 句 可 能 只 有 
个 不 正确 的 设置 , 一 个 随机 选取 其 值 改变 的 变量 可 能 只 以 概率 1 增加 与 or 中 
相 致 的 值 的 个 数 , 所 以 我 们 只 可 能 从 先 验 马尔 可 夫 链 的 结果 得 出 结论 : 得 到 与 of 
中 的 值 的 平均 时 间 是 n 的 一 个 指数 函数 , 当 n 很 大 时 , 这 并 不 是 一 个 有 效 的 算法 轿 
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现在 考察 一 个 有 限 状 态 马尔 可 夫 链 , 并 假设 其 状态 都 标 以 一 个 数 , 因而 以 了 = 


万 1 万 ? … Pt 
Pr = : : : : 
Pa Po2 :1:: Fr 
并 注意 由 于 Pr 特 指 只 从 暂 态 到 暂 态 的 转移 概率 , 其 某 些 行 的 和 小 于 1( 否 则 将 


是 一 个 状态 闭 集 ). 
对 于 暂 态 i 和 j, 以 si; 记 给 定 开始 在 状态 i 的 马尔 可 夫 链 在 状态 7 的 平均 时 
段 数 . 令 6;; = 1, 如 果 i = jj, 而 在 其 他 情形 , 令 它 为 0. 取 条 件 于 初始 转移 得 到 
; Wt Say | (4.18) 
k=1 z 
其 中 最 后 的 等 式 是 由 于 不 可 能 从 一 个 常 返 态 转 移 到 和 暂 态 , 从 而 当 必 是 常 返 态 时 sxj =0. 
以 S 记分 量 为 si;(i,j7 = 1,…,t) 的 矩阵 . 即 
S11 $12 Se S51t 
| 
Stl 3t2 *'** 3 
方程 (4.18) 可 以 用 矩阵 记号 写 为 
S=I+PrS 
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其 中 了 工 是 二 阶 单位 矩阵 . 因为 上 面 的 方程 等 价 于 

A 
在 两 边 乘 以 (I 一 Pr)-!, 我 们 得 到 

S=(1- Pr)-! 
即 si;(i € 7T,j € T) 可 以 由 窍 阵 了 一 Pr 求 逆 得 到 (这 个 矩阵 的 逆 的 存在 性 是 容易 
证 明 的 ). 
例 4.26 考察 p=0.4 和 N=7 时 的 赌 徒 破产 问题 . 开始 有 3 个 单位 (财产 ), 确定 
(a) 赌 徒 有 5 个 单位 的 总 时 间 的 期 望 . (b) 赌 徒 有 2 个 单位 的 总 时 间 的 期 望 . 

解 特 指 用 2 池 三 {1, 2,3, 4, 5,6}) 的 矩阵 Pr 如 下 : 


2 3 4 


| 
em ee oe 


1 
0 
0. 
0 
0 
0 
0 


| 
| 
wr 





对 于 了 一 Pr 求 逆 有 


Sa (I — Pr) = 


因此 


1.6149 
1.5372 
1.4206 
1.2458 
0.9835 
0.5901 


1.0248 
2.5019 
2.3677 
2.0763 
1.6391 
0.9835 


53.5 = 0.9228, 


条 件 以 推导 一 个 si; 的 表达 式 . 这 引出 
5i 二 [在 j 的 时 间 | 开始 在 i 最终 转 移 到 jfi; 


十 也 在 7 的 时 间 | 开始 在 i, 永 不 转移 到 j](1 一 fi;) 


0.6314 
1.5784 
2.9990 


2.6299 


2.0763 
1.2458 


0.3691 
0.9228 
1.7533 
2.9990 
2.3677 
1.4206 


53,2 一 2.3077 


对 于 i € 7,j ET, 记 等 于 给 定 初始 状态 为 i 的 马尔 可 夫 链 最 终 转 移 到 状态 7 的 概 
率 , 它 可 以 容易 地 由 Pr 确定 . 为 了 确定 其 关系 , 我 们 先 对 是 否 最 终 进入 状态 7 取 


0.1943 
0.4857 
0.9228 
1.5784 
2.5619 
1.5372 


= (0 + 877)fij + 6053(1 — fi,j) = 6063 + fij833 


0.0777 
0.1943 
0.3691 
0.6314 
1.0248 
1.6149 
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由 于 ss; 是 给 定 从 状态 i 出 发 最 终 进入 j 时 停留 在 状态 ;的 附加 时 段 个 数 的 期 望 
求解 上 面 的 方程 有 
i — 07 
ci 
例 4.27 在 例 4.26 中 财 徒 最 终 有 财富 1( 单 位 ) 的 概率 是 多 少 ? 
解 由 于 53,1 一 1.4206 和 S11 1. 6149, 于 是 


fa1 = 一 2 = 0.8797 
31,1 


作为 检查 , 注意 fs,1 正 是 开始 于 3 的 赌 徒 在 到 达 7 以 前 到 达 1 的 概率 . 也 就 是 , 此 
赌 徒 的 财富 将 在 增加 4 以 前 减少 2 的 概率 , 这 是 开始 于 2 的 赌 徒 在 到 达 6 以 前 破 


产 的 概率 . 所 以 
1 — (0.6/0.4)? 


jf31 = 1-(0.6/0.4) : 

它 与 我 们 早先 的 答案 一 致 . 图 

假设 我 们 想 要 知道 马尔 可 夫 链 进入 菜 些 状态 集合 4 的 平均 时 间 , 4 不 必 是 党 

返 态 的 集合 . 我 们 可 以 通过 置 4 中 的 所 有 的 状态 为 吸收 态 将 这 个 问题 化 简 为 前 面 
的 情形 . 即 重 置 4 中 的 状态 的 转移 概率 , 使 它 满足 


sy. 所 


这 就 将 4 中 的 状态 变换 为 常 返 态 ， 并 将 4 外 最 终 可 能 转移 到 4 内 的 状态 变换 为 暂 
态 . 于 是 , 可 以 使 用 前 面 的 方法 . 


= 0.8797 


4.7 分 支 过 程 


这 一 节 我 们 考察 称 为 分 支 过 程 的 一 类 马尔 可 夫 链 , 在 生物 学 、 社 会 学 和 工程 科 
学 中 , 它 有 各 种 形式 的 广泛 应 用 . 

考察 一 个 总 体 , 它 由 能 产生 同类 型 后 代 的 个 体 所 组 成 . 假设 每 个 个 体 在 其 生命 
结束 时 , 以 概率 P;(i > 0) 产生 j 个 后 代 , 其 独立 于 其 他 个 体 所 产生 的 后 代 的 个 数 . 
我 们 假设 对 于 一 切 > 0 有 已 < 1. 将 最 初 的 个 体 数 记 为 Xo, 称 为 第 零 代 的 大 小 . 
所 有 第 零 代 的 后 代 组 成 第 一 代 , 它们 的 个 数 记 为 X1. 一 般 地 , 以 Xn 记 第 n 代 的 大 
小 . 由 此 推出 {X,n > 0} 是 一 个 以 非 负 整数 集合 为 状态 空间 的 马尔 可 夫 链 . 

由 于 显然 有 Po = 1 转移 状态 0 是 常 返 态 . 此 外 , 若 Po > 0, 则 其 他 状态 都 是 
暂 态 . 这 是 由 于 Po = Pi, 它 导出 开始 有 i 个 个 体 时 存在 一 个 至 少 为 PB 的 正 概率 
使 最 终 不 再 有 后 代 . 此 外 , 由 于 暂 态 的 任意 有 限 集 {1,2,…,n} 只 能 有 限 次 地 被 访 
问 , 这 就 导出 重要 的 结论 : 如 果 己 > 0, 总 体 或 者 灭绝 , 或 者 趋 于 无 穷 . : 


以 
n= DiP 
j=0 
记 单 个 个 体 的 后 代数 的 均值 . 令 


Oo 
= 2_0-n) DP 
j=0 


为 单个 个 体 产生 的 后 代 个 数 的 方 老 . 
我 们 假设 Xo = 1, 即 初始 时 有 一 个 个 体 . 我 们 计算 ELXn] 和 Var(Xn), 首先 我 
们 可 以 写 出 


及 mm 一 1 
一 > Z, 
其 中 2Z 表示 第 n 一 1 代 的 第 i 个 个 体 的 后 代 的 个 数 . 取 条 件 于 Xn-1， 我 们 得 到 


E[Xn] = E[E[Xn|Xn_1)] = ple Zi|Xn_ | 
= E[Xn_14] = KEIX"n-1] 
这 里 我 们 用 了 E[21] = k. 由 于 E[Xo] = 1, 由 上 面 导出 
EIX1] = 
EIX2] = /BEEXa] = 
EIXn] = /EI[Xn-1] = 
类 似 地 , Var(Xn) 可 以 用 条 件 方差 公式 
Var(Xn) = E[Var(Xn|Xn-1)| 十 Var(E[Xn|Xn-1)) 


得 到 ， 现 在 , 给 定 Xn_; 后 ，Xn 正 是 Xn-i 个 独立 随机 变量 的 和 , 每 个 具有 分 布 
{Py,j 之 0}. 因此 ， 


EI[Xn|Xn_1] = Xn_1U， Var(Xn|Xn-1)= bp EY 
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现在 条 件 方差 公式 导出 


Var(Xn) = E[Xn— 102] + Var(Xn_1k) 
= op ! + 1 Var(Xn_1) 
= op + po ? +p Var(Xn-2)) 
= o2(1im 1 + pu") + HVar(Xn_2) 
= op + pr) + nu (op ?+p Var(Xn-3)) 
= op + pr + Ht) + Var(Xn-3) 


有 02(1m 1 年 1 十 SR 全 十 LVar(X0) 
二 o2(u™-! a 3 下 二] 


所 以 





2 


1—y” 

| | 若 / 关 1 

Var(Xn) = 1—k (4.19) 
ng”, 行 4=1 


以 ro 记 总 体 最 终 灭绝 的 概率 (在 假定 Xo = 1 下 ). 更 加 形式 地 


70 一 Lm Pl = 0|Xo = 1| 


确定 ro 的 值 的 问题 , 首先 是 由 高 尔 顿 在 1889 年 联系 家 族 姓 氏 的 消失 提出 的 . 
我 们 首先 注意 如 果 1 < 1, 则 ro = 1. 这 是 因为 


1" = ElXn] SR 二 j} 之 Si P{Xn = 7} = 0 > 1} 
j=1 j= 二 1 
由 于 当 <1 时 jy* 一 0, 就 推出 P(X, > 1)—0, 因此 P(X = 0) 一 1. 
事实 上 , 即使 4 = 1 也 可 以 证 明 ro =1. 而 当 /> 工 时, 有 ro < 1 一 个 确定 ro 
的 方程 可 以 通过 取 条 件 于 初始 个 体 的 后 代 的 个 数 推导 如 下 : 


mo 二 P{ 总 体 灭绝 } = 》,P{ 总 体 灭绝 |X1 = 站} 记 
7 一 0 
现在 给 定 X1 = j, 总 体 最 终 灭绝 当 且 仅 当 从 第 一 代 成 员 开 始 的 j 个 家 庭 中 的 每 一 
个 都 灭绝 . 由 于 每 个 家 庭 假 定 为 独立 地 行动 的 , 并 且 由 于 每 个 特殊 的 家 庭 灭 绝 的 概 
率 正 是 no, 这 就 导致 
P{ 总 体 灭绝 |X1 = 站 = 
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从 而 ro 满足 
To0 一 > mpP, (4.20) 
i 


事实 上 , 当 人 > 1 时 , 可 以 证 明 ro 是 满足 方程 (4. 20) 的 最 小 正解 . 
例 4.28 各 D114B=1/4, 确定 70. 


解 由 于 /= 了 <1 就 推出 mo=1 到 
例 4.29 P14 P=1/4 C1/2, 确定 7T10 . 
解 ”ro 满足 同属 全 

而 二 了 人 了 人 灿 
或 

2n2 一 3ro 十 1=0 
这 个 二 次 方程 的 最 小 的 正解 是 ro = 1/2. 四 
例 4.30 在 例 4.28 和 例 4.29 中 , 如 果 初 始 时 由 m 个 个 体 组 成 , 总 体 灭绝 的 概率 是 
多少? 

解 ” 因 为 总 体 灭 绝 当 且 仅 当 初始 代 的 每 个 成 员 的 家 庭 都 灭绝 , 要求 的 概率 是 8. 对 
例 4.28, 78 = 1 而 对 例 4.29, x8 = (1/2)"， 加 
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考察 一 个 具有 转移 概率 妃 ) 和 平稳 概率 ri 的 平稳 的 遍历 马尔 可 夫 链 ( 即 一 个 
已 经 长 时 间 运行 的 遍历 的 马尔 可 夫 链 ), 假设 它 开 始 于 某 个 时 间 , 我 们 沿 时 间 的 倒 向 
追踪 其 状态 序列 . 即 从 时 间 n 开始 , 考察 状态 序列 Xa, Xn_1, Xn_2,…. 这 个 状态 序 
列 显示 它 本 身 是 一 个 马尔 可 夫 链 , 其 转移 概率 Qij 定义 为 
Qj =P{Xm = enn = — 
网 P{Xm = J}P{Xm+i=ilX,=7} _ nF 
4 Tri 


为 了 证 明 这 个 可 道 的 过 程 确实 是 马尔 可 夫 链 , 我 们 必须 验证 
P{Xm = j|Xm+1 < 2， 六 m+2， Xm+3) 和 } 一 P{Xm = j|Xm+1 一 i} 


夫 链 推出 给 定 目前 状态 为 Xm+1 时 , 将 来 的 状态 Xm+2, Xm+3,… 的 条 件 分 布 独立 
于 过 去 状态 Xm. 然而 , 独立 性 是 一 种 对 称 的 关系 ( 即 大 A 独立 于 B, 则 B 独立 于 
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A), 从 而 这 就 表明 给 定 Xm+l 时 , Xm 独立 于 和 mn+2， 和 mm+3， 但 是 这 正 是 我 们 必 
须 验 证 的 . 
于 是 , 可 逆 过 程 也 是 一 个 马尔 可 夫 链 , 其 转移 概率 给 出 为 


.Pp 
如 果 对 于 一 切 i,; 都 有 Qi; = Bij, 那么 这 个 马尔 可 夫 链 称 为 时 间 可 逆 的 , 时 间 可 逆 
性 的 条 件 即 Qij = Pi;, 也 可 以 表示 为 


IT0 一 Ti Pii 对 于 一 切 1,7 (4.21 


方程 (4.21) 的 条 件 可 以 陈述 为 , 对 于 一 切 状态 i,j, 过 程 从 i 到 j 的 转移 率 ( 即 ziPiy 
等 于 从 了 到 i 的 转移 率 ( 即 xj Pji). 值得 注意 的 是 这 显然 是 时 间 可 逆 性 的 一 个 必要 
条 件 , 因为 一 个 从 i 到 j 的 逆向 转移 等 于 从 了 到 i 的 正 向 转移 . 就 是 说 , 如 采 Xm = 
且 Xm_1 = jj 那么 如 果 我 们 向 后 看 , 就 观察 到 从 i 到 j 的 一 个 转移 , 而 如 果 我 们 后 
前 看 , 就 观察 到 从 了 到 i 的 一 个 转移 . 于 是 , 正 向 过 程 从 j 到 i 的 转移 率 总 等 于 反 户 
过 程 从 i 到; 的 转移 率 ; 如 果 时 间 是 可 道 的 , 它 必须 等 于 正 向 过 程 从 i 到 j 的 转移 
率 . 

如 果 我 们 能 够 找到 加 起 来 等 于 1 且 满 足 方程 (4.21) 的 一 列 非 负数 , 那么 就 能 失 
出 这 个 马尔 可 夫 链 是 时 间 可 道 的 , 而 且 这 些 数 表示 其 极限 概率 . 之 所 以 如 此 , 是 由 于 


TiP; = Xj;Pn 对 于 一 切 i,7， DE 一 上 (4.22 
i 


然后 对 i 求 和 导出 
DD = >》 0 一 1 


又 因为 极限 概率 元 是 上 述 方程 的 唯一 解 , 故而 推出 对 于 所 有 的 i 有 zi 二 Ti 


Piti=o=1- Pi, i=1,.……,M—1, 


Pi=a0=1—Po, PuM = QMm=1-— Pm,M-i 


的 随机 游 动 ， 不 需要 作 任 何 计算 就 可 以 论证 这 个 只 能 从 一 个 状态 转移 到 它 的 最 机 
邻 状态 的 马尔 可 夫 链 是 时 间 可 道 的 . 这 是 因为 从 i 到 ;+1 的 转移 数 必须 总 是 在 
i 十 1 到 i 的 转移 数 相差 1 以 内 . 这 是 由 于 任何 两 次 从 i 到 i 十 1 的 转移 间 必 须 有 - 
次 从 i+1 到 ;的 转移 (而 且 相 反 也 对 ), 因为 从 一 个 较 高 的 状态 再 进入 i 必须 经 六 
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状态 i 十 1. 因此 推出 从 ;到 ?+1 的 转移 率 等 于 从 i+1 到 i 的 转移 率 , 所 以 此 过 程 


是 时 间 可 逆 的 . 


率 与 从 ;+1 到 ;的 转移 率 取 成 相等 以 得 到 极限 概率 . 这 样 导出 


T0CQ0 一 nT1(1 = Q1), 


T1CQ1 一 7T2(1 = Q2), 


Ti; ill 一 Qi+1), 2 一 0,1 ,Ah 一 1 


用 ro 作为 参数 求解 , 导出 


Qo CT CQ1CQ0 


71 一 T0， 


1 一 Qi 
而 一 般 地 

Qi 1 .……… Qo 
(oaa) " 


由 于 了 ”i = 1 我 们 就 得 到 


E 本 认可 | - 


ni 二 i=1,2,...,M 


“| 加 


和 
Qi 一 1 Qo 
Ni = 一 一 1 一 1 ,AM 
( 工 一 Qi) ps 


例如 , 如 果 os = o 那么 
| 
M 1_8 
a "| (Ge = TB 


而 且 , 一 般 地 





DE ep 
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其 中 
6= 天 一 图 


例 4.31 的 另 一 个 特例 是 由 物理 学 家 P. 埃 伦 费 斯 特 和 T. 埃 伦 费 斯 特 提 出 的 描 
述 分 子 运动 的 坛子 模型 : 假设 M 个 分 子 分 布 在 两 个 坛子 中 , 在 每 个 时 间 点 随机 地 
选取 一 个 分 子 , 从 它 所 在 的 坛子 移出 并 放 进 另 一 个 坛子 中 . 坛子 1 中 的 分 子 数 是 例 
4.31 中 的 马尔 可 夫 链 的 特殊 情形 , 有 
AM 一 ; 
EM 
因此 , 利用 方程 (4.23) 与 (4.24), 这 种 情形 的 极限 概率 是 


M | ne 


Qi 一 


$0 ed 


因此 , 由 方程 (4.24) 


因为 上 式 正 是 二 项 概率 , 这 就 推出 , 在 长 程 中 M 个 球 的 每 一 个 的 位 置 是 独立 的 , 而 
且 每 一 个 都 等 可 能 地 在 其 中 一 个 坛子 中 . 可 是 这 是 非常 直观 的 , 因为 如 果 我 们 只 关 
注 任意 一 个 球 , 显然 它 的 位 置 独立 于 其 他 球 的 位 置 (因为 不 管 其 他 M 一 1 个 球 在 嘱 
里 , 所 考察 的 球 在 每 一 步 都 以 概率 1/M 移动 ), 而 由 对 称 性 , 它 等 可 能 地 在 其 中 一 个 
坛子 中 

例 4.32 ”考察 任意 一 个 连通 图 (定义 参见 3.6 节 ), 对 于 每 个 弧 (2 7 结合 以 一 个 数 
wij. 一 个 这 种 图 的 例子 由 图 4.1 给 出 . 现在 考察 一 个 以 如 下 方式 从 顶点 移动 到 顶点 
的 质点 : 如 果 在 任意 时 间 质 点 停 在 顶点 那么 下 一 次 它 以 概率 PP 移 向 顶点 7 其 
中 


i 


》， wi 
a 


Pj = 
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而 wi; = 0, 如 果 (i, 站 不 是 一 个 弧 . 例如 , 在 图 4.1 中 的 图 , Pi2 = 3/(3 十 1 十 2) = 1/2. 





图 4.1 带 权重 的 弧 的 一 个 连通 图 


时 间 可 逆 性 方程 


miPi; = TP 


简化 为 








或 者 ， 等 价 地 ， 由 于 Wij = Wji 








它 等 价 于 





或 者 , 由 于 1 = 


因为 由 这 个 方程 给 出 的 i 满足 时 间 可 逆 性 方程 , 这 就 推出 过 程 对 此 极限 概率 是 时 


间 可 道 的 . z 
对 于 图 4.1 中 的 图 , 我 们 有 
6 3 6 5 12 
M3 -3 3-39 M4=35 "535 一 


如 果 我 们 对 于 状态 为 0, 1,…, M 的 任意 一 个 马尔 可 夫 链 , 试图 求解 方程 (4.22)， 
通常 并 不 存在 解 . 例如 , 由 方程 (4.22) 


riPi; = ziPii, TkPr; 一 IJ 
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蕴含 (大 PB; Px > 0) 
ri _ FiPrs 
re PiPir 


一 般 地 , 它 不 必 等 于 Pri/ Px. 于 是 我 们 看 到 时 间 可 道 性 的 一 个 必要 条 件 是 
Pi PkyPi = PiyPirPri 对 于 一 切 i,j,k (4.25) 


它 等 价 于 如 下 陈述 : 开始 在 状态 i, 路 径 i 一 上 一 了 一 1 与 道 同 路 人 径 i 一 7 一 hk 一 i 
有 相同 的 概率 . 为 了 理解 这 里 的 必要 性 , 注意 时 间 可 道 性 蕴含 着 从 i 到 k 到 ;到 i 
的 一 系列 转移 发 生 的 速率 必须 等 于 从 i 到 j 到 到 i 的 转移 发 生 的 速率 (为 什么 ?)， 
从 而 我 们 必须 有 

TiPixr Pej Pni = miPiy Pyr Pres 


它 在 x; > 0 时 蕴含 方程 (4.25). 

事实 上 , 我 们 可 以 证 明 下 面 的 定理 . : 
定理 4.2 ”对 于 只 要 Pi = 0 就 有 Pi = 0 的 遍历 的 马尔 可 夫 链 , 它 是 时 间 可 逆 的 
当 且 仅 当 如 果 它 开始 在 状态 i, 任意 一 个 回 到 i 的 路 径 与 它 的 逆向 路 径 有 相同 的 概 
率 . 即 如 果 对 于 一 切 状态 i,il,… ,ik 有 


2 i RN SR (4.26) 


证 明 ”我 们 已 经 证 明了 必要 性 . 为 了 证 明 充 分 性 , 固定 状态 i 和 j, 并 将 方程 (4.26) 
改写 成 
Va 


k+lp _ pp _pDkt+l 
PetlPs = PsP 


令 上 一 00 导出 
TPsi = Fin 

这 就 证 明了 定理 . 加 
例 4.33 ”假设 我 们 给 定 了 标号 1 到 n 的 个 元 素 的 集合 , 将 它们 排列 成 菜 个 有 序 
的 列表 . 在 每 个 时 间 单 位 , 有 一 个 需求 即 从 这 些 元 素 中 取出 一 个 , 元 素 i 被 需求 ( 独 
立 于 过 去 ) 的 概率 是 已. 元 素 经 过 需求 后 放 回 , 但 是 不 必 在 原来 的 位 置 . 事实 上 , 我 
们 假设 被 需求 的 元 素 向 列表 的 首位 移 近 一 个 位 置 . 例如 , 如 果 现 在 的 列表 次 序 是 1， 
3, 4, 2, 5 而 元 素 2 被 需求 , 那么 新 的 次 序 变 为 1, 3, 2, 4, 5. 我 们 想 要 知道 被 需求 的 
元 素 的 长 程 平 均 位 置 . 
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对 于 任意 给 定 的 概率 癌 量 P= ( 户 ,…, 让,), 上 面 的 情形 可 以 用 有 nl! 个 状态 的 
马尔 可 夫 链 建 模 , 在 任意 时 间 的 状态 是 这 个 时 候 的 表 列 的 次 序 . 我 们 将 证 明 这 个 马 
尔 可 夫 链 是 时 间 可 逆 的 , 并 用 此 证 明 当 使 用 移 近 一 个 位 置 的 规则 时 , 所 需求 元 素 的 
平均 位 置 小 于 使 用 总 是 将 需求 元 素 移 至 队 计 的 规则 的 情形 . 当 使 用 移 近 一 个 位 置 的 
规则 时 产生 的 马尔 可 夫 链 的 时 间 可 逆 性 容易 地 得 上 自 定 理 4.2. 例如 , 假设 n= 3 并 考 
察 从 (1,2,3) 到 它 上 自己 的 如 下 路 径 : 


(1,2,3) 一 (2,1,3) 一 (2,3,1) = (3,2,1) Co (3,1,2) = (1,3,2) 一 (1),2,3) 


按 向 前 方向 的 转移 概率 的 乘积 


PBPPPPP, = PPP 


而 按 有 反方 同 的 转移 概率 的 乘积 是 
PPP PPP = PrP2P? 


因为 一 般 的 结果 得 自 差不多 相同 的 方式 , 此 马尔 可 夫 链 是 时 间 可 逆 的 (至 于 形式 的 
论证 , 注意 如 果 以 f 记 在 路 径 上 元 素 i 向 前 移动 的 次 数 , 那么 因为 路 径 从 一 个 固定 
的 状态 出 发 并 回 到 它 自 己 , 由 此 推出 元 素 i 也 癌 后 移动 了 fi 次. 所 以 , 由 于 元 素 i 向 
后 移动 的 步 数 就 是 它 在 反 向 路 径 向 前 移动 的 次 数 , 就 推出 对 于 沿 此 路 径 和 其 反 向 路 
径 的 转移 概率 的 乘积 都 等 于 

0 


其 中 7; 等 于 元 素 i 在 第 一 个 位 置 的 次 数 , 而 且 路 径 (或 有 反 癌 路径 ) 并 不 改变 状态 ). 
对 于 1,2,…,n 的 任意 一 个 排列 条 ,i2,…,in, 以 Ti 各) 记 在 移 近 一 个 
位 置 的 规则 下 的 极限 概率 . 由 可 逆 性 , 对 于 一 切 排 列 我 们 有 


Pi, ,iT (1, i ;2j) 2j+1) 0 , iin) 2 PA(i, Ce ) 2 十 1 2j) ts ,in) (4.27) 
现在 被 需求 元 素 的 平均 位 置 可 以 表示 为 (如 在 3.6.1 节 中 ) 
平均 位 置 = 》 PE[ 元 素 i 的 位 置 


ji 
Ee >》， > PP(e; 先 于 ei) 
i jz1 
一 1 十 》 [PP(ej 先 于 ei) 十 PP(ei 先 于 ej) 


i<i 


-a + 驹 Pe 在 ( 则 


188 第 4 章 马尔 可 夫 链 


Ee 》_[BP(ej 先 于 ei) + Pi(1 一 P(ej 先 于 ei))] 


=1+ DL(P- P)P(e; 先 于 ei) + 2 


因此 , 为 了 使 所 需求 的 元 素 的 平均 位 置 最 小 ( 即 最 前 ), 我 们 就 要 在 万 > 五 时 使 
P(e; 先 于 ei) 尽量 大 , 而 在 P > 万 时 使 它 尽量 小 . 现在 , 在 移 至 队 首 的 规则 下 , 我 们 
在 3.6.1 节 中 证 明了 

P(ey 先 于 ei) = Pj/(P; + Pi). 


(由 于 在 移 至 队 首 的 规则 下 , 元 素 j 先 于 元 素 i 当 且 仅 当 , 对 i 或 ; 的 最 后 需求 是 了) 
所 以 , 为 了 证 明 移 近 一 个 位 置 的 规则 比 移 至 队 首 的 规则 好 ， 只 要 证 明 在 移 近 一 
个 位 置 的 规则 下 , 当 PP > PP 时 有 


P(e; 先 于 ei) > P;/(P; 证 P;). 


继 的 转移 , 利用 方程 (4.27), 我 们 有 


z Pp \R+1 
re A jy ky ,i) (4.28) 
J 


例如 
2 


"1,23) 二 代 rn(1,3,2) = 妇 灵 ,1 
性 届 肌 zl8,2 1) = (2&) re 2,1) 
现在 , 当 忆 > PB 时 , 方程 (4.28) 导出 
Ee BT 
令 a(i, 让 = P(ei 先 于 ej), 由 对 i 先 于 j 的 所 有 状态 求 和 , 并 使 用 上 式 , 我 们 看 到 
oD) < Eo 


由 于 aQ(i,j) = 1 一 Qa(j,), 它 导出 


P; 
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因此 , 所 需求 元 素 的 平均 位 置 , 在 移 近 一 个 位 置 的 规则 下 确实 比 移 至 队 首 的 规则 下 
更 小 . 加 
命题 4.6 ”考察 转移 概率 为 Pj; 的 一 个 不 可 约 的 马尔 可 夫 链 . 如 果 我 们 能 够 找到 和 
为 1 的 正 数 列 zi,i 0, 以 及 一 个 转移 概率 矩阵 Q = (Qi;) 使 


miPi; = TiO (4.29) 


那么 Qi; 是 逆向 链 的 转移 概率 , 而 zi 是 原来 的 链 和 道 向 链 两 者 的 平稳 概率 . 

上 述 命题 的 重要 性 在 于 用 反 向 思维 ,有 时 我 们 可 以 猜测 道 向 链 的 本 质 , 然后 再 
用 一 组 方程 (4.29) 得 到 平稳 概率 和 Qi;. 
例 4.34 ”上 照 亮 一 个 房间 必须 有 一 个 灯泡 . 使 用 中 的 灯泡 失效 时 , 就 在 第 二 天 初 换 上 
一 个 新 的 . 如 果 第 n 天 使 用 中 的 灯泡 是 它 启 用 的 第 i 天 ( 即 它 现在 的 寿命 是 四, 就 令 
Xn 等 于 i 例如 , 灯泡 在 第 mn 一 1 天 失效 , 那么 一 个 新 的 灯泡 在 第 ”天 初 启用 , 从 而 
Xn = 1. 如 果 我 们 假设 每 个 灯泡 独立 地 以 概率 pi(i > 1) 在 使 用 的 第 i 天 失效 , 那么 
容易 看 到 {Xn,n > 1} 是 马尔 可 夫 链 , 其 转移 概率 如 下 : : 


Pi1=P( 灯 泡 在 使 用 的 第 i 天 失效 ) 


_ P( 灯 泡 寿命 = 让 灯泡 寿命 > 让 二 了 三 中 


PP{7 三 二 
其 中 工 是 表示 灯泡 寿命 的 随机 变量 , 使 P(L = i) = pi. 此 外 
Fiit+i=1— FEF,1 


现在 假设 这 个 链 已 经 运行 了 很 长 时 间 (在 理论 上 是 co) 并 反 向 地 考察 其 状态 列 ， 
由 于 在 向 前 的 方向 , 状态 总 是 增加 1 直至 到 达 灯 泡 失效 的 年 龄 , 容易 看 到 逆向 链 总 
是 减少 1 直至 它 到 达 1， 而 后 跳 至 一 个 代表 前 一 个 灯泡 的 寿 全 (在 真实 的 时 间 ) 的 随 
机 值 . 因此 , 逆向 链 看 起 来 有 转移 概率 


Wii_-1=1, i%>1 Qi = 1 


为 了 验证 它 并 同时 确定 平稳 概率 , 我 们 必须 看 到 对 于 上 面 给 出 的 Qi;, 我 们 是 否 能 
够 找到 正 数 {zi} 使 





Ti; = TQ 
首先 , 令 7 = 1, 并 考察 导出 的 方程 : 
mi = T1011 


这 等 价 于 
了 全 一 寺 


"iP{L> A 或 ns = HiP{L S22} 
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对 一 切 i 求 和 导出 


一 人 = SP{L> > 让 三 TI 也] 
i=1 et 
所 以 , 对 于 上 面 表示 逆向 转移 概率 的 Qi 平稳 概率 必须 是 


P{L 宛 让 
已 [可 | 





Ti 一 ， 4 之 | 


为 了 完成 所 给 的 逆向 转移 概率 和 平稳 概率 的 证 明 , 余下 的 一 切 就 是 证 明 它 们 满足 


MiPiitl = Mit1Qit1i 








它 等 价 于 
P{L 之 让 1 PS) = 
ED P{L¥i) EI 
而 这 是 正确 的 , 因为 P(L>i)-P(L=i)=P(L>i+1). 图 


4.9 “马尔 可 夫 链 蒙特 卡 罗 方法 


令 和 是 一 个 离散 的 随机 癌 量 ， 它 的 可 能 值 的 集合 是 zj 之 1. 令 美的 概率 质 
量 函 数 给 定 为 P(X = zj), j > 1, 而 且 假设 我 们 想 对 某 些 特殊 的 函数 h 计算 


0 = EIh(X)] = 2 = 


在 求 函数 nzj)( > 1) 的 值 在 计算 上 有 困难 的 情形 , 我 们 常委 转 为 用 模拟 近似 0. 
通常 的 方法 , 称 为 蒙特 卡 罗 方法 , 它 是 利用 随机 数 生成 概率 质量 函数 为 P(X = zi) 
(j > 1) 的 独立 同 分 布 部 分 随机 向 量 序列 关 1, 关 2,……， Xn( 至 于 它 如 何 得 以 完成 , 请 
参见 第 11 章 的 讨论 ). 由 强大 数 定 律 导出 


lim 7 he (4.30) 


随 之 我 们 可 以 取 很 大 的 mw 用 (Xi)(i = 1,…,n) 的 平均 值 作为 估计 量 去 信 计 6. 
然而 , 常常 很 难 生成 具有 特定 的 概率 质量 函数 的 随机 向 量 , 特别 地 如 采 善 征 一 
个 (分 量 之 间 有 ) 相依 的 随机 向 量 . 此 外 , 它 的 概率 质量 函数 有 时 取 P(X = 2j) = 


Cb;(j > 1) 的 形式 , 其 中 b; 是 特定 的 , 但 是 必须 计算 C, 而 在 很 多 应 用 中 , 用 对 by 求 
和 来 确定 C 在 计算 上 并 不 可 行 . 幸而 , 在 这 种 情形 存在 利用 模拟 估计 9 的 另 一 种 途 
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经 . 即 生成 不 是 独立 的 随机 向 量 列 , 而 是 一 个 取向 量 值 的 , 上 且 以 P(X = zj) (7 > 1) 
为 平稳 概率 的 马尔 可 夫 链 处 1, 处 2,… 的 相继 状态 的 一 个 序列 . 如 果 这 可 以 做 到 , 那 
么 由 命题 4.3 推出 方程 (4.30) 仍然 成 立 , 并 且 启 示 我 们 可 用 》，_，h(Xi)/n 作为 9 
的 一 个 估计 . 

现在 我 们 说 明 如 何 生成 一 个 具有 任意 平稳 概率 的 马尔 可 夫 链 , 而 此 平稳 概率 可 
以 只 特定 到 一 个 常数 倍数 . 令 5(j)(i = 1,…) 是 和 B = pe b(j) 为 有 限 的 正 数 . 
下 面 的 称 为 Hasting - Metropolis 算法 ， 它 可 以 用 于 生成 一 个 时 间 可 道 的 孔 尔 可 夫 
链 , 使 其 平稳 概率 是 
7(j) = 6b)/B, j=1,2,.… 


首先 令 Q 是 任意 一 个 取 正 整数 值 的 特定 的 不 可 约 马尔 可 夫 转 移 概 率 矩 阵 , 以 gq(i, 六 
表示 Q 的 i 行 7 列 的 元 素 . 现在 按 下 述 方式 定义 一 个 马尔 可 夫 链 {Xn,n > 0}. 当 
Xn 二 i 时 , 生成 一 个 随机 变量 Y 使 P(Y = 7) = q(i, 站 ,j= 1,…. 如 果 Y = jj, 那么 
到 状态 序列 构成 一 个 马尔 可 夫 链 , 其 转移 概率 已,; 给 为 
Fi,; = q(i, j)Q(i, 7), 行 7 a 
Pii = gq(6,i) + >_q(i,k)(1 — ali, k)) 
i 


如 果 
TO)Pi = 一 TO)Pii 对 于 J 了 #1 


则 这 个 马尔 可 夫 链 将 是 时 间 可 逆 的 , 且 具 有 平稳 概率 7(7), 它 等 价 于 





(i)q(i, 7)Q(i, 7) = 7(I)g(7, i)a(s, (4.31) 
但 是 如 有 果 我 们 取 7(j) = 5(j)/B, 并 且 令 
sD) ~ min (EY) a 


那么 容易 看 出 方程 (4.31) 成 立 . 因为 若 


并)d0 
W)C), 


.~ A(i)gq(i,)) 
ey 
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方程 (4.31) 也 成 立 , 从 而 证 明了 这 个 马尔 可 夫 链 是 时 间 可 逆 的 , 且 具 有 平稳 概率 
x( 让 . 此 外 , 因为 r(7) = 5(7)/B, 我 们 从 (4.32) 式 看 到 
有 . /6b(7)q(y,? 

人 
它 显 出 B 的 值 对 于 确定 这 个 马尔 可 夫 链 并 不 是 必需 的 , 因为 0(j) 的 值 已 经 足够 了 . 
此 外 , 几乎 总 出 现下 面 的 情形 : r( 力 () > 1) 不 仅 是 平稳 概率 , 而 且 也 是 极限 概率 .( 事 
实 上 , 一 个 充分 条 件 是 , 对 某 个 1 有 Pi > 0.) 
例 4.35 ”假设 对 于 给 定 的 常数 ,我们 要 生成 (1,…,n) 的 所 有 满足 > _, jz; > 
的 排列 (z1,…, zn) 所 组 成 的 集合 在 .多 上 的 均匀 分 布 . 为 了 利用 Hasting-Metropolis 
算法 , 我 们 需要 在 状态 空间 .7 上 定义 一 个 不 可 约 马尔 可 夫 转 移 概 率 矩 阵 . 为 了 害 
义 它 , 我 们 首先 定义 . 的 元 素 的 “ 相 邻 的 ”概念 , 然后 构造 顶点 集 为 9 的 一 个 图 
我 们 先 在 .> 中 每 对 相 邻 的 元 素 间 置 一 个 弧 , 其 中 中 的 任意 两 个 排列 称 为 相 邻 
的 , 如 果 其 中 的 一 个 可 由 另 一 个 经 过 两 个 位 置 的 互 换 得 到 . 即 (1, 2, 3, 4) 和 (1, ?2， 
4 3) 是 相 邻 的 , 而 (1, 2, 3, 4) 和 (1, 3, 4, 2) 则 不 是 . 现在 定义 转移 概率 函数 4 如 下 . 
状态 s 的 相 邻 的 顶点 的 集合 定义 为 N(s), 而 |N(s)| 等 于 集合 N(s) 的 元 素 个 数 , 令 


d= Ty 若 te N(s). 





神 是 说 , 从 8 到 的 下 一 个 候选 状态 等 可 能 地 是 它 的 任意 一 个 相 邻 的 顶点 . 由 于 要 求 
的 马尔 可 夫 链 的 极限 概率 是 rx(s) = C, 故而 推出 (的 = 7(s), 所 以 


a(s,t) = min(|N(s)|/IN(t)), 1) 


即 如 果 马 尔 可 夫 链 的 目前 状态 是 s， 那么 它 的 一 个 相 邻 的 顶点 是 随机 选取 的 , 例如 
t. 如 果 t 是 一 个 比 s 有 较 少 相 邻 的 顶点 的 状态 (用 图 论 的 语言 说 如 果 顶 点 t 的 度 
小 于 顶点 s 的 ), 那么 下 一 个 状态 就 是 t. 如 果 不 是 t, 那么 生成 一 个 (0,1) 均 久 随 机 
变量 U, 而 下 一 个 状态 是 t, 车 UV < |N(s)|/IN(2)l, 而 在 其 他 情形 则 起 s. 这 个 马尔 
可 夫 链 的 极限 概率 是 x(s) = 1/|.7|, 其 中 || 是 79 中 的 排列 个 数 (是 未 知 的 )， 国 

Hasting-Metropolis 算法 最 广泛 的 应 用 版 本 是 吉 布 斯 抽样 (Gibbs sampler). 令 
X = (Xi1,… ,Xn) 是 一 个 离散 的 随机 癌 量 ， 具有 只 特定 到 一 个 常数 倍数 的 概率 质量 
函数 p(z), 假设 我 们 要 生成 与 X 同 分 布 的 一 个 随机 向量 . 即 我 们 要 生成 具有 概率 
质量 函数 





p(Z) = C9g(z) 
的 一 个 随机 向 量 , 其 中 g(z) 已 知 , 但 是 C 未 知 . 应 用 吉 布 斯 抽样 时 假定 对 于 任意 i 
和 zj,j 闫 i 我 们 能 够 生成 一 个 具有 概率 质量 函数 
P{X =72}=P{Xi= 7|X; = 727, @#} 
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的 随机 变量 XX, 它 通 过 Hasting-Metropolis 算法 运行 在 状态 为 z = (ZX1,…,Xn) 的 
一 个 马尔 可 夫 链 上 生成 , 其 转移 概率 由 下 面 定义 . 只 要 目前 的 状态 是 z, 等 可 能 地 是 
1,…,n 中 任意 选取 一 个 坐标 . 如 果 选 取 了 坐标 i, 那么 就 生成 了 一 个 具有 概率 质量 
消 数 P(X =z) = P(Xi = zi|Xj =21) 7 夫人 的 随机 变量 X. 如 果 X = z, 那么 就 将 
状态 y = (ZX1,… ,Zi_1,ZX, Zit1,"…,Zn) 考虑 为 下 一 个 候选 状态 . 换 句 话说 , 对 于 给 
定 的 z 和 2 吉 布 斯 抽样 用 

D(2) 


1 
=—P{Xi=zrX; =7,j Fit=— 2 


的 Hasting-Metropolis 算法 . 
因为 我 们 需要 的 极限 质量 函数 是 p, 我 们 由 方程 (4.32) 看 到 接受 y 为 新 状态 的 
概率 是 





p(y)q(y, Z) ，/p(V)P(Z) 
p(w)a(w,y) 1 fe 1 BR 

因此 , 当 使 用 吉 布 斯 抽样 时 , 候选 状态 总 被 接受 为 链 的 下 一 个 状态 . 

例 4.36 ”假设 我 们 需要 生成 以 原点 为 中 心 半径 为 1 的 圆周 上 均匀 分 布 的 n 个 点 ， 
取 条 件 于 没有 两 个 点 彼此 的 距离 在 d 以 内 的 事件 , 当 条 件 事件 的 概率 小 时 . 这 可 以 
利用 吉 布 斯 抽样 , 即 开始 取 这 个 圆周 上 具有 没有 两 个 点 彼此 的 距离 在 d 以 内 的 性 质 
的 任意 nn 个 点 zl, zz, …, zn, 而 后 等 可 能 地 在 值 1, 2, …,n 的 任意 一 个 中 生成 一 
个 值 I. 然后 继续 在 圆周 上 生成 一 个 随机 的 点 直至 得 到 了 一 个 除了 zz 以 外 的 其 他 
n 一 1 个 距离 不 在 d 以 内 的 点 为 止 . 这 时 , 用 这 个 点 代替 zz, 并 重复 这 样 的 运算 . 经 
过 大 量 的 重复 这 样 的 算法 , n 个 点 的 集合 就 近似 地 有 所 要 求 的 分 布 . 用 
例 4.37 令 Xi;(i = 1,…,n) 是 分 别 具 有 速率 N 的 独立 指数 随机 变量 . 令 5 = 
》,,_，Xi, 假设 对 于 大 的 正常 数 c, 我 们 需要 生成 在 条 件 5 > c 下 的 随机 向 量 和 X = 
(X1,…, Xn). 即 我 们 需要 生成 密度 函数 为 


oes) = min ( 


rn prs Lse™™, 区 之 0 > 
的 随机 向 量 的 值 . 这 容易 做 到 , 只 要 用 一 个 满足 zz > 0,1 = 1,…,n,， > 2i >ec 的 
初始 向 量 z = (zi……zn) 开始 . 然后 生成 一 个 等 可 能 地 是 1,…,n 的 任意 一 个 的 
随机 变量 I. 下 一 步 , 生成 一 个 指数 随机 变量 X, 使 其 在 事件 X 十 pe .221 > 5 的 
条 件 下 速率 为 和 Ar. 最 后 的 步骤 要 求 在 超过 c 一 》，，, zj 的 条 件 下 生成 一 个 指数 随 
机 变量 的 值 , 它 容易 通过 使 用 如 下 事实 做 到 , 即 指数 变量 在 大 于 一 个 正常 数值 的 条 
件 下 的 条 件 分 布 与 这 个 值 加 上 该 指数 变量 的 分 布 相同 . 因此 , 为 了 得 到 X, 首先 生 
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成 一 个 速率 为 Xr 的 指数 随机 变量 Y, 然后 置 
十 
及 一 YY 十 6 一 >》， = 


jz1 
然后 值 zr 应 该 重新 置 为 X, 并 开始 算法 的 新 一 步 迭 代 . 加 
注 ” 由 例 4.36 与 例 4.37 看 出 , 虽然 吉 布 斯 抽样 的 理论 的 介绍 是 假定 了 生成 的 随机 
变量 的 分 布 是 离散 的 , 而 当 分 布 是 连续 时 也 是 成 立 的 . 


4.10 “马尔 可 夫 决 策 过 程 


考察 一 个 过 程 , 它 在 离散 时 间 点 上 的 观测 是 标号 为 1,…,M 的 M 个 可 能 的 状 
态 中 任意 一 个 . 在 观测 到 过 程 的 状态 后 必须 选取 一 个 动作 , 而 我 们 以 4 记 所 有 可 能 
的 动作 的 集合 , 并 且 假 定 它 是 有 限 集 . 

如 果 过 程 在 时 间 ”处 在 状态 i, 并 且 选 取 了 动作 a, 则 系统 的 下 一 个 状态 由 转移 
概率 Pi;(a) 确定 . 如 果 我 们 以 Xn 记过 程 在 时 间 n 的 状态 , 以 on 记 在 时 间 n 选取 
的 动作 , 那么 上 面 就 等 价 于 

P{Xn41 = j|Xo, a0, X1,Q1,.**, Xn = i,an = Qa} = P;;(a) 
于 是 , 转移 概率 只 是 目前 的 状态 和 随后 的 动作 的 函数 . 

我 们 将 选取 动作 的 一 个 规则 称 为 一 个 策略 . 我 们 局 限于 下 述 形式 的 策略 ， 即 在 
任意 时 间 他 们 指定 的 动作 只 依赖 于 当时 过 程 的 状态 (而 不 依赖 于 有 关于 过 程 以 前 化 
任何 状态 和 动作 ). 然而 , 我 们 容许 一 个 策略 是 “随机 化 ”的 , 可 以 按 概率 分 布 选取 如 
作 . 换 句 话说 , 一 个 策略 8 是 一 个 数 的 集合 6 = {Bi(a),a € 4,i = 1,…,M}, 即 如 
果 过 程 在 状态 i, 则 以 概率 B;(a) 选取 动作 a. 当然 , 我 们 需要 有 

0 < Bi(a) < 1， 对 于 一 切 i,a 
》 Bi(a) = 1， 对 于 一 切 


在 任意 给 定 的 策略 6 下 , 状态 序列 {Xn,n = 0,1,…} 构成 一 个 马尔 可 夫 链 , 二 
转移 概率 已;(B) 给 定 为 
Pi;(B) = Pe{ Xnt+1 = j|Xn = i 让} > > P;(a)Bila) 
其 中 最 后 的 等 式 是 由 取 条 件 于 状态 i 时 所 选取 的 动作 得 到 的 . 让 我 们 假设 对 于 每 - 


个 选取 的 策略 8 所 确定 的 马尔 可 夫 链 {X%,n = 0,1,…} 是 过 历 的 . 
@ 我 们 用 符号 Pe 记 概 率 是 在 用 策略 B 的 条 件 下 取 的 
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对 于 一 个 策略 6, 以 ri 记 在 使 用 了 策略 6 时 , 过 程 在 状态 i 并 且 选 取 动 作 a 
时 的 极限 (或 定 态 ) 概率 . 即 


Tia 一 lim Pe{Xn = i,an = a} 


癌 量 趟 二 (Tia) 必须 满足 
Q) 对 于 一 切 ia, mia >0. (ij > 2, ria=1 z 
(这 ) 对 于 一 切 j， > Nja = > > MiaP; (a). (4.33) 
方程 (i) 和 的 ) 是 显然 的 , 而 方程 (这) 与 方程 (4.7) 相似 , 这 是 因为 左边 是 在 状态 j 
的 稳 态 概率 , 而 右边 是 由 取 条 件 于 前 一 步 的 状态 与 选取 的 动作 算得 的 同一 个 概率 . 
于 是 对 于 任意 一 个 策略 6, 存在 一 个 满足 人 ~( 韦 ) 的 向 量 r = (rio), mia 等 于 
使 用 策略 8 时 过 程 在 状态 i 并 且 选 取 动作 a 时 的 稳 态 概率 . 此 外 , 反 过 来 也 是 正确 
的 . 即 对 于 满足 人 ~ 过) 的 任意 向 量 r = (mia), 存在 策略 8, 如果 使 用 了 策略 6, 那 
么 过 程 在 状态 i 并 且 选 取 动 作 a 时 的 稳 态 概率 等 于 Aio. 为 了 验证 最 后 的 这 个 说 法 ， 
假设 r = (ria) 是 满足 (~ (这 ) 的 向 量 . 然后 令 策略 6 = {Bi(a)} 为 
pi(a) = P( 策 略 8 选取 a| 状态 为 让 = 一 za 
> Tia 
现在 以 Pi。 记 在 使 用 策略 6 下 , 过 程 在 状态 i 并 且 选 取 动 作 a 时 的 极限 概率 . 我 们 
需要 证 明 Fia 一 Nia.: 对 此 ， 首先 注意 {Ed 一 L 机 da 和 4} 是 二 维 马 尔 可 夫 链 
{(Xn an),n 之 0} 的 极限 概率 . 因此 , 由 基本 定理 4.1, 它们 是 方程 
() Pa 20, (i) >, 2 Pa=1, (ii) Pa= 2 >,, PoPi(a)Bi(o) 
的 唯一 解 , 其 中 (iiiY) 是 因为 


P{Xnt+1 = jantl = alXn = i,an = 0} = Pi(a’)B;(a) 








由 于 
/J NNja 
Bi;(a) :3 
我 们 看 到 (Pi) 是 
Po>0，》 > Pao=1, Po=) ,PoPy(o)e=* 
% a i Qa’ > Tja 


的 唯一 解 . 因此 , 为 了 证 明 Pa = ic, 我 们 需要 证 明 
Tia 之 0， > =1, ， Ta = 》 > mia Pij(o') 示 
a Q/ 2 7Q 





4 2 
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前 面 的 两 个 方程 得 自 方程 (4.33) 的 (i) 和 (ii, 而 第 三 个 方程 等 价 于 
>》 ,Tia = > 2 ria' Piji(a ) 


它 得 自 方程 (4.33) 的 条 件 ( 阁 ). 

于 是 我 们 已 经 证 明了 向 量 r = (mia) 满足 方程 (4.33) 的 (i)~~( 阁 ) 当 且 仅 当 存在 
策略 6, 在 使 用 策略 8 下 , ria 等 于 过 程 在 状态 i 并 且 选 取 动 作 a 时 的 稳 态 概率 . 于 
实 上 ， 这 里 的 策略 6 定义 为 Bi(a) = Niaf > Tia， 

上 面 的 事实 在 确定 最 佳 策略 时 是 十 分 重要 的 . 例如 , 假设 只 要 在 状态 ;并且 送 
取 动 作 a 就 赚 得 某 个 报酬 R(i,a). 由 于 R(Xi,ai) 表示 在 时 间 i 赚 得 的 报酬 , 在 策略 
8 下 单位 时 间 的 平均 报酬 的 期 望 可 以 表示 为 


7 


R(Xi, ai 
5 下 的 平均 报酬 的 期 望 = Jim_ By 


现在 , 如 果 以 xia 记 在 状态 i 并 且 选 取 动 作 a 时 的 稳 态 概率 , 这 就 推出 在 时 间 n 芯 
报酬 的 期 望 的 极限 等 于 


lim E[R(Xn, an)] = 六 > _ riaR(i,a) 


由 它 导出 
6 下 平均 报酬 的 期 望 = 》 > miaR(i,0)， 


因此 , 确定 最 大 化 平均 报酬 的 期 望 的 策略 问题 就 是 求 
max > NR 9 | 对 于 一 切 ia 服从 Aia 宕 0 


T=(Tia) 
D5 
> 一 D> ,mab (a) 对 于 一 切 7 (4.34 


2 


然而 , 以 上 的 求 最 大 值 问题 是 著名 的 线性 规划 的 一 个 特殊 情形 , 并 且 可 以 用 称 为 阅 
纯 形 算法 ? 的 标准 的 线性 规划 算法 求解 . 如 果 zm* = (mh) 是 上 面 的 最 大 值 , 那么 上 
佳 策略 就 由 8* 给 出 , 其 中 


水 
Tia 

水 

》 Tia 


@ 它 称 为 线性 规划 , 因为 目标 函数 》，, 》，，R(i, a)ria 和 约束 都 是 ria 的 线性 函数 . 对 于 单纯 形 法 和 
直观 分 析 , 参见 4.5.2 市 . 





Bi (a) = 
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注 人 可 以 证 明 存 在 一 个 mw* 使 方程 (4.33) 取得 最 大 , 并 且 具 有 如 下 性 质 : 对 于 每 
个 i,7h 除了 一 个 a 值 以 外 全 是 0, 这 就 导出 最 佳 策略 是 非 随机 的 . 即 当 在 状态 i 时 ， 
指定 的 动作 是 i 的 确定 性 函数 . 

(i) 当 在 可 允许 的 策略 类 上 加 约束 时 , 线性 规划 的 表示 形式 也 常常 有 效 . 例如 
假设 存在 一 个 过 程 处 在 某 个 状态 (比如 , 在 状态 1) 的 时 间 的 比例 的 约束 . 特别 地 , 假 
设 我 们 只 容许 考虑 使 过 程 在 状态 1 少 于 100a% 的 时 间 的 策略 . 为 了 确定 约 制 于 这 
个 要 求 的 最 佳 策 略 , 我 们 对 线性 规划 问题 加 以 附加 的 约束 


y Nia<<a 
a 


因为 > ,ia 表示 过 程 处 在 状态 1 的 时 间 的 比例 . 


4.11 隐 轧 尔 可 夫 链 


令 {Xn,n = 1,2,…} 是 一 个 转移 概率 为 PB; 和 初始 状态 概率 为 p;=P(X1 = 
(G > 0) 的 马尔 可 夫 链 . 假设 有 一 个 信号 的 有 限 集 .9 使 马尔 可 夫 链 在 每 次 进入 一 个 
状态 时 发 射 一 个 在 .> 中 的 信号 . 此 外 , 假设 当 马 尔 可 夫 链 进入 状态 j 时 , 独立 于 以 
前 马尔 可 夫 链 的 状态 和 信号 , 以 概率 p(s|7) 发 射 信号 s, > ，_ ,p(slj) = 1. 即 如 果 
以 Sn 表示 第 n 个 发 射 的 信和 号, 那么 


P{S1 = s|X1 =7}=p(s|j), P{S%, = s|Xi1,S1,:., Xn_1, Sn_1, Xn = 7} = p(s|)) 


上 述 类 型 的 模型 , 其 中 信和 号 的 序列 51, 52,… 被 观测 到 , 而 潜在 的 马尔 可 夫 链 的 

状态 序列 Xi XX2,… 是 观测 不 到 的 , 这 称 为 一 个 隐 马 尔 可 夫 链 模型 . 
例 4.38 考虑 一 个 生产 过 程 , 在 每 个 时 段 它 或 者 处 在 一 个 好 的 状态 (状态 1), 或 者 
处 在 一 个 差 的 状态 (状态 2). 如 果 在 一 个 时 段 过 程 处 在 状态 1, 独立 于 过 去 , 在 下 一 
个 时 段 将 以 概率 0.9 处 在 状态 1, 而 将 以 概率 0.1 处 在 状态 2 一 旦 过 程 处 在 状态 2 
它 将 永远 处 在 状态 2. 假设 每 个 时 段 生 产 一 个 产品 , 当 过 程 处 在 状态 1 时 , 每 个 生产 
的 产品 以 概率 0.99 达到 可 接受 的 质量 , 而 当 过 程 处 在 状态 2 时 , 生产 的 产品 以 概率 
0.96 达到 可 接受 的 质量 ， 

如 果 每 个 产品 的 状况 (或 者 可 接受 , 或 者 不 可 接受 ) 相继 地 被 观测 到 , 而 过 程 的 
状态 不 能 观测 到 , 那么 上 面 的 是 一 个 隐 马 尔 可 夫 链 模型 . 信号 是 生产 的 产品 的 状况 ， 
具有 值 a 或 , 依赖 于 产品 是 否 是 可 接受 或 是 不 可 接受 . 信号 的 概率 是 

p(ull) = 0.01, pl(all) = 0.99, p(w|2) = 0.04, p(al2) = 0.96 
而 潜在 的 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 是 
je Ey Oy 国 
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虽然 {5%,n > 1} 不 是 一 个 马尔 可 夫 链 ， 应 该 注意 到 ， 取 条 件 于 当前 的 状态 
Xn， 0 Sn Xn+1, Sn+1,"… 独立 于 过 去 的 信号 和 状态 的 序 
列 Xi1, $1,:… Xn-l1, On-1: 

令 S" = (S51,…,Sn) 为 前 n 个 信号 的 随机 向 量 . 对 于 一 个 固定 的 信号 序列 
s1)… ;Sn; 令 sp 二 (s1,…,5k),k < n. 首先 , 我 们 确定 给 定 S”= sn 时 马尔 可 夫 链 
在 时 间 ”所 处 状态 的 条 件 概率 . 为 了 得 到 这 个 概率 , 令 


Fn(j) = P{S” = sn, Xn = 了 
并 且 注 意 


P{S” = Sn, Xn = 7} 有 Fn (I) 


DO So 》 丽人 


现在 
Fn(j)=P{S" =sn-1 Sn = Sn, Xn = } 
= P{S"! = sn 1, Xn_1=i, Xn=j,Sn = sn} 
和 > -10)P{Xn =j,Sn = sn|3S” = sn-1, Xn-1 = 让} 
= > Fi1(i)P{Xn = j, Sn = sn|Xn_1 = 让 
一 > Fn_1(i) Pi,j;p(snlj) 


p(sn 7 2 Fn 1(i)P,; (4.35) 


其 中 在 上 面 用 了 
P{X = 5, = sn|Xn_1 = 让 
=P{Xn = jlXn 1 =i}xP{S, = sn|Xn = Xn-1 = 
= PjP{Sn = sn|Xn = 让 二 Col 
首先 ， 
Fi(i)=P{X1=1i,S1 = s1} = pip(sili) 


我 们 可 以 利用 方程 (4.35) 递 推 地 确定 函数 -0 F,(i). 
例 4.39 ”假设 在 例 4.38 中 P(X1 = Ds = 0.8. 定 生产 的 前 前 3 个 产品 的 相继 条 件 


三 | 
XE QU 0 
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Qi) 当 生 产 了 第 3 个 产品 时 , 过 程 在 好 的 状态 的 概率 是 多 少 ? 

(ii) X4 是 1 的 概率 是 多 少 ? 

(这 ) 生产 的 下 一 个 产品 是 可 接受 的 概率 是 多 少 ? 

解 以 ss= (a,w,a), 我 们 有 

Fi(1) = (0.8)(0.99) = 0.792, 
F(2) = (0.2)(0.96) = 0.192 
Fa(1) = 0.01[0.792(0.9) + 0.192(0)] = 0.007 128, 
F»(2) = 0.04[0.792(0.1) + (0.192)(1)] = 0.010 848 
Fs(1) = 0.99[(0.007 128)(0.9)] ~ 0.006 351, 
Fs(2) = 0.96[(0.007 128)(0.1) + 0.010 848] ~ 0.011 098 


所 以 (i) 的 答案 是 


0.006 351 
人 
(Xs= 1lss} ~ F006 351 T0011 008 ~ 036 


为 了 计算 P(X4 = 1|ss), 取 条 件 于 Xs 得 到 


P{X4 =1|ss} =P{X4 = 1|Xs =1,s3}P{Xs = 1|ss} 
+P{X4 = 1|Xs = 2,s3}P{Xs = 2|ss} 
=P{X4 = 1|Xs = 1,s3}(0.364) + P{X4 = 1|Xs = 2, s3}(0.636) 
= 0.364Pi1 + 0.636P 1 = 0.3276 


为 了 计算 P(54 = alss)， 取 条 件 于 X4 有 


P{S4 = alss} = P{S4 = alX4 = 1,s3}P{X4 = i 
+P{S4 一 a|X4 = — , S83}P{X4 = 一 2|ss} 
= P{S4 = alX4 = 1}(0.3276) + P{S4 = alX4 = 2}(1 — 0.3276) 
= (0.99)(0.3276) + (0.96)(0.6724) = 0.9698 国 


要 计算 P(S" = sn), 使 用 恒等式 P(S" = sn) = Fli) 及 递 推 公式 (4.35) 
如 果 马 尔 可 夫 链 有 N 个 状态 , 要 计算 nN 个 肪 全， 每 一 个 运算 需要 在 N 项 上 求 和 | 
这 可 与 基于 取 条 件 在 马尔 可 夫 链 前 n 个 状态 以 得 到 P(S” = sn) 的 计算 比较 


P{S 一 sn} >》， P{S™ = sn|X1 = = in}P{X1 二 代 ),'…, 信 n = 


0 


= 》 pls1lin) :p(snlin)pa 已 Pa Piss, 


和 
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于 是 使 用 上 面 的 恒等式 计算 P(S”= sn) 就 要 在 N" 项 上 求 和 , 而 每 一 项 是 2n 个 值 
的 乘积 , 说 明 这 与 前 面 的 方法 无 法 比拟 . 
用 递 推 地 确定 函数 (i) 计算 P(S" = sn) 是 熟知 的 向 前 方法 . 也 有 向 后 方法 ， 
Bi(i) = PIOpt = py, Sv 
对 于 Bx(i) 的 递 推 公式 可 以 通过 取 条 件 于 Xk+1 得 到 


Bx(i) = >》 P{Sk+l 一 56 ,Sn = Sn|Xk = i, Xkt1 = I}P{XE+1 = j|Xk = i} 
7 


> P{Sk+l = sk+1 Sn = Sn|Xk+t1 一 让 
J 


一 >》 P{Sk+a = Sp+1|Xk+1 = 7} 
了 
x P{Sk42 = Sk+2,°**, Sn = Sn|Sk+1 = Sk+1, Xk+1 = I}P, 


p(sk+1|j)P{Sk+2 = SF+2 ,Sn = Sn|Xk+t1 = I}P, 
I 


= Dp(serilj) Bet)) Ps, / (4.36) 


先 有 


Bn_1(i) = P{Sn = sn|Xn-1 = = > Psp(snl|j) 
7 


于 是 我 们 可 以 利用 方程 (4.36) 确定 B, 2(i), 然后 Bn -as()…… Bi(). 这 将 通过 
P{S™ = sn} >_P{S1 二 581,"'*， Sn = sn|X1 = 让 Pi 


>》 P{s5 一 s1|X1 i}P{S2 一 52) .On = sn|S1 = 51, XX1 二 i}pi 
= p(sili)P{S2 = sa ,Sn = sn|X1 = i}pi 一 2 p(s1li)Bi(i)p: 


得 到 P(S™” = sn). 
另 一 个 得 到 P(S" = sn) 的 方法 是 将 向 前 方法 与 向 后 方法 结合 起 来 . 假设 对 于 
某 个 &, 我 们 已 经 计算 了 函数 Fx(j) 和 Br(j). 因为 
P{S" = sn, Xk =j} =P{S" = sx, Xx 一作 
x P{Skp41 = sk Sn = Sn|S* = sx, Xk = j} 
= P{S* = sx, Xp = j}P{Sk41 一 sk °°, Sn = Sn|Xxk = j} 
= Fx (7)Bk(Y) 
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我 们 看 到 
PLS” = Fe 2 Fe (i)Br()) 


利用 上 面 的 恒等式 确定 P(S”= sn) 的 好 处 是 , 我 们 可 以 同时 计算 从 五 起 始 的 
阿 前 函数 序列 和 从 Bn-1 起 始 的 回 后 函数 序列 . 这 种 计算 可 以 在 对 于 某 个 上 已 经 算 
得 及 与 Bk 时 停止 . 
预测 状态 
假设 前 ”个 观测 信号 是 sn = (si1,…, sn), 在 给 定 这 些 数据 时 我 们 要 预测 马尔 
可 夫 链 的 前 ”个 状态 . 最 佳 预测 依赖 于 我 们 想 完 成 什么 . 耕 我 们 的 目标 是 使 正确 预 
测 的 状态 数 的 期 望 最 大 , 则 对 于 每 一 个 & < nn, 我 们 需要 计算 P(Xx = j1S™ = sn)， 
然后 取 最 大 化 这 个 量 的 值 了 为 Xx 的 预测 . ( 即 对 给 定 信号 序列 , 我 们 取 Xi 的 条 件 
质量 函数 的 峰值 作为 Xk 的 预测 .) 为 此 , 我 们 必须 首先 计算 条 件 质量 函数 , 其 做 法 
如 下 . 对 于 k<n 
es P{S™ = sn, Xx = j} Fi(j) Br (I) 
一 0 (eg 
ee P{S" = sn} ,Fr(j) Be(I) 
J 
于 是 , 给 定 S” = sn 时 Xx 的 最 佳 预测 是 使 也 (7)Bx(7) 最 大 的 值 j. 
预测 问题 的 一 个 不 同 的 引申 源 于 我 们 将 状态 序列 看 成 一 个 简单 的 统一 体 . 在 这 
种 情形 , 我 们 的 目标 是 在 给 定 信号 序列 时 , 选取 条 件 概 率 最 大 的 状态 序列 . 例如 , 在 
目标 将 是 在 整体 中 预测 这 个 真实 的 信和 号. 
令 XK = (XI1,…,Xk) 是 前 个 状态 的 癌 量 , 要 求 的 问题 是 寻找 状态 序列 
Do 


PIXHS (| P{S" = ss} 


为 求解 上 面 的 问题 , 对 于 < n, 令 


Vx(7) = en P{Xk_1 = i, ,ip-1), Xk = 1,S" = sk} 
为 了 递 推 地 解 Vi.(7), 利用 


Vi(j)=max max P{Xk-2=(i1,",ip-2), Xk-1 = i, X= Se 
1 KR 一 2 


. 2 . 
及 0 a P{Xk-2 = (1, ik-2), Xk-1=i,S = Sk-1, Xk=j, Ok = Sk} 
1 “大 一 2 
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= max max P{Xk_2 = (i1,..,ik_2), Xk_1=i,S" ! = sp_1} 
13"°"" Lk—2 


x P{Xk = ,Sk = sp|Xk_2 = (1, ,ip_2), Xp_1 =i,S*! = sp_1} 


一 = max 1 Ue PP{XA- D: = (21 ,ik—2), Xk-1 三 i, S*-! 二 sk_1} 
1， 


xX Pp{X = 一 7， Sg 二 一 Sk|Xk-1 = 一 7 
一 maxP{Xx 一 7 Sk 一 Sk|Xk_1 一 i} 


X max P{Xk_2 = (i1,.., ik 2), Xp_1 一 有 SS = sp_1} 
荆 ) ”大 一 2 


= max Pi,jp(sk|j) Vk-1() 
= p(sk|j) max Pi,jVk—1 (2) (4.37) 


从 

Vi(7)) = P{X1 = jj,51 = s1} = pjp(s1|)) 
开始 , 我 们 现在 用 递 推 恒等式 (4.37) 对 每 个 了 确定 Vk(7). 
“为 了 得 到 状态 的 最 大 化 序列 , 我 们 从 相反 的 方向 进行 . 令 各 是 使 V.(j) 最 大 的 
7 no 于 是 ji 是 最 大 化 状态 序列 中 的 最 
后 的 状态 . 同样 , 对 于 和 mw, 令 丸 (7) 是 使 BjVi(7) 最 大 的 i. 那么 


.INaX P{Xn = (i ,in), S" = sn} 
一 max P{X = (21， 和 sn} 


21)……)2 刀 一 1 


= p(snljn) max Pi,j, Vn— 1(2) 
= p(sn|jn) PP, 1 (jn Im Vn— 1(in— 1(In)) 


于 是 , in_1(jn) 是 最 大 化 状态 序列 中 的 最 后 状态 的 前 一 个 状态 . 继续 这 种 方式 从 最 
A 列 中 的 最 后 状态 的 前 两 个 状态 是 in_2(in-1(jn)), 如 此 等 等 
定 了 规定 的 信号 序列 , 上 面 寻 找 最 可 能 的 状态 序列 的 方法 称 为 维特 比 (Viterbi) 


司 题 


*1. 3 个 白 球 和 3 个 黑 球 分 布 在 两 个 坛子 中 , 每 个 含有 3 个 球 ， 我 们 称 此 系统 处 在 状态 
i,i 二 0,1,2, 3, 如 果 第 一 个 坛子 中 有 i 个 白 球 . 每 次 我 们 从 某 个 坛子 中 取出 一 个 球 , 并 
将 从 第 一 个 坛子 取出 的 球 放 到 第 二 个 坛子 中 , 从 第 二 个 坛子 取出 的 球 放 到 第 一 个 坛子 
中 . 以 Xh 记 第 n 步 后 系统 的 状态 . 解释 为 什么 {Xn,n > 0} 是 马尔 可 夫 链 , 并 计算 它 
的 转移 概率 矩阵 . 


习 题 203 


. 假设 今天 天 气 是 否 下 雨 依赖 于 前 三 天 的 天 气 条 件 . 说 明 怎 样 用 一 个 马尔 可 夫 链 分 析 这 


个 系统 . 必须 有 多 少 个 状态 ? 


. 在 习题 2 中 , 假设 如 果 过 去 的 三 天 已 经 下 雨 , 则 今天 下 雨 的 概率 是 0.8; 如 果 过 去 的 三 


天 无 一 天 下 雨 , 则 今天 下 雨 的 概率 是 0.2; 而 在 其 他 情形 今天 的 天 气 以 概率 0.6 与 昨天 
的 天 气相 同 . 确定 这 个 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 矩阵 P. 


. 考虑 一 个 取 值 0, 1 或 2 的 过 程 {X。m > 0}. 假设 


P{Xn+i = j|Xn 三 人 Xn 1 一 各 -1 Xo = io} 


已 了 当 n 是 奇数 


其 中 了 忆 = 于 = ii= 012 {Xn,n > 0} 是 马尔 可 夫 链 吗 ? 如 果 不 是 ， 
那么 说 明 怎样 扩大 状态 空间 , 我 们 可 以 将 它 转 变 为 马尔 可 夫 链 


. 一 个 状态 为 0,1 或 2 的 马尔 可 夫 链 {X nm > 0}, 它 的 转移 概率 矩阵 是 
1 1 1 
2 3 6 
1 2 
9 3 3 
1 1 
2 0 3 


如 果 P(Xo =0) =P(xo =1)= 7 求 E[Xsl. 


: 令 两 个 状态 的 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 矩阵 如 例 4.2 中 给 出 的 


p 1 一 2 














用 数学 归纳 法 证 明 


+5p-D” 了 -5Cp 一 ID" 


PC) 一 


op pe 


2 








1 1 
2 2 
1 1 
2 2 








. 在 例 4.4 中 假设 昨天 和 前 天 都 没有 下 雨 . 问 明天 下 雨 的 概率 是 多 少 ? 
. 假设 硬币 1 以 概率 0.7 出 现 正面 , 而 硬币 2 以 概率 0.6 出 现 正 面 . 如 果 今 天 抛掷 的 硬币 


出 现 正面 , 那么 明天 我 们 选取 硬币 1 抛掷 , 而 如 果 今 天 抛掷 的 硬币 反面 朝 上 , 那么 明天 
我 们 选取 硬币 2 抛掷 . 如 果 开 始 时 等 可 能 地 抛掷 硬币 1 或 硬币 2. 那么 , 在 开始 抛掷 后 
的 第 三 天 抛 撕 的 是 硬币 1 的 概率 是 多 少 ? 


. 假设 在 习题 8 中 在 星期 一 抛掷 的 硬币 正面 朝 上 . 问 同一 导 的 星期 五 抛掷 的 硬币 也 是 正 


面 戎 上 的 概率 是 多 少 ? 
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10. 在 例 4.3 中 , 加 里 现在 处 在 快乐 的 心情 , 问 在 以 后 三 天 中 的 任意 一 天 他 没有 处 在 忧郁 


11. 


12. 


13. 


14. 


15. 


“16. 


17. 


心情 的 概率 是 多 少 ? 
在 例 4.3 中 , 4 天 前 加 里 处 在 忧郁 的 心情 , 给 定 他 在 一 个 星期 没有 觉得 快乐 , 问 今天 他 
处 在 忧郁 心情 的 概率 是 多 少 ? 

对 于 一 个 具有 转移 概率 PP,; 的 马尔 可 夫 链 {Xn,n > 0}, 考虑 给 定 这 个 链 开始 于 时 间 
0 处 在 状态 i 并 且 在 时 间 n 前 没有 到 过 状态 7 时 Xa = mm 的 条 件 概率 . 其 中 7 是 一 个 
不 等 于 i 或 m 的 特定 状态 .我们 想 要 知道 是 否 这 个 条 件 概率 等 于 状态 空间 不 包含 状 
态 7 且 转 移 概率 为 


Ls oe 
Wi = TP i,j 7 





的 一 个 马尔 可 夫 链 的 n 步 转 移 概 率 . 或 者 证 明 等 式 


P{X", = m|Xo 一 2 Xk #7,k = 1 mn} Qe 


或 者 构造 一 个 反例 
令 PP 是 一 个 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 矩阵 ， 论 证 如 果 对 于 某 个 正 整 数 r，Pr 全 是 正 分 
量 , 那么 对 于 n > 7, P" 全 是 正 分 量 . 


指定 如 下 马尔 可 夫 链 的 类 , 确定 它们 是 否 都 是 暂 态 或 常 返 态 . 
0 1 1 0 0 0 
< 0 0 0 
Pi=|| -= 二 ||， J ) 
2 2 1 工 0 0 
2 2 
1 1 
Di 0 0 10 
1 1 
~- 0 ~= 0 0 
2 2 = 
4 4 
4 2 4 ~- 一 0 0 0 
1 1 2 2 
Ps3=|| = 二 
3 了 0 了 0 0 4 0 0 1 0 0 
1 1 1 2 
0 0 0 2 0 0 5 3 0 
| | 1 0 0 0 0 
0 0 0 > 


证 明 如 果 马 尔 可 夫 链 的 状态 个 数 是 M, 而 状态 5 可 以 由 状态 i 到达 , 那么 它 可 以 在 M 
步 以 内 到 达 . 

证 明 若 状态 i 是 常 返 态 , 且 状 态 i 不 与 状态 了 互通 , 则 Pi; = 0. 它 说 明 一 旦 过 程 进入 一 
个 常 返 的 状态 类 , 它 绝 不 会 离开 这 个 类 . 因为 这 个 原因 , 一 个 常 运 类 常 指 一 个 闭 的 类 . 
对 于 例 4:15 中 的 随机 游 动 , 用 强大 数 定律 给 出 在 2 大 1/2 时 马尔 可 夫 链 是 暂 态 的 男 一 
个 证 明 . 





18. 


19. 
20. 


22. 


23. 


24. 


25. 


CN 


提示 : 注意 在 时 间 n 的 状态 可 以 写 为 > ，_， 区 其 中 六 是 独立 的 且 P(Yi = 1) = 
1 一 P(Yi = -1). 论证 若 p > 1/2, 则 由 强大 数 定律 , 当 n 一 co 时 , > ,六 一 00, 因此 
初始 状态 0 只 能 被 访问 有 限 多 次 , 从 而 必须 是 暂 态 . 类 似 的 推理 在 p < 1/2 时 也 成 立 . 
硬币 1 正面 朝 上 的 概率 是 0.6, 而 硬币 2 是 0.5. 一 枚 硬币 连续 地 抛掷 直至 反面 朝 上 ， 
此 时 将 这 个 硬币 搁置 一 旁 , 我 们 开始 抛掷 另 一 枚 . 
(a) 用 硬币 1 抛掷 的 比例 是 多 少 ? 
(b) 如 果 我 们 从 抛掷 硬币 1 开始 , 问 第 5 次 抛掷 的 是 硬币 2 的 概率 是 多 少 ? 
对 于 例 4.4, 计算 下 雨天 数 的 比例 . 
一 个 转移 概率 矩阵 PP 称 为 双 随机 的 , 如 果 每 一 列 的 和 是 1, 即 对 于 一 切 j 
> Dy 
如 果 这 样 的 链 是 不 可 约 和 非 周 期 的 , 并 且 由 M + 1 个 状态 0,1,…,M 组 成 , 证 明 极限 
概率 是 ) : 
a j=0,1,.……,M 

一 个 DNA 核酸 是 4 个 值 中 的 任意 一 个 , 在 一 个 特殊 位 置 的 核酸 突变 的 标准 模型 是 一 

马尔 可 夫 链 模型 , 它 假设 对 于 某 个 0< a < 3 ,核酸 从 时 段 到 时 段 的 概率 1 - 3a 不 
和 而 如 果 变 化 了 , 则 等 可 能 地 变化 为 其 他 3 种 核酸 中 的 任意 一 个 
(a) 证 明 Phi = 了 + 了 (1 一 4a)" 
(b) 这 个 链 在 每 个 状态 的 时 间 的 长 程 比例 是 多 少 ? 
令 区 是 独立 地 扩 一 颗 均 匀 的 角 子 n 次 的 和 . 求 


im P(Y' 是 13 的 倍数 ) 


TI 二 


提示 : 定义 一 个 合适 的 马尔 可 夫 链 , 并 应 用 习题 20 的 结果 


试验 依次 地 进行 . 如 果 最 后 的 两 次 试验 是 成 功 , 那么 下 一 次 试验 以 概率 0.8 是 成 功 ; 否 
则 下 一 次 以 概率 0.5 是 成 功 . 在 长 程 中 , 成 功 的 比例 是 多 少 ? 

考察 红 、 白 、 蓝 三 个 坛子 . 红色 的 坛子 含有 1 个 红 球 , 4 个 蓝 球 ; 白色 的 坛子 含有 3 个 
白 球 , 2 个 红 球 , 2 个 蓝 球 ; 蓝 色 的 坛子 含有 4 个 白 球 , 3 个 红 球 , 2 个 蓝 球 . 开始 时 随机 
地 从 红色 的 坛子 中 任 取 一 个 球 , 然后 放 回 这 个 坛子 . 在 随后 的 每 一 步 , 从 颜色 与 前 一 个 
取得 的 球 相同 的 坛子 中 随机 取出 一 个 球 , 然后 放 回 这 个 坛子 . 在 长 程 中 , 取得 红 球 的 概 
率 是 多 少 ? 取得 白 球 的 概率 是 多 少 ? 取得 蓝 球 的 概率 是 多 少 ? 

每 天 早晨 某 人 走出 房子 去 长 跑 . 他 等 可 能 地 从 前 门 或 者 从 后 门 离 开 . 在 离开 房子 时 , 他 
选取 一 双 跑 鞋 (或 者 赤脚 跑 , 如 果 在 他 离开 的 门 没有 鞋 )、 在 回来 时 他 等 可 能 地 进入 前 
门 或 者 后 门 , 并 留 下 他 的 跑鞋 . 如 果 他 总 计 有 大 双 跑 鞋 , 问 他 赤脚 跑 的 时 间 的 比例 是 多 
人 消 ? 
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26. 


“27. 
28. 


29. 


30. 


31. 


“32. 


33. 


34. 
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考虑 用 如 下 方法 洗 一 副 n 张 的 纸牌 . 开始 于 纸牌 的 任意 初始 次 序 , 在 1,2,…,n 中 随 
机 地 选 一 个 数 使 得 每 一 个 都 等 可 能 地 被 选 到 . 如 果 选 取 的 是 i, 那么 我 们 将 位 置 i 的 那 
张 纸牌 放 到 这 副 牌 的 项 上 . 即 我 们 将 这 张 牌 放 到 位 置 1. 然后 我 们 重复 地 执行 同样 的 
操作 . 证 明 在 极限 下 , 这 副 牌 被 完全 地 洗 透 , 即 最 终 的 次 序 等 可 能 地 是 nl! 个 可 能 次 序 
pd 

确定 在 习题 1 中 出 现 的 模型 的 极限 概率 i. 对 你 的 答案 给 以 直观 解释 . 

对 于 一 系列 相依 试验 , 任意 一 次 试验 是 成 功 的 概率 是 (k 十 1)/(k 十 2), 其 中 大 等 于 前 两 
次 试验 中 成 功 的 次 数 . 计算 lim P( 第 n 次 试验 是 成 功 ). 


一 个 组 织 有 N 个 雇员 , 其 中 N 是 一 个 很 大 的 数 . 每 个 雇员 在 三 个 可 能 的 分 级 工作 中 工 
0.7 0.2 0.1 
0.2 0.6 0.2 
0.1 0.4 0.5 


的 马尔 可 夫 链 改变 其 分 级 . 问 在 每 个 分 级 中 的 雇员 的 百分比 是 多 少 ? 

在 公路 上 每 4 辆 货车 有 3 辆 后 面 跟着 一 辆 轿车 , 而 每 5 辆 轿车 只 有 一 辆 后 面 跟着 一 个 
货车 . 行驶 在 公路 上 的 车 辆 中 货车 的 比例 是 多 少 ? 

某 一 种 小 镇 绝 无 连 续 两 天 的 睛 天 . 每 天 被 分 类 为 睛 , 多 云 (但 是 干燥 的 ), 雨天 . 符 一 天 
是 晴天 , 则 第 二 天 等 可 能 地 是 多 云 或 雨天 . 符 一 天 是 多 云 或 者 雨天 , 则 第 二 天 有 二 分 之 
一 的 机 会 是 同样 的 天 气 , 而 如 果 天 气 改变 , 那么 它 等 可 能 地 是 其 他 两 种 中 的 一 种 . 晴天 
的 长 程 比例 是 多 少 ? 多 云 的 长 程 比例 是 多 少 ? 

在 一 天 中 两 个 开关 或 者 开 或 者 关 . 在 第 n 天 , 每 个 开关 独立 地 处 于 开 的 概率 是 


[1+ 第 n-1 天 是 开 的 开关 数 ]/4. 


例如 , 如 果 在 第 n 一 1 天 两 个 开关 都 是 开 的 , 那么 在 第 n 天 , 每 个 开关 独立 地 处 于 开 的 
概率 是 3/4. 问 两 个 开关 都 是 开 的 天 数 的 比例 是 多 少 ? 两 个 开关 都 是 关 的 天 数 的 比例 
是 多 少 ? 

某 教 授 不 断 地 给 她 的 学 生 考 试 . 她 可 以 出 三 种 不 同类 型 的 考试 , 并 将 她 的 班 评分 为 优 
秀 或 者 差 . 以 pi 记 这 个 班 在 类 型 i 的 考试 中 得 到 优秀 的 概率 , 并 假设 pl = 0.3, p2 = 0.6 
和 ps = 0.9. 如 果 这 个 班 的 一 次 考试 得 到 优秀 , 那么 下 一 次 考试 等 可 能 地 是 这 3 种 类 
型 之 一 , 而 如 果 这 个 班 的 一 次 考试 得 到 差 , 那么 下 一 次 考试 总 是 类 型 1 的 考试 . 问 考试 
类 型 i(i = 1 2, 3) 的 比例 的 是 ? 

一 个 跳蚤 在 一 个 三 角形 的 顶点 上 按 如 下 方式 移动 . 当 它 在 顶点 守 时 , 以 概率 zs 移 向 顺 
时 针 方 向 的 相 邻 顶点 ， 而 以 概率 g = 1 一 pi 移 向 道 时 针 方向 的 相 邻 顶点 , i = 1 2, 3. 
(a) 求 跳蚤 在 每 一 个 顶点 的 时 间 的 比例 . 

(b) 在 跳蚤 做 了 一 次 道 时 针 方 向 的 移动 后 紧 跟 连续 5 次 顺 时 针 方 阿 的 移动 有 多 频繁 ? 
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考察 具有 状态 0,1,2,3,4 的 一 个 马尔 可 夫 链 . 假设 Po,a = 1, 并 且 假 设 , 当 这 个 链 在 状态 
i(i > 0) 时 , 下 一 个 状态 等 可 能 地 是 0, 1 … 汉 一 1 中 的 任意 一 个 . 求 这 个 马尔 可 夫 链 的 
极限 概率 . 


. 一 个 过 程 每 天 按 一 个 两 个 状态 的 马尔 可 夫 链 改变 其 状态 ， 知 过 程 一 天 在 状态 i, 则 其 


后 的 一 天 以 概率 已 ,; 处 在 状态 j, 其 中 
Poo=0.4, Pi1=0.6, Po=0.2, Pi=0.8 


每 天 送出 一 个 信息 . 如 果 在 那天 马尔 可 夫 链 的 状态 是 i, 那么 送出 的 信息 是 好 信息 的 概 
率 是 zi, 是 坏 信息 的 概率 是 qi = 1 一 pi, i = 0,1. 

(a) 车 星期 一 过 程 在 状态 0, 那么 星期 二 送出 一 个 好 信息 的 概率 是 多 少 ? 

(b) 若 星 期 一 过 程 在 状态 0, 那么 星期 五 送出 一 个 好 信息 的 概率 是 多 少 ? 

(c) 在 长 程 中 信息 是 好 比例 是 多 少 ? 

(d) 如 果 在 第 n 天 送出 一 个 好 信息 , 则 令 Y=1, 而 在 其 他 情形 令 它 等 于 2. 问 {Yn,n>1} 
是 马尔 可 夫 链 吗 ? 如 果 是 , 给 出 它 的 转移 概率 矩阵 . 如 果 不 是 , 简明 地 解释 为 什么 不 是 . 


. 证 明 具 有 转移 概率 已， 的 马尔 可 夫 链 的 平稳 概率 , 对 于 某 个 特定 的 正 整 数 k, 此 平稳 


概率 也 是 由 
Qij = Pr; 


给 定 的 转移 概率 为 Qi,; 的 马尔 可 夫 链 的 平稳 概率 . 


. 状态 i 称 为 正常 返 的 , 如 果 mi,; < co, 其 中 mi 是 开始 在 状态 i 的 马尔 可 夫 链 直至 回 


到 此 状态 的 转移 次 数 的 期 望 . 因为 开始 在 状态 i 的 马尔 可 夫 链 处 在 状态 i 的 长 程 时 间 


比例 zi 满足 


mii 
由 此 推出 状态 i 是 正常 返 的 当 目 仅 当 x; > 0. 假设 状态 i 是 正常 返 的 , 而 且 状 态 i 与 状 
态 j 互通 . 通过 论证 存在 整数 n 使 





ji 


Ty 之 TiP2; >0 


证 明 状 态 7 也 是 正常 返 的 . 

一 个 不 是 正常 返 的 常 返 态 , 称 为 零 常 返 态 . 用 习题 38 的 结果 证 明 零 常 运 性 是 一 个 类 性 
质 . 即 如 果 状 态 i 是 零 常 返 的 , 而 且 状 态 i 与 状态 7 互通 . 证 明 状态 7 也 是 零 币 返 的 . 
从 习题 38 中 的 论证 推出 , 状态 i 是 零 常 返 的 , 如 果 它 是 常 返 的 且 mi = 0. 考察 例 4.15 
中 的 一 维 对 称 随机 游 动 . 

(a) 论证 对 于 一 切 2 = To. (b) 论证 所 有 的 状态 都 是 零 常 返 态 . 


.以 zi 记 一 个 给 定 的 不 可 约 的 马尔 可 夫 链 处 在 状态 i 的 长 程 时 间 比 例 . 


(a) 解释 为 什么 ri 也 是 进入 状态 i 的 转移 比例 , 同时 是 从 状态 i 出 来 的 转移 比例 . 
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(b) Pi 表示 满足 什么 性 质 的 转移 比例 ? 


(o) 对 maPy 表示 满足 什么 性 质 的 转移 比例 ? 
(d) 用 上 面 解释 为 什么 mm = > miPis 
令 4 是 一 个 状态 的 集合 , 而 令 4° 是 其 余 状 态 的 集合 . 


(a) 下 式 表 示 什 么 ? 
方太 
i€EAjIEAS 

(b) 下 式 表 示 什 么 ? 
>》 > 
i€EAc jEA 

(c) 解释 恒等式 


DD np Dn 
i€EAjEA° i€EAc jeA 
每 天 n 个 可 能 的 元 素 之 一 被 需求 , 第 i 个 元 素 被 需求 的 概率 为 Pi,i > 1 》 ，Pi = 1 
这 些 元 素 总 是 排 成 有 序 的 列表 , 并 规定 如 下 : 所 选 的 元 素 被 移 至 列表 的 最 上 面 , 而 其 他 
所 有 元 素 的 相对 位 置 都 保持 不 变 . 定义 在 任意 时 间 的 状态 为 该 时 刻 的 列表 排序 , 并 注 
意 有 nl! 个 可 能 的 状态 . 
(a) 论证 上 面 的 是 马尔 可 夫 链 . 
(b) 对 于 任意 状态 订 ,…… ,in( 这 是 1,2,…,n 的 一 个 排列 ), 以 "+( 访 ,…,in) 记 其 极限 概 
率 . 为 了 状态 是 度 ,… ,in, 最 后 的 需求 必须 是 和 1, 非 全 的 最 后 需求 是 io, 非 i1 或 非 i。 
的 最 后 需求 是 is, 如 此 等 等 . 因此 , 直观 表示 为 
Ps Ps 
Pl DP Ds eh ee 
当 n = 3 时 验证 上 式 确实 是 极限 概率 . 
假设 一 个 总 体 在 其 任意 一 代 由 定 值 m 个 基因 组 成 . 每 个 基因 是 两 个 可 能 的 基因 型 之 
一 . 如 果 任 意 一 代 (在 它 的 m 个 中 ) 恰 有 ， 个 基因 是 1 型 , 那么 下 一 代 以 概率 


; 了 _ 70 一 7 
的 (a) (9 es 
7 m m 


有 j 个 1 型 (和 mm 一 ;个 2 型 ) 基因 . 以 Xn 记 第 nn 代 的 1 型 基因 个 数 , 并 假定 Xo = i 


Ti 


(a) 求 E[Xn]. (b) 最 终 所 有 的 基因 都 是 1 型 的 概率 是 多 少 ? 


考察 一 个 不 可 约 的 具有 状态 0,1,…,N 的 有 限 马尔 可 夫 链 . 

(a) 从 状态 i 开始 , 过 程 最 终 访 问 状态 j 的 概率 是 什么 ? 给 以 解释 . 

(b) 令 zi = 了 (在 访问 状态 0 之 前 访问 状态 N| 开始 在 引 . 计算 zx; 满足 的 一 组 线性 方 
程 , i = 0,1,.…,N. 

(0) 如 果 对 于 i= 1,…,NN 一 1 有 2 jPi = 证 明 zi = i/N 是 (b) 中 方程 的 一 个 解 


46. 


“47. 
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某 人 有 > 把 雨伞 用 在 往返 于 家 和 办 公 室 之 间 . 如 果 在 一 天 的 开始 (结束 ) 他 在 家 (在 办 
公 室 ) 而 且 正 在 下 雨 , 那么 , 当 有 雨伞 时 , 他 取 一 把 雨伞 去 办 公 室 ( 回 家 ). 如 果 不 下 雨 ， 
他 绝 不 拿 雨伞 . 假定 独立 于 过 去 , 在 一 天 的 开始 (结束 ) 下 雨 的 概率 是 p. 
Gi) 定义 一 个 有 7 十 1 个 状态 的 马尔 可 夫 链 以 帮助 我 们 确定 这 个 人 被 淋 湿 的 次 数 的 比例 
( 注 : 如 果 正 在 下 雨 , 而 所 有 雨伞 都 在 其 他 地 方 , 则 他 被 淋 湿 ). 
(六 ) 证 明 极 限 概率 为 
二 若 i=0 

Ti 二 ; 其 中 gq=1-p 
a 和 着 i=1,:…,7 
(这 ) 这 个 人 淋 湿 的 次 数 的 比例 是 多 少 ? 
(iv) 当 7 = 3 时 , p 取 什 么 值 时 使 他 被 淋 湿 的 次 数 的 比例 最 大 ? 
以 {Xn,n > 0} 记 具 有 极限 概率 mi 的 一 个 遍历 的 马尔 可 夫 链 . 以 Y, = (Xn-1, Xn) 定 
义 过 程 {Yn,n > 1}. 即 Yi 追踪 原来 链 的 最 后 的 两 个 状态 .{yYn,m > 1} 是 否 是 一 个 马 
尔 可 夫 链 ? 如 果 是 , 确定 它 的 转移 概率 , 并 求 


. 验证 在 例 4.20 中 给 出 的 转移 概率 矩阵 . 
. 以 PW 和 PW% 记 具 有 同样 的 状态 空间 的 遍历 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 矩阵 , 以 r 和 


7? 记 这 两 个 链 的 平稳 概率 向 量 . 考察 一 个 如 下 定义 的 过 程 : 

(i) Xo = 1. 然后 抛掷 一 枚 硬币 , 若 正 面 朝 上 , 则 余下 的 状态 X1,… 都 得 目 转移 概率 
矩阵 PW, 而 若是 反面 , 则 得 自 PY，{Xn,n > 0} 是 否 构 成 一 个 马尔 可 夫 链 ? 如 果 
p = P( 硬 币 正面 朝 上 ), 则 limn- oo P(Xn = 是 多 少 ? 

(i Xo = 1. 每 次 抛掷 硬币 , 若 正面 朝 上 , 则 下 一 个 状态 按 PW 被 选取 , 而 若是 反面 朝 
上 , 则 按 P'2 被 选取 . 在 此 情形 , 相继 的 状态 是 否 构成 一 个 马尔 可 夫 链 ? 如 果 是 , 确定 
其 转移 概率 . 用 一 个 反例 说 明 其 极限 概率 与 (i) 中 的 不 同 . 


. 在 习题 8 中 , 若 今天 抛掷 出 现 正 面 , 问 直至 模型 反 , 反 , 正 , 反 , 正 , 反 , 反 出 现 所 需 的 附 


加 抛掷 次 数 的 期 望 是 多 少 ? 


. 在 例 4.3 中 , 加 里 今天 心情 快乐 . 求 直 至 他 连续 3 天 是 忧郁 的 天 数 的 期 望 
. 一 个 出 租 汽车 司机 在 城市 的 两 个 地 域 提供 服务 . 从 A 地 段 上 车 的 乘客 的 目的 地 以 概 


率 0.6 在 A 地 段 , 或 以 概率 0.4 在 B 地 段 . 从 B 地 段 上 车 的 乘客 的 目的 地 以 概率 0.3 
在 A 地 段 , 或 以 概率 0.7 在 B 地 段 . 这 个 司机 一 次 全 在 A 地 段 的 平均 获 利 是 6, 一 次 
全 在 B 地 段 的 平均 获 利 是 8, 而 一 次 涉及 两 个 地 段 的 平均 获 利 是 12. 求 这 个 出 租 汽 车 
司机 每 次 的 平均 获 利 . 


. 在 例 4.23 中 , 如 果 对 于 三 分 之 一 的 顾客 有 入 = 1/4, 而 对 于 三 分 之 二 的 顾客 有 入 = 1/2， 


求 保险 公司 从 每 个 投 参 人 收 到 的 平均 保费 . 
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考察 埃 伦 费 斯 特 坛子 模型 , 其 中 M 个 分 子 分 布 于 两 个 坛子 中 , 在 每 个 时 间 点 , 随机 塌 
取出 一 个 分 子 , 然后 将 它 移 出 它 的 坛子 , 并 放 到 另 一 个 坛子 中 . 以 X" 记 在 第 n 次 转 和 
后 在 坛子 1 中 的 分 子 个 数 , 并 令 jn = E[Xn]. 证 明 

GD pnt1 = 1+(1— 2/M)pn. 


(i) 用 () 证 明 ， 
mt (oD) 


考察 一 个 总 体 , 其 中 的 个 体 有 两 个 基因 , 它们 可 以 为 型 4 或 型 a. 假设 在 外 观 上 型 / 
是 显 性 的 , 且 型 a 是 隐 和 性 的 ( 即 个 体 只 在 他 的 基因 对 是 aa 时 , 才 有 隐 性 的 外 观 特征 ) 
假设 这 个 总 体 已 经 达到 稳定 , 而 个 体 有 基因 对 44, 4a, aa 的 百分数 分 别 为 p,q,7. 个 倚 
称 为 显 性 的 或 隐 和 性 的 , 依赖 于 它 所 显示 的 外 观 . 以 S11 记 两 个 显 性 的 父母 的 子 代 是 隐 
性 的 概率 , 而 以 Sio 记 一 个 显 性 一 个 隐 性 的 父母 的 子 代 是 隐 性 的 概率 . 计算 S11, Sio 
证 明 Sui = S30. (Sio 和 Sii 在 遗传 学 的 文献 中 是 众所周知 的 Snyder 比 .) 
假设 赌 徒 在 每 局 赌博 中 , 或 者 以 概率 p 赢得 1, 或 者 以 概率 1 一 p 输 了 1. 赌 徒 不 断 基 
下 注 直 到 他 赢得 ”或 输 了 m. 问 赌 徒 以 赢家 离开 的 概率 是 多 少 ? 
一 个 质点 在 位 于 圆周 上 的 n 十 1 个 顶点 间 以 如 下 方式 移动 : 每 次 以 概率 p 按 顺 时 钟 方 
向 移动 一 步 , 或 者 以 概率 g = 1 一 p 按 反 时 钟 方向 移动 一 步 . 从 一 个 特殊 的 状态 0 出 发 
令 工 是 它 首次 回 到 状态 0 的 时 间 . 求 在 了 以 前 一 切 状 态 都 已 访问 遍 的 概率 . 
提示 : 取 条 件 于 初始 转移 , 然后 利用 赌 徒 破产 问题 的 结论 . 
在 4.5.1 节 的 赌 徒 破产 问题 中 , 假设 赌 徒 现在 的 财富 是 i, 并 假设 赌 徒 的 财富 最 终 将 达 
到 N( 在 达到 0 以 前 ). 给 定 这 个 信息 , 证 明 他 在 下 一 次 赌博 中 赢 的 概率 是 
p[1 一 (q/p) | 1 
1— (gq/p)’ 


公款 





站 去 





提示 : 我 们 要 求 的 概率 是 
P{Xn+i =i+1Xn =i, lim Xm = N} 


FI Xm = NX = 


.对 于 4.5.1 节 的 赌 徒 破产 模型 , 已 知 赌 徒 开 始 时 有 财富 i(i = 0,1.…, 入), 以 Mi 记 直 到 


赌 徒 破产 或 者 达到 财富 NN 所 必须 赌博 的 平均 次 数 , 证 明 Mi 满足 
Mo=My=0; M=1+pMiti+qMii, i=1,...,N-—1 
求解 习题 59 中 给 出 的 方程 以 得 到 
i(N — i), 大 p= 





61. 


62. 


64. 


65,. 


66. 


37 。 


习 题 211 


假设 在 赌 徒 破产 问题 中 赢得 一 局 的 概率 依赖 于 财 徒 当前 的 财富 . 特别 地 , 假设 a; 是 当 
他 的 财富 为 i 时, 赌 徒 赢得 一 局 的 概率 . 给 定 赌 徒 的 初始 财富 是 i, 以 P(i) 记 赌 徒 的 财 
富 在 达到 0 以 前 达到 NN 的 概率 

(a) 推导 一 个 联系 P(i) 与 P(i 一 1) 和 P(G 二 1l) 的 公式 . 

(b) 用 与 赌 徒 破产 问题 同样 的 方法 , 求解 (a) 中 关于 P(i) 的 方程 . 

(c) 假设 开始 有 i 个 球 在 坛子 1 中 , 而 有 N 一 i 个 球 在 坛子 2 中 , 并 假设 每 次 在 N 个 球 


中 随机 地 选取 一 个 , 并 放 到 另 一 个 坛子 中 . 求 第 一 个 坛子 比 第 二 个 坛子 先 变 空 的 概率 . 


在 习题 21 中 ， 
(a) 质点 回 到 出 发 位 置 的 步 数 的 期 望 是 多 少 ? 
(b) 在 质点 回 到 出 发 位 置 前 所 有 其 他 的 位 置 都 已 访问 的 概率 是 多 少 ? 


:状态 为 1, 2, 3, 4 的 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 矩阵 为 以 下 指定 的 P 


0.4 0.2 0.1 0.3 
0.1 0.5 0.2 0.2 
0.3 0.4 0.2 0.1 
0 0 0 1 


对 ;= 1,2,3, 求 js 和 sis. 

考虑 一 个 J, < 1 的 分 支 过 程 . 证 明 如 果 Xo = 1, 那么 总 体 中 最 终 存在 的 个 体 数 的 期 望 
给 出 为 1/(1 一 内 如 果 Xo = m 那么 该 期 望 是 什么 ? 

在 Xo = 1 和 > 1 的 分 支 过 程 中 , 证 明 ro 是 满足 方程 (4.16) 的 最 小 正 数 . 

提示 : 令 r 是 r = > ,，。7Pi 的 任意 一 个 解 ， 用 数学 归纳 法 证 明 对 于 一 切 n 有 
T > P(Xn = 0), 并 且 令 n 一 oo. 再 用 归纳 法 论证 


P{Xn = 0} = yp{X。， = 0})7 Pi 
j=0 


对 于 分 支 过 程 计算 ro, 当 
1 1 


1 3 1 1 1 1 
(a) Po = Pi 二 4: (b) Po = PE = 7 人 一 yh (c) £0 of = z's = 3 


一 个 坛子 总 含有 NN 个 球 , 有 些 是 白 球 , 有 些 是 黑 球 . 每 次 抛掷 一 枚 以 概率 p(0 < p < 1) 
出 现 正面 的 硬币 . 若 出 现 正面 , 则 从 坛子 中 随机 地 取 一 个 球 并 用 一 个 白 球 来 替换 ; 若 出 
现 反面 , 则 从 坛子 中 随机 地 取 一 个 球 并 用 一 个 黑 球 来 替换 . 以 X 记 在 第 n 次 后 坛子 
中 的 白 球 个 数 

(a) {Xn,n > 0} 是 否 为 马尔 可 夫 链 ? 若是 , 解释 为 什么 . 

(b) 它们 的 类 是 什么 ? 周期 是 什么 ? 是 暂 态 还 是 常 返 态 ? 

(c) 计算 转移 概率 Pi;. 

(d) 令 N = 2. 求 在 每 个 状态 的 时 间 比 例 . 
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(e) 基于 你 对 (d) 的 回答 和 你 的 直觉 , 猜测 在 一 般 情形 的 极限 概率 的 答案 . 

(f) 通过 证 明 满 足 方程 (4.7) 或 用 例 4.31 的 结果 , 证 明 你 在 (e) 中 的 猜测 . 

(g) 若 > = 1, 当初 始 时 有 i 个 白 球 和 N 一 i 个 黑 球 时 , 直到 坛子 中 只 有 日 球 的 平均 时 
间 是 多 少 ? z 

(a) 通过 证 明 满 足 方程 


Tj 一 >》 TiQi 
2 


证 明 逆向 马尔 可 夫 链 的 极限 概率 和 正 向 的 是 相同 的 . 

(b) 对 于 (a) 的 结果 给 以 直观 解释 . 

M 个 球 最 初 分 布 于 mm 个 坛子 中 . 每 次 从 任意 一 个 坛子 中 随机 地 选取 一 个 球 , 再 将 它 随 
机 地 放 进 其 他 的 M 一 1 个 坛子 中 的 一 个 . 考察 一 个 马尔 可 夫 链 , 在 任意 时 间 它 的 状态 
是 一 个 向 量 (m1,… ,nm), 其 中 ni 记 在 第 i 个 坛子 中 的 球 的 个 数 . 猜测 这 个 马尔 可 夫 
链 的 极限 概率 , 然后 验证 你 的 猜测 , 同时 证 明 这 个 马尔 可 夫 链 是 时 间 可 逆 的 . 

总 共 mm 个 白 球 和 m 个 黑 球 分 布 在 两 个 坛子 中 , 每 个 坛子 中 有 mm 个 球 . 每 次 从 每 一 个 
坛子 中 随机 地 取 一 个 球 , 并 将 这 两 个 取出 的 球 交换 . 以 X» 记 经 过 n 次 交换 后 坛子 1 
中 的 黑 球 个 数 . z 
(a) 给 出 马尔 可 夫 链 {Xn,n > 0} 的 转移 概率 . 

(b) 不 用 任何 计算 , 你 认为 这 个 链 的 极限 概率 是 什么 ? 

(c) 求 长 程 概率 , 并 且 证 明 平 稳 链 是 时 间 可 逆 的 , 

从 定理 4.2 推出 , 对 于 一 个 时 间 可 逆 的 马尔 可 夫 链 , 对 于 一 切 i,j,k 有 


Pi; Pjg Pri = Pir Pk; Pji) 


它 推出 如 果 状 态 空 间 有 限 而 对 于 一 切 27 有 Pi > 0, 那么 上 面 的 也 是 对 于 时 间 可 逆 性 
的 充分 条 件 . ( 即 在 这 种 情形 , 我 们 只 需 对 从 只 有 两 个 中 间 状 态 的 i 到 i 的 路 径 检 验方 
程 (4.26)) 证 明之 

提示 : 固定 i 并 证 明 ri = cPi; /Pi 满足 方程 


TiPik 一 Tk Pkj 


其 中 选取 使 得 > mi = 1 

对 于 一 个 时 间 可 道 的 马尔 可 夫 链 , 论证 它 从 i 到 j 到 这 个 转移 出 现 的 比率 必须 等 于 
它 从 大 到 了 到 ; 的 转移 出 现 的 比率 . 

证 明 习 题 31 的 马尔 可 夫 链 是 时 间 可 逆 的 

一 组 n 个 处 理 器 排列 在 一 个 有 序列 表 上 . 当 有 任务 时 , 在 线 的 第 一 个 处 理 器 试图 完成 
它 , 如 果 不 成 功 , 则 在 线 的 下 一 个 进行 尝试 ; 如 果 也 不 成 功 , 则 在 线 的 下 一 个 进行 尝试 
如 此 等 等 . 当 任 务 成 功 地 被 处 理 或 者 在 所 有 的 处 理 都 不 成 功 以 后 , 这 个 任务 就 离开 这 
个 系统 . 这 时 我 们 允许 将 处 理 器 重新 排序 , 并 且 出 现 一 个 新 的 任务 . 假设 我 们 使 用 移 近 
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一 位 的 重 排 规则 , 即 通过 与 它 前 一 个 交换 位 置 , 将 成 功 的 处 理 器 向 首 个 位 置 移 近 一 位 . 
如 果 所 有 的 处 理 器 都 不 成 功 (或 在 第 一 个 位 置 的 处 理 器 是 成 功 的 ), 那么 排序 保持 不 变 . 
假设 每 次 处 理 器 i 尝试 一 个 任务 , 那么 独立 于 其 他 情形 , 它 成 功 的 概率 是 P. 

(a) 定义 一 个 合适 的 马尔 可 夫 链 以 分 析 这 个 模型 . 

(b) 证 明 这 个 马尔 可 夫 链 是 时 间 可 逆 的 . (c) 求 长 程 概率 . 

一 个 马尔 可 夫 链 称 为 一 个 树 过 程 , 如 果 

(i) 当 PB; >0 时 有 Pi>0. 

(ii 对 于 每 对 状态 (i 站 ,i 关 j 存在 唯一 的 一 列 不 同 状 态 i = join- 和 = 了 使 


Toi 0 k=0,1,...,n—1 


就 是 说 , 一 个 马尔 可 夫 链 是 一 个 树 过 程 , 如 果 每 一 对 不 同 状态 ?7, 过 程 有 从 i 到 j 的 
唯一 的 道路 , 无 需 重 新 进入 一 个 状态 (而 这 条 道路 是 从 7 到 i 的 唯一 的 路 径 的 逆向 路 
径 ). 论证 一 个 遍历 的 树 过 程 是 时 间 可 逆 的 . 

在 一 个 国际 象棋 的 棋盘 上 , 计算 从 棋盘 的 四 个 角 出 发 的 一 个 骑士 ( 马 ) 回 到 它 的 初始 位 
置 的 步 数 的 期 望 , 如 果 我 们 假定 每 次 等 可 能 地 取 任意 一 个 合理 的 移动 (在 棋盘 上 没有 
其 他 棋子 )， 

提示 : 利用 例 4.32. 

在 一 个 马尔 可 夫 决 策 问题 中 , 不 同 于 单位 时 间 的 平均 回报 的 期 望 的 另 一 个 常用 的 准则 
是 折扣 回报 的 期 望 . 在 这 个 准则 中 , 我 们 选取 一 个 数 w 0 < a < 1, 并 且 试图 选取 一 个 
策略 使 E(3 ”aiR(CXs ai) 取得 最 大 ( 即 在 时 间 n 的 报酬 以 等 级 a"” 打折 ) 假设 初 
始 状态 按 概率 b; 选取 . 即 


P{Xo 人 二 1,...,n 
对 于 给 定 的 一 个 策略 6, 以 we 记过 程 在 状态 j 并 且 选 取 动作 a 时 的 折扣 时 间 的 期 望 
即 


oo 
Yija 二 Ep > ooon| 


n=0 


其 中 对 于 任意 事件 4 的 示 性 函数 I4 定义 为 
Pa | 1， 若 4 发 生 
0， 其 他 
(a) 证 明 
> jyia =B > oree| 
a 九 一 0 


或 者 ， 换 句 话说 >》，yje 是 在 8 下 在 状态 7 的 折扣 时 间 的 期 望 ， 
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(b) 证 明 
2 ”2 We = DY 
提示 : 对 于 第 二 个 方程 , 用 恒等式 


T{x, 41=7} > > 1 


对 上 式 取 期 望 得 到 


也 [xi= 放 ] = > 六 也 LTx _， ;Qn 二 _a}P; (a) 


6 


(0) 令 {yia} 是 满足 
> 2 Via = > Viao 三 好 十 和 2 2 yia Pij(a) (4.38) 


的 一 组 数 . 论证 yja 可 以 解释 为 , 当初 始 状态 按 概率 b; 选取 , 而 使 用 由 
Bi(a) = _VYio_ 
VYia 


a 


给 出 的 策略 8 时 ,. 过 程 在 状态 ; 并 且 选 取 动 作 a 的 折扣 时 间 的 期 望 . 
提示 : 在 使 用 策略 8 时 推导 一 组 平均 折扣 时 间 的 方程 , 并 且 证 明 它们 等 价 于 方程 (4.38)， 
(d) 论证 对 于 折扣 回报 期 望 准则 的 一 个 最 佳 策略 , 可 以 首先 求解 线性 规划 


最 大 化 ”22 yiaR(j,0) 
1 
使 > > Yia | 
Dj Yia =b+a 2 >, Yia Pij(a), 





Yija 之 0， 一 切 J a 
然后 定义 策略 8* 为 有 
lo) = 二 人 
| 2 Yo 
其 中 yj。 是 线性 规划 的 解 . 


对 于 习题 5 中 的 马尔 可 夫 链 , 假设 ps 全 是 当 洪 在 的 马尔 可 夫 链 的 状态 是 j(j = 0,12 
时 发 射 信号 s 的 概率 . 

(a) 发 射 的 信号 是 s 的 比例 是 多 少 ? 

(b) 发 射 的 信号 是 s 的 次 数 中 潜在 状态 是 0 的 比例 是 多 少 ? 

在 例 4.39 中 , 前 4 个 生产 的 产品 都 是 可 接受 的 概率 是 多 少 ? 
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第 5 章 指数 分 布 与 间 松 过 程 


5.1 5 言 


对 于 现实 世界 中 的 现象 , 在 建立 一 个 数学 模型 时 总 需要 做 某 些 简化 的 假定 , 使 
其 在 数学 上 容易 处 理 . 另 一 方面 , 我 们 又 不 能 作 太 多 的 简化 假定 , 因为 这 样 我 们 从 数 
学 模型 得 到 的 结论 将 不 能 应 用 到 现实 世界 的 情形 . 因此 , 我 们 必须 做 足够 的 简化 假 
定 以 使 我 们 能 做 数学 处 理 , 但 不 是 过 多 假定 致使 数学 模型 不 再 像 现实 世界 的 现象 . 
常 做 的 一 个 简化 假设 是 假定 某 些 随机 变量 是 服从 指数 分 布 的 . 这 样 做 的 原因 是 指数 
分 布 不 仅 处 理 起 来 相对 容易 , 而 且 它 常常 是 实际 分 布 的 一 个 良好 的 近似 . 

容易 用 于 分 析 的 指数 分 布 的 性 质 是 它 不 随时 间 而 改变 ， 即 如 果 一 个 部 件 的 寿 
命 服从 指数 分 布 , 那么 已 经 用 了 10 个 (或 者 任意 ) 小 时 的 一 个 部 件 在 它 失 效 前 的 那 
段 时 间 里 与 新 的 部 件 一 样 好 . 这 将 在 5.2 节 中 形式 地 给 出 定义 , 在 那里 将 证 明 指数 
分 布 是 具有 这 个 性 质 的 唯一 分 布 . 

在 5.3 节 中 我 们 将 研究 计数 过 程 , 并 且 强 调 一 类 称 为 泊 松 过 程 的 计数 过 程 . 在 
有 关 这 个 过 程 的 其 他 事实 中 , 我 们 将 揭示 它 与 指数 分 布 的 紧密 联系 . 


5.2 指数 分 布 


5.2.1 定义 
一 个 连续 随机 变量 X 称 为 具有 参数 为 和 (入 > 0) 的 指数 分 布 , 如 果 它 的 概率 密 


度 函 数 为 
e— 和 7 7 之 
-| 和 Xe-xz，zy>0 


0, rT<0 


或 者 , 等 价 地 , 它 的 cdf (累积 分 布 函数 ) 为 


z 一 e^Zz 7Z 之 
Fo= 上 om- 外 


0， <0 
指数 分 布 的 均值 E[X] 为 
E[X| = 广 ZJjF(zZ)dz = [ MXze **dz 
一 Co 0 
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用 分 部 积分 (w = z, dv = Xe “dz) 导出 


3 1 
EI[X] = —zxe™*^?|? + e-^zdz = ~ 
0 


指数 分 布 的 失 母 函数 gt) 为 


Ee 对 于 上 < 入 (5.1) 


4 由 二 Eletx] = / ”siXe-xzdz = i 


现在 可 以 通过 对 方程 (5.1) 求 微 商 来 得 到 X 的 一 切 矩 . 例如 


d? 2 和 2 
De _ 二 
= $0, (入 -jlto X 


随 之 有 -or 
Var(X)=E[X"]— (EIX]) = 宝玉 = 太 


例 5.1 (指数 随机 变量 和 平均 折扣 回报 ) 假设 我 们 自始至终 连续 地 以 随机 地 变化 
的 速率 接受 报酬 . 以 R(z) 记 在 时 间 z 正在 接受 报酬 的 随机 速率 . 对 于 一 个 值 a > 0， 
称 为 折扣 率 , 量 
R= 上 e “RR(z)dz 
0 


表示 总 折扣 报酬 (在 某 些 应 用 中 , a 称 为 连续 复合 利率 , 而 R 是 无 穷 报 酬 流 的 折 现 
值 .)， 而 OO OO 
EIR| = | | eeRlajdz | e-azE[R(zjldz 


是 平均 总 折扣 报酬 , 我 们 将 证 明 它 也 等 于 在 以 a 为 速率 的 指数 分 布 的 随机 时 间 里 
所 得 的 平均 总 报酬 : 
令 了 工 是 一 个 以 a 为 速率 的 指数 随机 变量 , 它 独立 于 所 有 的 随机 变量 R(z). 我 


们 要 论证 
站 
上 R(x)dz 
0 


为 了 证 明 它 , 对 于 每 个 > > 0, 定义 随机 变量 I(z) 为 


se 
T(z) = 人 
0， 右 7T> 了 7 





人 e “zelR(z)jdz =E 





下 Co 
上 R(z)dz = 上 R(z)IT(z)dz 
0 0 
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E 网 toa 二 小 ff Rajrlajdz 


上 ~ EIR(Z)I(z)ldz 


于 是 


[ ”BIR(z)IEII(z)ldzs 由 独立 性 
一 [ E[R(z)]P{T > z}dz 


/ = e “EIR(z)ldz 


所 以 , 平均 总 折扣 报酬 等 于 在 速率 等 于 这 个 折扣 因子 时 的 指数 分 布 的 随机 时 间 
里 所 得 的 平均 总 (无 折扣 的 ) 报酬 国 


5.2.2 ”指数 分 布 的 性 质 
一 个 随机 变量 X 称 为 没有 记忆 或 无 记忆 的 , 如 果 对 于 一 切 st > 0 有 
P{X >s+tlX >t}=P{X > s} (5.2) 


如 果 我 们 将 X 想象 为 某 个 仪器 的 寿命 , 那么 方程 (5.2) 说 明了 , 给 定 存活 了 t 小 时 
的 仪 右 , 至 少 存活 s 十 t 小 时 的 条 件 概 率 等 于 它 至 少 存活 s 小 时 的 初始 的 概率 . 换 句 
话说 , 如 果 仪 右 在 时 间 t 是 存活 的 , 那么 它 余 留 的 存活 时 间 的 分 布 等 于 原来 寿命 的 
分 布 . 即 这 个 仪器 并 不 记 住 它 已 经 使 用 过 的 时 间 +. 
在 方程 (5.2) 中 的 条 件 等 价 于 
P{X>s+t,X>t 


Ba) 


或 
P{X >s+t}=P{X > s}P{X > 二 (5.3) 


由 于 X 是 指数 分 布 时 满足 方程 (5.3)( 因 为 extb = e-*se-Xt), 由 此 推出 指数 分 布 
的 随机 变量 是 无 记忆 的 . 

例 5.2 假设 在 银行 花费 的 时 间 以 均值 为 10 分 钟 指数 地 分 布 , 即 入 = 1/10. 问 一 
个 顾客 在 此 银行 中 花费 了 超过 15 分 钟 的 概率 是 多 少 ? 给 定 一 个 顾客 10 分 钟 后 仍 
旧 在 银行 中 , 她 在 银行 中 将 花费 超过 15 分 钟 的 概率 是 多 少 ? 

解 ”如 果 X 表示 顾客 在 这 个 银行 中 花费 的 时 间 , 那么 第 一 个 概率 正 是 


P{X > 15} = el 一 e-3/2 ~ 0.220 
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第 一 个 问题 需要 求 一 个 已 经 在 银行 花费 了 10 分 钟 的 顾客 将 至 少 再 花费 5 分 钟 的 概 
率 . 然而 , 由 于 指数 分 布 没有 这 个 顾客 已 经 在 银行 中 花费 了 10 分 钟 的 “记忆 ”, 这 必 
须 等 于 一 个 进入 的 顾客 在 银行 中 至 少 花费 5 分 钟 的 概率 . 即 要 求 的 概率 正 是 


P{X >5}=e =e ?0.604 图 


例 5.3 考察 一 个 由 两 个 办 事 员 经 营 的 邮局 . 假设 当 史 密斯 先生 进入 邮局 的 时 候 ， 
他 发 现 琼 斯 先生 正 接受 一 个 办 事 员 的 服务 , 而 布朗 先生 正 接受 另 一 个 办 事 员 的 服务 . 
再 假设 史密斯 先生 被 告知 ， 只 要 琼斯 先生 或 布朗 先生 中 的 一 个 离开 , 他 的 服务 就 立 
刻 开始 . 如 果 一 个 办 事 员 用 在 一 个 顾客 上 的 时 间 是 以 均值 为 1/ 和 指数 地 分 布 的 , 那 
么 在 这 3 个 顾客 中 , 史密斯 先生 是 最 后 一 个 离开 邮局 的 概率 是 多 少 ? 
解 ” 管 案 用 下 面 的 推理 得 到 : 考虑 史密斯 先生 首先 发 现 一 个 办 事 员 有 空 的 时 间 . 在 
此 时 琼斯 先生 或 布朗 先生 中 的 一 个 刚 离 开 , 而 另 一 个 仍 在 接受 服务 . 然而 , 由 指数 
分 布 缺 乏 记 忆 的 性 质 推 出 , 另 一 个 人 (琼斯 先生 或 布朗 先生 ) 再 花费 在 邮局 内 的 时 
间 仍 旧 是 以 均值 为 1/ 和 指数 地 分 布 的 . 即 这 正 与 他 在 这 时 刚 开始 服务 相同 . 因此 ， 
由 对 称 性 , 他 在 史密斯 先生 前 结束 的 概率 必须 等 于 1/2. 略 
例 5.4 在 一 次 汽车 事故 中 损害 的 金额 数量 是 均值 为 1000 的 指数 随机 变量 , 其 中 
保险 公司 只 赔付 超出 (可 扣除 的 金额 ) 400 的 金额 . 求 保险 公司 赔付 事故 金额 的 期 望 
值 和 标准 差 . 
解 ” 如 果 X 是 由 一 次 事故 导致 的 损害 的 金额 数量 , 那么 保险 公司 赔付 的 金额 是 
(XX 一 400)+( 其 中 at 定义 为 等 于 a, 如 果 a > 0; 而 等 于 0, 如 果 a < 0). 虽然 从 第 一 
个 原则 我 们 可 以 肯定 地 确定 (X 一 400)+ 的 期 望 值 和 方差 , 但 是 取 条 件 于 X 是 否 超 
过 400 将 更 为 简便 . 所 以 , 令 

= | 1， 若 六 > 400 

0， 若 XX < 400 


令 Y = (X 一 400)+ 是 赔付 的 金额 . 由 指数 分 布 缺 乏 记忆 的 性 质 推 出 , 如 果 损 害 的 金 
额 超过 400, 那么 由 它 超出 400 的 金额 也 是 均值 为 1000 的 指数 随机 变量 . 所 以 
E[Y|IT = 1] = 1000 ElY|T=0]=0 
Var(Y|I = 1) = (1000)? Var(Y|lI =0)=0 
可 以 将 它们 简写 成 
E[IY|I| = 103I, Var(Y|I) = 10°7 
因为 I 是 一 个 以 概率 e-0%4 等 于 1 的 伯 努 利 随 机 变量 , 我 们 得 到 


E[Y] = E[E[Y|1] = 103E[1] = 103e 人 o~ 670.32 
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而 由 条 件 方差 公式 
Var(y) = E[Var(Y|D] + Var(E[Y|1]) = 105e-04 十 106e-04(1 一 e "4) 
其 中 最 后 的 等 式 用 了 参数 为 p 的 伯 努 利 随 机 变量 的 方差 p(1 一 p). 随 之 有 
VVar(Y) ~ 944.09 国 
结论 是 不 仅 指 数 分 布 是 无 记忆 的 , 而 且 它 是 唯一 具有 这 种 性 质 的 分 布 . 为 了 看 
出 这 一 点 , 假设 X 是 无 记忆 的 , 并 令 F(z) = P(X > z). 那么 由 方程 (5.3) 推出 
F(s +t) = F(s)F(t) 
即 F(z) 满足 函数 方程 
g(s+t) = g(s)g(t) 
然而 , 这 个 函数 方程 的 右 连续 的 解 只 有 


g(z) =e 


而 由 于 一 个 分 布 函 数 总 是 右 连 续 的 , 我 们 必须 有 

F(z)=e-*? 或 F(z)=P{X <7x}=1-— 6= 
这 就 证 明了 区 是 指数 分 布 的 . 
例 5.5 ”假设 一 个 灯泡 工作 到 烧毁 的 时 间 是 均值 为 10 小 时 的 指数 随机 变量 . 假设 
某 人 进入 一 个 有 一 个 灯泡 照明 的 房间 . 如 果 这 个 人 想 要 工作 5 小 时 , 那么 在 灯泡 没 
有 烧毁 前 她 能 完成 她 的 工作 的 概率 是 多 少 ? 当 分 布 不 是 指数 分 布 时 , 这 个 概率 是 什 


么 ? 
解 ” 因 为 当 这 个 人 进入 房间 时 灯泡 在 照明 , 由 指数 分 布 的 无 记忆 性 , 它 的 剩余 寿命 
是 均值 为 10 的 指数 随机 变量 . 因此 所 要 求 的 概率 是 
P{ 剩 余 寿 命 > 5} =1 一 F(5) =e 5 =e! 
@ 证 明 如 下 : 若 g(s 十 t) = g(s)g(t), 则 
2 1 1 sl 
ee) 
而 重复 这 样 做 导致 g(m/m) = 9"(1/n). 此 外 
gD) = (+4) = 或 者 g (二 ) = C0) 


因此 g(m/n) = (g(1))"/”, 由 于 9 是 右 连续 的 , 这 就 推出 g(z) = (g(1))”, 由 于 9(1) = (9g(1/2))? 
> 0, 我 们 得 到 g(z) = e-^z, 其 中 入 = 一 ln(g(1)). 
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然而 , 如 果 寿 命 分 布 不 是 指数 分 布 , 那么 这 个 有 关 的 概率 是 


P{ 剩 余 寿命 >t+ 十 5| 寿命 > tt} = 二 


其 中 上 是 在 这 个 人 进入 房间 前 灯 汐 已 经 用 过 的 有 时间， 即 如 打分 布 不 是 指数 分 布 那 
么 在 能 够 计算 要 求 的 概率 之 前 , 附加 的 信息 是 必要 的 ( 即 t). 事实 上 , 正 是 因为 剩余 
寿 俞 独立 于 已 经 且 过 的 肝 闻 疙 熏 平 数 分 布 假定 才 如 此 频繁 她 恋 使 用 大 
，， 天 记忆 性 质 可 由 指数 分 布 的 失效 率 函 数 (也 称 风险 率 函数 ) 得 到 进一步 阐述 . 
考察 一 个 具有 分 布 函数 F 和 密度 f 的 连续 的 正 随机 变量 X. 失败 (或 风险 ) 率 
函数 r(t) 定义 为 





rt = os (5.4) 


为 了 解释 "(zt), 假设 某 个 具有 寿命 X 的 部 件 已 经 存活 了 上 小 时 , 并 且 我 们 要 求 它 在 
一 个 附加 时 间 dt 内 不 存活 的 概率 . 即 考虑 P{X e (t,t 十 dt)|X > 如. 现在 


_ 
P{X € (t,t+di)|X>t} = 和 


_ P{XEe(tt+t+dt)} 70)dt 
~ P{X>t} 1-F(t) 





=7r(t)dt 





即 r(t) 表示 一 个 寿命 为 上 年 的 部 件 损坏 的 条 件 概率 密度 . 
假设 现在 寿命 分 布 是 指数 的 . 那么 , 由 无 记忆 性 推出 , 对 于 一 个 寿命 为 上 年 的 部 
件 的 剩余 寿命 的 分 布 与 新 的 部 件 一 样 . 因此 r(t) 必须 是 常数 . 这 是 由 于 
f(t) _ Me _ 
1—F(t) et | 
于 是 , 指数 分 布 的 失效 率 函 数 是 常数 . 参数 和 常常 指 分 布 的 速率 (注意 速率 是 均值 的 
倒数 , 而 且 反 过 来 也 对 ). 
失效 率 函 数 r(t) 唯一 地 确定 了 分 布 . 为 了 证 明 它 , 我 们 注意 由 方程 (5.4) 


r(t) = 








d 
IT 一 天 四 


两 边 求 积分 , 推出 ， 
In(1 — F()) = — 上 r(t)dt +k 
0 


或 
7 { _ [ | "(Wat 
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F(t) = 1 — exp {- | | "(Oat| 


上 面 的 等 式 也 可 以 用 来 证 明 只 有 指数 随机 变量 是 无 记忆 的 , 因为 硅 关 是 无 记 
忆 的 , 则 它 的 失效 率 函 数 必须 是 常数 . 但 是 若 r(t) = c, 则 由 上 面 的 方程 


1 一 下 (从 一 e ® 


显示 出 随机 变量 是 指数 的 . 
例 5.6。 令 X1,…, Xn 是 分 别 以 入 1,… ,Xn 为 速率 的 独立 指数 随机 变量 , 其 中 和 i 
j,i 关 j. 令 T 独 立 于 这 些 随机 变量 , 并 且 假设 

》 已 =1 其 中 记 =P{T= 兴 ). 

| 
随机 变量 Xz 称 为 超 指数 随机 变量 . 为 了 弄 清楚 这 样 的 一 个 随机 变量 是 怎样 产生 
的 , 我 们 想象 在 一 个 继 中 装 有 ”个 不 同类 型 的 电池 , 类 型 j 的 电池 维持 一 个 速率 为 
和 yj 的 指数 分 布 的 时 间 , j = 1,…,n. 再 假设 对 于 每 个 类 型 j(j = 1,…n) 的 电池 在 
钠 中 的 比例 是 已 . 如 果 等 可 能 地 从 镀 中 任意 取 一 个 电池 即 随机 地 选用 一 个 电池 , 那 
么 选取 到 的 电池 的 寿命 就 有 上 面 特定 的 超 指数 分 布 . 

为 了 得 到 X = Xz 的 分 布 函数 已, 取 条 件 于 代 . 这 推出 


1— F(t)=P{X>t#}= SP{X ST PIT= 让 二 Sy Pe 
i=1 i=1 
对 上 式 求 微 商 推出 X 的 密度 函数 f 为 


f(t) = >》 NPe 


?一 
因此 , 一 个 超 指数 随机 变量 的 失效 率 函 数 是 
ee 


7r(t) = 一 二 一 一 一 
一 入 让 


注意 到 
P{X>tT=jP{T=N) __ Be 


P{T= /jlX>t}= 
{ | } P{X > t} 》、 ， Pe™*it 
a 
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我 们 看 到 失效 率 函 数 r(t) 可 以 写成 
rt) = NP{T=jIX > 
7 二 1 
如 果 对 于 一 切 i>1 有 入 < 入 ,那么 
Pe-\t 
Pe-At > Pe-*it 
所 一 1 当 t 一 oo 时 


P{T=1|X>t}= 


一 Piy > Pe Cy) 

类 似 地 , 当 i 关 1 时 , P{T =ilX > 甘 一 0, 于 是 证 明了 
im r(t) = min Xi 

即 作 为 一 个 随机 选取 的 电池 的 寿命 , 它 的 失效 率 趋 近 于 具有 最 小 失效 率 的 指数 性 失 

效率 , 这 是 很 直观 的 , 因为 电池 维持 越久 , 它 就 越 可 能 是 最 小 失效 率 的 电池 类 型 . 国 

5.2.3 ”指数 分 布 的 进一步 性 质 


令 X1,…,Xn 是 具有 均值 1/ 和 的 独立 同 分 布 的 指数 随机 变量 . 由 例 2.38 的 结 
果 得 到 Xi 十 … 十 Xn 具有 参数 为 n 和 入 的 伽 玛 分 布 . 让 我 们 用 数学 归纳 法 给 出 这 
个 结果 的 第 二 种 验证 . 因为 在 n= 1 时 无 需 证 明 , 让 我 们 先 假定 Xi 十 … 十 Xn-1 具 
有 密度 





fxi+:.+xX,_1(t) = Ne 
因此 
fxit:+ Xn 1+ Xn (t) -人 fx,(t — s)fxit..+X,_ 1 (S§)ds 
一 —A(t—s) 、 一 和 s (和 As) 一 _ (Mt)"-!1 
hx* 2 es = 
这 就 证 明了 结果 . 


另 一 个 有 用 的 计算 是 确定 一 个 指数 随机 变量 小 于 另 一 个 的 概率 . 即 假设 Xi 和 
Xo 是 分 别 具 有 均值 1/ 和 1 和 1/X2 的 独立 指数 随机 变量 . 问 P{X1 < Xo} 是 多 少 ? 
这 个 概率 容易 通过 对 Xi 取 条 件 算得 : 


oo 
P{Xi1 < Xo} 一 上 P{X1 < Xo|X1 一 r}Me ?dz 
0 


CO OO 
一 / P{fz < Xo}Me ?dz = 上 e "2?Me ?dy 
0 0 
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入 1 
和 1 十 和 2 





一 人 Nie-a+>x2)zdz = (5.5) 
0 
显现 为 , X; 中 最 小 的 一 个 是 速率 为 yi 的 和 的 指数 随机 变量 . 其 证 明 如 下 : 


P{min(X1,:…, Xn) > zx} = P{ 对 于 每 个 i(i = 1,.…,n), Xi > x} 
= |[P{Xi > z} (由 独立 性 ) 


2 二 1 


一 [le 一 exp {- (> i | (5.6) 
i=1 = 


例 5.7 (分 析 分 配 问题 的 仿 禁 算法 ) 将 7 个 工作 分 配给 n 个人, 每 人 分 配 一 个 工作 . 
对 于 给 定 的 ”2 个 值 C(i,j)(i,j = 1,…,n), 当 工 作 j 分 配给 第 i 个 人 时 将 付出 一 个 
价格 C(i, 站 . 经 典 的 分 配 问题 是 确定 这 样 的 一 组 分 配 , 使 付出 的 n 个 价格 的 和 最 小 . 

与 试图 确定 最 佳 分 配 相 比 较 , 我 们 更 愿意 考察 求解 这 个 问题 的 两 个 直观 算法 . 
第 一 个 算法 如 下 : 分 配给 第 1 个 人 最 小 价格 的 工作 . 即 给 第 1 个 人 分 配 工作 1, 其 
中 C(1, 广 ) = miny(C(1,7)). 现在 不 考虑 这 个 工作 , 分 配给 第 2 个 人 最 小 价格 的 工 
作 . 即 给 第 2 个 人 分 配 工作 jo, 其 中 C(2,j2) = minyzxi (C(2,7 力 ). 继续 这 样 的 程序 
直到 所 有 n 个 人 都 分 配 了 工作 为 止 . 因为 这 个 程序 总 是 对 所 考虑 的 人 选取 最 佳 的 
工作 , 我 们 称 它 为 贪 焚 算法 A. 

第 二 个 算法 我 们 称 为 贪 禁 算法 B, 它 是 第 一 个 贪 梦 算法 的 较为 “全 局 ”的 版 本 . 
它 考 虑 所 有 的 "2 个 价格 值 , 并 选取 使 C(i,j) 最 小 的 一 对 (7).， 然后 给 第 科 个 
人 分 配 工作 坟 . 然后 排除 涉及 第 计 个 人 或 工作 天 的 所 有 价格 值 (故而 有 (n 一 1)” 
个 值 保留 ), 并 且 继 续 同 样 的 方式 进行 . 即 每 次 在 未 分 配 的 人 和 工作 中 间 选 取 人 与 工 
作 . 

假定 C(i,j7) 构成 一 组 m2 个 独立 的 指数 随机 变量 , 每 个 有 速率 1. 问 两 个 算法 
中 的 哪 一 个 产生 较 小 的 期 望 总 价格 ? 
解 ”假设 应 用 了 第 一 个 贪 禁 算 法 A. 以 Ci 记 与 第 ;个 人 相 结合 的 价格 , i = 1,…,n. 
现在 C 是 n 个 有 速率 1 的 独立 指数 随机 变量 的 最 小 值 . 所 以 , 由 方程 (5.6), 它 是 
具有 速率 ”的 指数 随机 变量 . 类 似 地 , C2 是 n - 1 个 有 速率 1 的 独立 指数 随机 变量 
的 最 小 值 . 所 以 , 由 方程 (5.6), 它 是 具有 速率 n 一 1 的 指数 随机 变量 . 同 理 Ci 古 共 
有 速率 n 一 i 十 1 的 指数 随机 变量 , i = 1,…,n. 于 是 贪 梦 算法 A 的 期 望 总 价格 是 


EA{ 总 价格 } = E[C1 十 … 二 Cn] = >》 1/ 
$= 二 1 
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现在 让 我 们 分 析 贪 焚 算 法 B. 令 C; 是 这 个 算法 分 配 的 第 i 个 人 与 工作 的 价格 

”因为 0; 起 记 有 n? 个 Cli 用 伞 的 恬 小 入, 内 方程 (5.6) 挫 示 它 是 具 序 误 究 mn? 的 拷 
” 数 随机 变量 . 现在 由 指数 随机 变量 缺乏 记忆 的 性 质 推出 , 其 他 C(i, 7) 超出 01 的 量 
是 具有 速率 1 的 指数 随机 变量 . 于 是 Cs 等 于 Ci 加 上 (n -1)? 个 速率 为 1 的 独立 
指数 随机 变量 的 最 小 值 . 类 似 地 , Cs 等 于 C2 加 上 (n - 2)2 个 速率 为 1 的 独立 指数 
随机 变量 的 最 小 值 , 如 此 等 等 . 所 以 , 我 们 看 到 

E[C1] = 1/n2, 

E[C2|] 一 E[C1] 十 1/(n 一 1)2， 

E[Cs] = E[C2] + 1/(n 一 2)”2， 


E[C;] = E[C;_1] + 1/(n—j+1)2, 


ElCn,] = EICn_i]+1 
所 以 
E[C1] = 1/n2, 
E[C2] = 1/72 + 1/(n— 1), 
EICs] = 1/n2+1/(n—1)+1/(n— 2), 


Oe 


所 有 的 E[Ci] 加 起 来 导出 


Bl 从 要 一 各 + 全 D+ 全 D+ +1 一 


于 是 两 个 贪 禁 算法 的 期 望 价格 是 相同 的 . 图 
令 XI，,…, Xn 是 分 别 具 有 速率 1,…, Xo 的 独立 指数 随机 变量 . 推广 方程 (5.5) 
便 得 到 一 个 有 用 的 结论 , 即 Xi 以 概率 Xi/ 2_，_, 和 是 它们 中 最 小 的 一 个 . 其 证 明 


| P{X; = min X;! = P{X; < minX;t+ = 7 
{Xi=minX;} = PIX < min X;} Sr” 
一 1 











其 中 最 后 的 等 式 用 了 方程 (5.5) 以 及 min X; 是 速率 为 > i 的 指数 随机 变量 这 
个 事实 . 
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另 一 个 重要 的 事实 是 mini Xi 与 Xi 的 大 小 次 序 是 独立 的 . 为 了 弄 清楚 为 什么 
这 是 对 的 , 在 给 定 最 小 值 大 于 t 的 条 件 下 , 考察 Xi, < Xi。… < Xi, 的 条 件 概率 . 因 
为 mini 庆 > 上 的 意思 是 所 有 的 Xi 都 大 于 如 由 指数 随机 变量 缺乏 记忆 的 性 质 推出 ， 
它们 超出 t WwW 随 之 有 


P{Xi < Xi, | min Xi; > 和 P{Xs —t<.: = t| min Xi > t} 
= P{Xi, < ……… < 人 


这 就 证 明了 绪论 

例 5.8 ”假设 你 到 达 邮 局 时 , 邮局 仅 有 的 两 个 办 事 员 都 在 忙 , 而 且 没 有 人 在 排队 
等 待 ， 只 要 哪个 办 事 员 有 空 , 你 都 进入 服务 ， 如 果 办 事 员 i 的 服务 时 间 是 速率 为 
和 i(i = 1,2) 的 指数 分 布 , 求 E[T1, 其 中 了 是 你 待 在 邮局 的 时 间 . 

解 ” 以 Ri; 记 顾 客 在 办 事 员 i 那里 的 剩余 服务 时 间 , i = 1,2, 并 且 注 意 , 由 指数 随机 
变量 缺乏 记忆 的 性 质 , Ri 和 R2 是 独立 的 随机 变量 , 具有 各 自 的 速率 和 和 和 2. 取 
条 件 于 R1 和 R。 中 较 小 的 一 个 推出 


E[T|] = EITIRi < as < Ro} 十 EIT|R» < 0 < Ri} 


= EIT|R1 < Rl | ee 





二 二 


现在 , 以 S 记 你 的 服务 时 间 
EITIRi < R,| 一 EIR! 十 S|R1 < R,| 
一 E[RiIRI < Ro| 十 EIS|Ri < Ro| 


1 1 
E[Ri|IR1 < R,| 国 最 :oy 一 
1 


和 1 十 入 2 四 和 1 

最 后 的 方程 用 了 取 条 件 在 Ra < Ra 上 , 随机 变量 Ri 是 Ri 和 书 中 最 小 的 , 故而 它 
是 速率 为 和 1 十 和 2 的 指数 随机 变量 . 同时 取 条 件 于 R1 < R。 上 你 是 由 办 事 员 1 服务 
的 . 


因为 我 们 可 以 用 类 似 的 方式 推出 
EIT|R2 < Ri] = 二 + 元 
我 们 得 到 结果 8 
EIT] = 于 


另 一 个 得 到 E[T] 的 途经 是 将 了 写成 一 个 和 , 取 期 望 , 而 后 需要 处 取 条 件 . 这 个 
方法 导出 


EIT| = Efmin(R1, Ra) + 5] = Elmin(R1, R2)] + EIS] = 二 + [9) 
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HIRD RRRAT RR NR 
A2 2 


EISIR。A<R SE 
+ SIR | eR 


。 例 5.9 正印 休 记 方 7 个 缴 移 契 办 统购 了 ,4 起 司 厅 细 拘 奈 个 幼 贻 育 一 个 不 
” 重 , wi 是 细胞 i 的 权重 , i = 1 ……,m. 每 次 按 一 个 随机 的 次 序 毁 灭 一 个 细胞 , 设 当前 
存活 的 细胞 的 集合 是 5, 那么 独立 于 已 经 被 毁灭 而 不 在 5S 中 的 细胞 的 次 席 , 下 一 次 
被 杀 的 细胞 是 i 的 概率 为 wi/ > wj,i ES. 换 句 话说 , 给 定 存活 的 细胞 下 次 被 杀 
的 概率 是 其 权重 除 以 仍旧 存活 的 细胞 的 权重 的 和 . 以 4 记 当 所 有 的 细胞 1, … 江都 
被 杀 时 仍旧 存活 的 细胞 总 数 . 求 E[4]. 
解 ” 虽 然 直 接 用 组 合 推 理 求 解 这 个 问题 相当 地 困难 , 但 是 可 以 通过 将 细胞 被 杀 的 
次 序 与 一 个 独立 指数 随机 变量 排序 联系 起 来 ， 从 而 得 到 一 个 精巧 的 解 ， 为 此 , 令 
X1,…, Xn 是 独立 的 指数 随机 变量 , X; 具有 速率 wi,i = 1,…,n， 注 意 成 将 以 
概率 wi/ 2 wj 为 其 中 的 最 小 者 . 此 外 , 给 定 X; 最 小 时 , X 是 第 2 者 的 概率 为 
wr/ 2_ ,Wi 再 者 , 在 给 定 X; 和 X; 分 别 是 其 中 第 1 与 第 2 最 小 时 , Xs(s 六 7) 
是 第 3 小 者 的 概率 是 ws/ > ir 1 依 此 类 推 . 因此 , 如 果 我 们 令 I 是 X1,…, XX， 
中 第 7 小 者 的 下 标 ( 即 Xr < Xl, < … < Xz), 那么 细胞 被 杀 的 次 序 与 万 工 
同 分 布 . 所 以 ,让 我 们 假设 细胞 被 杀 的 次 序 由 Xi1,…,X 的 次 序 确定 (等 价 地 , 我 
们 可 以 假设 一 切 细胞 最 终 将 被 杀 , 而 第 i 个 细胞 在 时 间 Xi; 被 杀 , i = 1,:…,n). 

如 果 当 所 有 的 细胞 1,…,k 都 被 杀 时 细胞 了 仍旧 存活 , 我 们 令 4; = 1, 而 在 其 
他 情形 令 它 为 0, 那么 , 

4= >》 4 


j=k+1 


E[S| = 了 SR < Ra 一 一 一 一 





因为 当 所 有 的 细胞 1,…,k 都 被 杀 时 细胞 ; 仍旧 存活 , 如 果 X; 大 于 Xi,…, Xk 的 
所 有 值 , 我 们 看 到 , 对 于 了 > 


i=1,.…, 
二 8 
= | P{X; > max, XilX; 一 Zj0je 7d7 
‘Jo i=1,…， 


/ P{Xi; < x, 对 于 一 切 i=1,.…,kjhwje “i?dz 
0 
cok 
-= / [la 一 6 “i?)we vi?dzr 
0 j=1 
1 大 
人 ] Ga — yi)dy 
0 j=1 
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其 中 最 后 的 等 式 得 自 闪 换 1 ”于 是 我 们 得 到 结果 
= 和 人 IIa - yay=f > awry 


j= 二 k 二 1 j=k+1 i=1 
例 5.10 ”假设 顾客 有 序 地 排队 接受 一 个 服务 员 的 服务 . 一 旦 一 次 服务 完毕 , 在 队 

列 中 的 下 一 个 人 就 进入 服务 系统 . 然而 , 每 个 等 待 的 顾客 只 等 待 一 个 速率 为 8 的 指 
数 分 布 时 间 . 如 果 在 这 个 时 间 前 还 没有 开始 他 的 服务 , 他 就 立刻 离开 系统 . 各 个 顾 
客 的 这 些 指数 时 间 是 独立 的 . 此 外 , 服务 时 间 是 速率 为 /的 独立 指数 随机 变量 . 假 
设 现在 某 人 正在 接受 服务 , 考察 队列 中 第 n 个 顾客 . 

(a) 求 这 个 顾客 最 终 接受 服务 的 概率 PP. 

(b) 求 在 给 定 她 最 终 接 受 服务 的 条 件 下 , 她 在 队列 中 等 待 的 总 时 间 的 条 件 期 鹿 
Wh. 
解 ” 考 察 由 正在 接受 服务 的 人 的 剩余 服务 时 间 , 以 及 队列 中 前 n 个 人 的 速率 为 6 
的 附加 指数 离开 时 间 组 成 的 n 十 1 个 随机 变量 . 

(a) 给 定 这 nn 十 1 个 独立 指数 随机 变量 的 最 小 的 一 个 是 队列 中 第 n 个 人 的 离开 
时 间 时 , 这 个 人 接受 服务 的 条 件 概率 是 0. 另 一 方面 , 给 定 这 个 人 的 离开 时 间 并 不 是 
最 小 时 , 这 个 人 接受 服务 的 条 件 概率 正好 像 开 始 时 他 处 在 位 置 n 一 1 一 样 . 因为 给 
定 的 一 个 离开 时 间 是 交 +1 个 独立 指数 随机 变量 的 最 小 的 一 个 的 概率 是 0/(n0+n), 
我 们 得 到 


By (en 
” n0+kh 
在 上 式 中 用 n 一 1 代替 给 出 
(n—1)06+4(n—2)0+4k _ (n— 2)0 十 凡 
证 0 十 多 ee 00 十 几 Se 
继续 这 种 方式 导出 结果 : 
已 = +h P __k 





n0+h ' nth 
(b) 为 了 确定 W 的 一 个 表达 式 , 我 们 利用 独立 指数 的 最 小 值 独立 于 它们 的 大 
小 的 排序 这 个 事实 , 并 且 该 最 小 值 的 速率 等 于 它们 速率 的 和 . 因为 直到 第 ”个 人 进 
入 服务 系统 的 时 间 是 这 n 十 1 个 随机 变量 的 最 小 值 加 上 以 后 的 附加 时 间 , 由 指数 随 
机 变量 缺乏 记忆 的 性 质 , 我 们 看 到 


1 
oe RS 


对 于 相继 的 nn ie ee 


Wn -Di 
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2 


共 5.2.4 指数 随机 变量 的 卷 积 





令 Xi(i = 1,.….,n) 征 分 别 具 有 速率 Aili = 1,…,n) 的 独立 指数 随机 变量 , 并 
且 假 设 X; 闫 入 ,i 关 7. 随机 变量 De Xi 称 为 亚 指数 随机 变量 . 为 了 计算 它 的 概 
率 密度 函数 , 让 我 们 从 n = 2 开始 . 现在 


t t 
fxi+x2(t) -/ fe (s)fxslt—s)ds = |/ Me 1sAve—*2(t—s)qs 
0 0 
t 
-0 Yt / e™(N—N2)sgs 
0 


ge AI 2 A 一 忆 ， -2 
人 Il — A 











A 
a 和 一 入 xf 
EE 


当 n = 3 时 , 利用 上 式 , 一 个 类 似 的 计算 导出 


3 

fxX1+X2a+Xs 从 = Nie 0 入 ; > 
i 二 1 Jj#1 

由 它 推出 如 下 的 一 般 结 果 


A1 et 





nN 
fxittXn (t) = > CinNe-*t 
2 二 1 


其 中 





现在 我 们 对 n 用 归纳 法 证 明 以 上 的 公式 . 因为 我 们 已 经 对 于 n = 
它 对 于 n 成立, 并 且 考 虑 m 上 1 个 具有 不 同 的 速率 Ai(i = 1,.. 


2 建立 了 它 , 假定 
指数 随机 变量 Xi. 如 果 有 必要 可 以 重 置 标号 Xi 与 


Xnt1l 使 和 n+41 < 和 i. 现在 


t 
J ee (d) 一 让 了 二 (s)Mnrie™ "+1(t—s) qs 
0 
n t 
= 0, 站 和 Ne-MieX Je 和 HU 
1 一 1 0 


= S Gen 2 
?2 一] 


Se 入 十 1 . 
An+ie Mnt1t A 和 Ne 一 At 
Ai Mn+1 





nN 
= ni1Mni1e™ "+1t 十 >》， Coie Xie 一 At (5.7) 
和 2 三 工 
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fxi+.+Xnti (t) ph Pp (Ne (ds 


由 此 推出 , 利用 推导 方程 (5.7) 的 同样 的 方法 , 有 一 个 常数 Ki 使 


7 十 
了 (t) 全 FI Nie 一 Ait i > CR 


i=2 
将 六 fx 的 两 个 表示 式 取 等 推出 


多 ,| = _ Mniit 
KniiMmiie nt 十 Cn+iXie * = KiMNe 十 OntintiAnt1ie "1 


对 上 面 的 方程 两 边 同 乘 以 exn++, 并 且 令 t 一 co 导出 (因为 当 上 一 co 时 e 一 (1 一 Xn+1)t 
一 co) 


Kn+i 一 mm 十 1 十 1 


用 方程 (5.7) 就 完成 了 归纳 法 . 于 是 我 们 证 明了 , 车 5 = > ,，, Xs 则 





falt) = 》 ,CinNe (5.8) 
i 二 1 
其 中 
ji 可 


对 fs 的 表达 式 两 边 从 t 到 oo 积分 , 导出 5 的 尾 分 布 函数 给 出 为 
P{S > t} 和 > Oa (5.9) 
i=1 


因此 , 从 方程 (5.8) 和 方程 (5.9) 得 到 5 的 失效 率 函 数 7s(t) 如 下 : 


n 
> a Gin Ne 
元 


Cine ™t 
ine 


ei 
如 果 我 们 令 入; = min( 和 1,:…，, 和 An)， 那么 在 rs(t) 的 分 子 与 分 母 乘 以 et 后 导出 


2 
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从 上 式 我 们 能 够 得 出 结论 , 当 t 大 的 时 候 , 一 个 存活 到 年 龄 t 的 亚 指 数 分 布 的 部 件 
的 剩余 寿命 近似 于 一 个 指数 随机 变量 , 其 速率 等 于 构成 亚 指数 的 求 和 项 中 的 指数 随 
机 变量 的 速率 的 最 小 者 . 


艺 田 煞 

1 = dt = Ci,n = < 

fsat > 

可 是 不 应 该 将 Cin(i = 1,…,n) 想 成 概率 , 因为 其 中 有 些 是 负 的 . 因此 , 虽然 亚 指数 
符 度 在 形式 上 类 似 于 超 指数 密度 (参见 例 5.6), 但 这 两 种 随机 变量 是 非常 不 同 的 . 
例 5.11 信和 Y,…,Xm 是 独立 指数 随机 变量 , 分 别 有 速 率 入 ,…, Xm, 其 中 Ai 天 
Xi 天 了 令 N 独立 于 这 些 随机 变量 , 并 且 假设 > ，_， Ps =1, 其 中 P=P{N =n}. 
随机 变量 









N 
Y=> xX; 
j=1 


称 为 Coxian 随机 变量 . 对 和 取 条 件 , 给 出 它 的 密度 函数 
fy(t) = > fyY (tlN = n)Pn = >》 ， fxi+.+Xn (tlN = n)Pn 


m mm n 
一 >》 二 (t)P, 一 >》， > .OaNe™ 
n=1 n=1 i=1 


令 
r(n) = P{N=n|N >n} 


如 果 我 们 将 N 解释 为 在 离散 时 间 段 测量 的 寿命 , 那么 r(n) 表示 一 个 部 件 将 在 使 用 
它 的 第 nn 个 使 用 的 时 段 失 效 的 条 件 概 率 , 条 件 是 已 知 它 已 经 存活 到 这 个 时 间 . 于 是 ， 
r(n) 是 失效 率 函 数 r(t) 的 离散 时 间 版 本 , 因此 是 离散 时 间 失 效 (风险 ) 率 函 数 . 
Coxian 随机 变量 常常 以 如 下 的 方式 出 现 . 假设 一 个 部 件 必须 经 过 mm 个 时 段 处 
理 才能 修复 . 然而 , 假设 每 一 时 段 都 有 一 个 概率 使 该 部 件 离开 这 个 程序 . 如 果 我 们 
假设 部 件 通 过 相继 的 时 段 的 时 间 是 独立 的 指数 随机 变量 , 而 一 个 刚 完成 ns 个 时 有 段 的 
部 件 离开 这 个 程序 的 概率 是 (独立 于 它 用 多 久 时 间 通 过 这 n 个 时 段 )r(n), 那么 一 个 
部 件 花 费 在 这 个 程序 中 的 总 时 间 是 一 个 Coxian 随机 变量 . 国 
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5.3.1 “计数 过 程 
一 个 随机 过 程 {N(t),t > 0} 称 为 计数 过 程 , 如 果 N(t) 表示 到 时 间 t 为 止 发 生 
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的 事件 的 总 数 . 计数 过 程 的 一 些 例子 如 下 : 

(a) 如 果 我 们 令 N(t) 等 于 正在 或 早 于 时 间 t 进 入 一 个 特定 的 商店 的 人 数 , 那么 
{N(t),t > 0} 是 计数 过 程 , 其 中 一 个 事件 对 应 于 一 个 进入 商店 的 人 . 注意 如 果 我 们 
令 NU 等 于 在 t 时刻 进 入 店 的 人 数 , 那么 {N(t),t > 0} 不 是 计数 过 程 (为 什么 ?). 

(b) 如 果 只 要 一 个 小 孩 诞 生 , 我 们 就 说 一 个 事件 发 生 , 那么 当 N(t) 等 于 时 间 
之 前 诞生 的 总 人 数 时 , {NG,t > 0} 是 计数 过 程 . (N(t) 包含 在 时 间 t 之 前 已 经 死 的 
人 吗 ? 解释 为 什么 它 一 定 包含 .) 

(c) 如 果 N(t) 等 于 给 定 的 足球 队员 在 时 间 t 前 进 球 的 个 数 , 那么 {N(t),t > 0} 
是 计数 过 程 . 只 要 该 球员 进 一 个 球 , 这 个 过 程 的 一 个 事件 就 发 生 . 

从 定义 我 们 看 到 , 对 一 个 计数 过 程 N(t) 必须 满足 : 

(i) N(t) > 0.， (让) N(t) 取 整 数值 (证 ) 若 s < 已 则 NGs) < N(t). 

(iv) 对 于 s <tN(t) - N(s) 表示 在 区 间 (s, 中 发 生 的 事件 的 个 数 . 

计数 过 程 称 为 具有 独立 增 量 的 , 如 果 发 生 在 不 相交 的 时 间 区 间 中 的 事件 的 个 数 
是 彼此 独立 的 . 例如 , 这 意味 着 发 生 在 时 间 10 以 前 的 事件 个 数 ( 即 N(10)) 必须 独 
立 于 在 时 间 10 与 15 之 间 发 生 的 事件 个 数 ( 即 N(15) 一 N(10)). 

独立 增 量 的 假定 对 于 例 (a) 可 能 是 合理 的 , 但 是 对 于 例 (b) 可 能 是 不 合理 的 . 其 
原因 是 , 如 果 在 例 (b) 中 N(t) 非常 大 , 那么 在 时 间 t 就 可 能 有 许多 人 活着 , 这 使 我 
们 相信 在 时 间 t 到 t+s 之 间 新 生 的 人 数 也 很 多 ( 即 N(t) 独立 于 NUt+5s) 一 Nb 看 
起 来 并 不 是 合理 的 , 所 以 例 (b) 中 的 {N(t),t > 0} 没有 独立 增 量 性 ). 在 例 (c) 中 的 
独立 增 量 假定 可 以 是 合理 的 , 如 果 我 们 相信 足球 队员 今天 进 球 的 机 会 不 依赖 他 过 去 
的 表现 . 如 果 我 们 相信 和 奇才 或 低 靡 状态 , 这 个 假定 就 不 是 合理 的 . 

计数 过 程 称 为 具有 平稳 增 量 的 , 如 果 在 任意 时 间 区 间 中 发 生 的 事件 的 个 数 的 分 
布 只 依赖 于 时 间 区 间 的 长 度 . 换 句 话说 , 过 程 具有 平稳 增 量 , 如 果 在 区 间 (s,s 十 t) 中 
的 事件 的 个 数 的 分 布 对 于 一 切 s 都 相同 . 

平稳 增 量 的 假定 只 在 例 (a) 中 合理 , 如 果 一 天 不 存在 人 们 更 可 能 进入 商店 的 时 
间 . 于 是 , 例如 , 如 果 存 在 每 天 的 交通 峰值 时 间 (例如 说 , 中 午 12 点 到 下 午 1 上 后 之 
间 ), 那么 平稳 增 量 的 假定 是 不 合理 的 . 如 果 我 们 相信 地 球 上 人 口 基本 不 变 (大 多 数 
科学 家 并 没有 这 个 信念 ), 那么 平稳 增 量 的 假定 在 例 (b) 中 可 以 是 合理 的 . 平稳 增 量 
的 假定 在 例 (c) 中 似乎 并 不 是 合理 的 假定 , 因为 大 多 数 人 会 认同 一 件 事 , 足球 队员 
在 25 至 30 的 年 龄 段 中 将 比 他 在 35 至 40 的 年 龄 段 中 可 能 进 更 多 的 球 . 然而 , 在 较 
小 的 时 间 界 限 中 , 例如 一 年 中 , 它 可 能 是 合理 的 . 


5.3.2 ” 泊 松 过 程 的 定义 


最 重要 的 计数 过 程 之 一 是 泊 松 过 程 , 其 定义 如 下 : 
定义 5.1 ”计数 过 程 {N(t),t > 0} 称 为 具有 建 率 和 (和 > 0) 的 泊 松 过 程 , 如 采 
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(i) N(0) = 0. (i 过 程 有 独立 增 量 . 
(ii) 在 长 度 为 t 的 任意 时 间 区 间 中 的 事件 个 数 服 从 均值 为 以 的 泊 松 分 布 . 即 
对 于 所 有 的 s,t > 0, 有 


P{NG+S) — N(s) =n} =e OE, n=0,1,.. 


注意 从 条 件 (ii) 推出 泊 松 过 程 具有 平稳 增 量 , 而 且 还 有 
EIN(t)] = Xt 


这 就 解释 了 为 什么 和 称 为 泊 松 过 程 的 速率 . 

为 了 确定 任意 一 个 计数 过 程 确实 是 泊 松 过 程 , 我 们 必须 证 明 它 满足 条 件 (i), (ii) 
和 (ii). 条 件 (i) 简单 地 说 明了 事件 的 计数 开始 于 t = 0, 而 条 件 (i) 通常 可 以 从 我 
们 对 于 过 程 的 了 解 直 接 验 证 . 然而 , 我 们 对 如 何 确定 它 满足 条 件 (这 ) 并 不 完全 清楚 ， 
正 由 这 个 原因 , 泊 松 过 程 的 一 个 等 价 定 义 是 很 有 用 的 . 

作为 给 出 泊 松 过 程 的 第 二 个 定义 的 引子 , 我 们 定义 一 个 函数 fl ) 是 olh) 的 概 


定义 5.2 ”函数 f(-) 称 为 oh), 如 采 
) _ 


lim 一 一 = 
h—0 
例 5.12 
Qi) 函数 f(z) = z? 是 o(hh), 因为 


(i 函数 f(z) =z 不 是 o(h), 因为 


人 
如 第 -如 i- 和 1=10 


(ii) 车 f(-) 是 olh) 且 g() 是 ol), 则 了-) 十 9g(") 也 是 o(). 这 是 因为 


fh) + oh) » fh) ,gl(h) 
有 
liv) 车 f(-) 是 o(h), 则 9g(.) = cj(.) 也 是 o(h). 这 是 因为 

cf(h) fh) 
一 一 C:0 王 0 


lim 
h—0 


(v) 由 ( 阁 ) 和 (iv) 得 出 , 每 个 函数 是 oh) 的 任意 有 限 个 线性 组 合 也 是 oj 四 


C 
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为 了 函数 f(-) 是 o(h), 在 h 趋 于 0 时 f(h)/h 必须 趋 于 0. 但 是 , 如 果 h 趋 于 
0, f(h)/h 趋 于 0 的 唯一 途经 是 f(h) 趋 于 0 比 h 快 . 即 对 于 小 的 h, f(h) 相 比 h 必 
须 很 小 . 器 

现在 我 们 可 以 给 出 泊 松 过 程 的 另 一 个 定义 . 
定义 5.3 ”计数 过 程 {N(t),t > 0} 称 为 具有 速率 和 (入 > 0) 的 泊 松 过 程 , 如 果 

(i) N(0)=0. (i 过 程 有 平稳 增 量 和 独立 增 量 . 

(iii) P{N(h)=1}= M+o(h). (iv) P{N(h) > 2} = o(h). 
定理 5.1 定义 5.1 和 定义 5.3 等 价 . 
”证 明 ”我 们 证 明定 义 5.3 蕴含 定义 5.1 而 将 其 道 命题 留 给 你 们 来 证 明 . 首先 , 固定 

wu 之 0, 并 且 令 
g(t) = Elexp{—uN(t)} 

我 们 推导 g(t) 的 一 个 微分 方程 如 下 : 


g(t+h) = Elexp{—uN(t+ h)}] = Elexp{—uN(t)}exp{ -uN(t+h)— NO 
= Elexp{ 一 uN(t)}HElexp{ 一 uw(N(t+h) 一 和 N())H 由 独立 增 量 性 
= g(t)Elexp{ 一 uN(h)H 由 平稳 增 量 性 (5.10) 


现在 , 由 假定 (省) 和 (iv) 推出 
P{N(h) =0} = 1— M+o(h) 
因此 , 对 于 N(h) = 0, N(h) = 1, N(h) > 2 取 条 件 , 引出 
Elexp{—uN(h)}] =1— M+ o(h) +e-*(Mh + o(h)) + o(h) 
=1— M+e-*Mh+o(h) (5.11) 
所 以 , 由 方程 (5.10) 和 方程 (5.11) 我 们 得 到 


g(t +h)= g(t)(1 ~ M++e “Mh) + o(h) 


En g(t+h) — g(t) a o(h) 
9MNe 一 二 十 0 
令 hh 一 0, 给 出 
g(t) = g(t) Me —1) 
或 者 , 等 价 地 


9 ou 
g(t) | 人 
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求 积 分 , 并 且 利 用 g(0) = 1, 推出 
In(g(t)) = M(e “—1) 
或 者 
g(t) = exp{M(e ™ — 1)} 


即 N(t) 的 拉 普 拉 斯 变换 在 处 的 赋值 是 ex。 “?. 由 于 后 者 是 均值 为 Xt 的 泊 松 
矿 胡 变 盘 的 不 于 大 谣 变 项 由 一 个 浊 负 矿 胡 变 熏 的 分 布 鼓 背 的 东 学 龙 盘 变 括 唯一 殉 


定 这 个 事实 推出 所 要 的 结果 . 师 
0 了 工 2 _k 
k k 1 一 天 
图 5.1 





注 (i) N(t) 具有 泊 松 分 布 的 结论 是 二 项 分 布 的 泊 松 近似 (参见 2.2.4 节 ) 的 一 个 推 
论 . 为 了 明白 这 点 , 将 区 间 [0, 1]k 等 分 , 其 中 非常 大 (图 5.1). 现在 用 定义 5.3 中 的 
公理 (iv) 可 以 证 明 , 如 果 上 递增 至 co, 在 个 子 区 间 中 的 任意 一 个 有 两 个 或 两 个 以 
上 事件 的 概率 趋 于 0. 因此 , N(t) 将 (以 趋 于 1 的 概率 ) 正好 等 于 有 一 个 事件 的 子 区 
间 的 个 数 . 然而 , 由 平稳 增 量 和 独立 增 量 性 , 这 个 数 具有 参数 为 k 和 p= 和 t/k+o(t/%) 
的 二 项 分 布 . 因此 , 由 令 上 趋向 oo 以 及 二 项 分 布 的 泊 松 近似 定理 , 通过 利用 o(h) 的 
定义 和 当天 一 co 时 t/k 一 0 的 事实 , 我 们 看 到 N(t) 将 有 泊 松 分 布 , 具有 均值 


| t tt .to(t/k) _ 
im k 区 十 oO (| — M+ lm /Ek = A 
(i) 过 程 具有 平稳 增 量 的 明显 假定 可 以 从 定义 5.3 中 去 除 , 倘 使 我 们 将 ( 首 ) 和 
(iv) 的 假定 改 为 对 于 任意 t 在 区 间 (t,t+h) 中 有 一 个 事件 的 概率 为 Mh 十 o(h), 而 有 
两 个 或 两 个 以 上 事件 的 概率 为 o(h). 即 定义 5.3 中 的 假定 (请 ), ( 道 ) 和 (iv) 可 以 代 之 
以 





(ii 过 程 有 独立 增 量 . (iv) P{N(t+h)— N(t) =1} = M+o(h). 
(v) P{N(t + h) — N(t) > 2} = o(h). 


5.3.3 ”到 达 间 隔 时 间 与 等 待 时 间 的 分 布 


考虑 一 个 泊 松 过 程 , 让 我 们 将 第 一 个 事件 到 达 的 时 间 记 为 卫 . 此 外 ,对 于 n> 1， 
以 Th 记 在 第 n 一 1 个 事件 与 第 个 事件 之 间 用 去 的 时 间 . 序列 {Tn,n = 1,2,…} 
称 为 到 达 问 依 时 间 列 . 例如 , 车 卫 = 5 而 T2 = 10, 则 泊 松 过 程 的 第 一 个 事件 发 生 在 
时 间 5, 而 第 二 个 事件 发 生 在 时 间 15. 
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现在 我 们 来 确定 Tr 的 分 布 . 为 此 , 我 们 首先 注意 事件 {Ti > 如 发 生 当 且 仅 当 
泊 松 过 程 在 区 间 [0, 引 中 没有 事件 发 生 , 从 而 


P{T >t}=P{N(t) =0}=e”™ 
因此 , Ti 具有 均值 为 1/A 的 指数 分 布 . 现在 
P{Ts >t} = EP{T > tT 
然而 


P{7T2 > tI = s} = P{(s,s 十 相 中 0 个 事件 | = s} 
= P{(s,s 十 如 中 0 个 事件 )} =e (5.12) 


其 中 最 后 两 个 方程 由 独立 增 量 性 与 平稳 增 量 性 得 到 . 所 以 , 从 方程 (5.12) 我 们 得 出 
结论 : T2 也 是 一 个 均值 为 1/ 和 的 指数 随机 变量 , T2 独立 于 玫 . 重复 同样 的 论证 导 
出 下 面 的 命题 . 
命题 5.1 ”Ta(n = 1,2,…) 是 独立 同 分 布 的 指数 随机 变量 , 具有 均值 1/ 入 . 
注 ”这 个 命题 并 不 使 我 们 感到 惊奇 . 平稳 增 量 和 独立 增 量 的 假定 本 质 上 等 价 于 断 
定 在 时 间 的 任意 点 , 过 程 概率 地 重新 开始 . 即 过 程 从 任意 点 往 后 , 独立 于 它 以 往 发 
生 的 一 切 (由 独立 增 量 性 ), 而 且 也 有 与 原 过 程 相同 的 分 布 (由 平稳 增 量 性 ). 换 句 话 
说 , 过 程 没有 记忆 , 因而 指数 间隔 时 间 正 是 预期 的 . 

另 一 个 我 们 所 关注 的 量 是 第 n 个 事件 到 达 的 时 间 Sn, 也 称 为 直到 第 ”个 事件 
的 等 待 时 间 . 容易 看 出 ， 

一 > n 宇 1 
i=1 


因此 由 命题 5.1 和 2.2 节 的 结果 推出 , 5% 具有 参数 为 n 和 和 的 伽 玛 分 布 . 即 Sn 的 

概率 密度 给 定 为 

(On 
(nC— 1)! 

方程 (5.13) 也 可 以 推导 得 到 如 下 , 只 要 注意 第 nn 个 事件 在 时 间 t 前 发 生 当 且 仅 当 直 

到 + 为 止 发 生 事件 的 个 数 至 少 是 n, 即 





js 人世 = Xe t 之 0 (5.13) 


N(t)>n © Sn,<t 


因此 


Fs (t)= P{Sn <&t}=P{N(t) > 7n}= De 
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例 5.13 假设 每 天 人 们 以 速率 为 入 = 1 油 松 分 布 移民 进入 茶 个 领土. 

(a) 直到 第 10 个 移民 到 达 的 时 间 的 期 望 是 多 少 ? 

(b) 第 10 个 移民 到 达 和 第 11 个 移民 到 达 之 间 的 时 间 超 过 2 天 的 概率 是 多 少 ? 
解 (a) ElSiol = 10/ 和 =10 天 . (b) P{mai > 2} = ee- = er-2 s 0.133. 加 

命题 5.1 也 给 我 们 另 一 种 方式 定义 泊 松 过 程 . 假设 我 们 有 均值 为 1/ 和 的 独立 同 
分 布 的 指数 随机 变量 列 {Th,n > 1}. 现在 让 我 们 定义 一 个 计数 过 程 , 称 过 程 的 第 n 
个 事件 在 时 间 

9 


发 生 . 最 终 的 计数 过 程 UV,t > 0}9 就 是 速率 为 和 的 泊 松 过 程 . 
注 “ 另 一 个 得 到 5S, 的 密度 函数 的 途经 是 , 由 于 5 是 第 ”个 事件 的 时 间 , 我 们 有 
P{t < Sn <t+h}=P{N(t)=n 一 1, 在 (t+ 站 中 有 一 个 事件 } + o(h) 
= P{N(t) = n 一 1}P{ 在 (t,t 十 h) 中 有 一 个 事件 } 二 o(h) 


a ee yy i [Ah + o(h)] + o(h) 








其 中 第 一 个 等 式 用 了 在 (t,t 十 h) 中 有 两 个 或 两 个 以 上 事件 的 概率 为 o(h) 这 个 事实 . 
如 果 我 们 将 上 面 的 方程 两 边 除 以 h, 并 令 h 一 0, 我 们 得 到 


n—l 
js 一 Xe ~ he 可 
5.3.4 泊 松 过 程 的 进一步 性 质 


考虑 一 个 速率 为 和 的 泊 松 过 程 {N(),t > 0}, 而 且 假设 每 次 发 生 的 事件 分 为 I 
型 事件 和 I 型 事件 . 进一步 假设 每 个 事件 独立 于 所 有 其 他 事件 , 以 概率 p 为 I 型 事 


@ N(t) 的 形式 定义 由 N(t) = max{n : Sn 入 二 给 出 , 其 中 So = 0. 
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件 , 以 概率 1 一 p 为 I 型 事件 . 例如 , 假设 顾客 按照 速率 为 和 的 泊 松 过 程 到 达 一 个 
商店 , 并 且 假 设 每 个 到 达 的 顾客 以 1/2 概率 为 男性 , 而 以 1/2 概率 为 女性 . 那么 I 型 
事件 对 应 于 一 个 男性 到 达 , 而 HI 型 事件 对 应 于 一 个 女性 到 达 . z 
以 Ni(t) 和 Nz(t) 分 别 记 在 [0, 相 发 生 的 工 型 事件 和 I 型 事件 的 个 数 ， 注 意 
N(t) = Ni(t) + N2(t). 
命题 5.2 {Ni(t),t > 0} 和 {N2(t),t > 0} 两 者 分 别 是 速率 为 Xp 和 和 (1 一 p) 的 泊 
松 过 程 . 此 外 , 这 两 个 泊 松 过 程 是 彼此 独立 的 . 
证 明 ”通过 检验 它 满足 定义 5.3, 容易 验证 {Ni(t),t > 0} 是 速率 为 Xp 的 泪 松 过 程 . 
。N1(0) =0 得 自 事 实 N(0) = 0. 
。 容 易 看 出 {Ni1(t),t > 0} 继承 了 过 程 {N(t),t > 0} 的 平稳 和 独立 增 量 性 质 
这 是 因为 在 一 个 区 间 中 的 工 型 事件 的 个 数 的 分 布 可 以 由 取 条 件 于 这 个 区 间 
中 的 事件 个 数 得 到 , 而 后 一 个 量 的 分 布 只 依赖 于 区 间 的 长 度 , 并 且 与 任意 与 
它 不 相交 的 区 间 中 发 生 的 事件 是 独立 的 . 
。 P{Ni(h)=1}=P{Ni(h)= 1|IN(h) = 1}P{N(h)= 1} 
+ P{Ni(h) = 1|N(h) > 2}P{N(h) > 2} 
= p(Mh + o(h)) + o(h) = Mph + o(h) 


eo P{Ni(h) > 2} < P{N(h) > 2} = o(h) 

于 是 我 们 看 到 {Ni1(t),t > 0} 是 速率 为 Xp 的 泊 松 过 程 , 而 用 类 似 的 推理 , {N2(t),t > 
0} 是 速率 为 XI 一 p) 的 泊 松 过 程 . 因为 I 型 事件 在 从 tt 到 t+h 的 区 间 中 的 概率 独 
立 于 并 不 与 (t,t 十 h) 有 重生 的 区 间 中 发 生 的 所 有 事件 , 它 独立 于 I 型 事件 何 时 发 
生 的 事实 , 这 就 证 明了 两 个 泊 松 过 程 是 独立 的 .( 对 于 另 一 个 证 明 独 立 性 的 途经 , 参见 
例 3.20.) 

例 5.14 ”如 果 移 民 以 每 星期 10 人 的 泊 松 速率 到 达 A 地 区 , 若 每 个 移民 是 英格兰 
后 裔 的 概率 是 1/12, 那么 在 二 月 份 没 有 英格兰 后 裔 移民 到 A 地 区 的 概率 是 多 少 ? 


解 ”由 上 面 的 命题 推出 , 在 二 月 份 英格兰 人 移民 到 A 地 区 的 人 数 是 均值 为 4x 10 x 
1 


三 = 并 的 泊 松 分 布 . 因此 所 需要 的 概率 是 。 车 
例 5.15 ”假设 购买 你 想 出 售 的 部 件 的 非 负 出 价 以 速率 为 和 的 泊 松 过 程 到 达 . 假定 
每 次 出 价 是 具有 密度 函数 f(z) 的 随机 变量 的 值 .一旦 出 价 提供 给 你 , 你 必须 接受 或 
者 拒绝 并 等 待 下 一 个 出 价 . 我 们 假设 部 件 卖 出 以 前 , 你 以 每 个 单位 时 间 c 的 速率 发 
生花 费 , 而 你 的 目标 是 使 你 的 期 望 总 回报 最 大 , 其 中 总 回报 等 于 收 到 的 钱 的 数目 减 
去 总 的 花费 价格 . 假设 你 使 用 的 策略 是 , 接受 第 一 个 超过 某 个 特定 值 y 的 出 价 (这 
种 类 型 的 策略 称 为 y 策略 , 可 以 证 明 它 是 最 优 的 .) y 的 最 优 值 是 多 少 ? 

解 ”让 我 们 计算 当 你 使 用 y 策略 时 的 期 望 总 回报 , 并 且 选 取 y 使 这 个 量 最 大 . 以 
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X 记 一 个 随机 出 价 的 值 , 而 以 F(x) = P(X > z) = /。f(w)dwu 记 它 的 尾 分 布 函数 
因为 每 次 出 价 以 概率 FF(y) 大 于 y, 这 就 推出 这 种 出 价 按 速率 为 AF(y) 的 泊 松 过 程 
发 生 . 因此 , 直到 一 次 出 价 被 接受 的 时 间 是 一 个 速率 为 和 F(y) 的 指数 随机 变量 .以 
R(y) 记 从 接受 首次 超过 y 的 出 价 的 策略 得 到 的 总 回报 , 我 们 有 


E[R(y)] = E| 接 受 出 价 ]-cE[ 到 接受 的 时 间 ] 
= EIXIX >Y ~ 3 
= | ZJxlIx>y(zZ)dz 一 ME) 
se 
y FF(y) AF'(y) 
[ ZjF(Z)dz 一 c/ 入 


F(y) 





求 微 商 导 册 
Bla =0% -Fw + (| sf(ode—$) i) =0 
所 以 , y 的 最 优 值 满足 
yF(y) = 上 zjodn - 或 yg 上 yo)dz= 上 zjojdz- ~ 


或 
人 (z Wf)dr = 4 (5.14) 


我 们 现在 论证 上 式 左边 是 y 的 一 个 非 增 函 数 . 为 此 注意 , 若 a > 0, at 定义 等 于 a， 
在 其 他 情形 等 于 0, 我 们 有 


1/ 人 


因为 (X 一 y)+ 是 y 的 非 增 函 数 , 其 期 望 也 是 y 的 非 增 函 数 , 因此 方程 (5.14) 的 左边 
是 y 的 一 个 非 增 函 数 . 因此 , 若 EIX] < c/ 和 (在 这 种 情形 方程 (5.14) 无 解 ), 则 接受 任 
意 出 价 都 是 最 优 的 ; 在 其 他 情形 , 最 优 值 y 是 方程 (5.14) 的 唯一 解 . 图 

由 命题 5.2 推出 , 如 果 个 体 的 每 个 泊 松 数 分 别 以 概率 p 和 1 一 p 独立 地 分 类 为 
两 个 可 能 的 组 , 那么 在 每 一 组 的 个 体 数 是 独立 的 泊 松 随机 变量 . 因为 这 个 结果 容易 
推广 到 分 类 到 r 个 可 能 的 组 的 任意 一 个 的 情形 , 我 们 有 下 面 的 应 用 , 即 一 个 组 织 中 
雇员 流动 的 模型 . 
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例 5.16 ”考察 一 个 系统 , 无 论 何 时 其 中 的 个 体 都 被 分 类 为 处 于 7 个 可 能 的 状态 之 
一 , 并 假定 个 体 按 转移 概率 为 Pj(i,j = 1,…,7) 的 一 个 马尔 可 夫 链 改变 其 状态 . 即 
若 个 体 处 于 状态 i 并 独立 于 它 以 前 的 状态 , 则 下 一 个 时 间 段 以 概率 Pi 处 于 状态 让 
个 体 在 系统 中 的 变动 是 彼此 独立 的 . 假设 开始 时 处 于 状态 1, 2,……,r 的 个 体 数 分 别 
是 均值 为 入 ,Xz,…, 和 的 独立 的 泊 松 随机 变量 . 我 们 想 要 确定 在 某 个 时 间 n 处 于 
状态 1,2,…,7 的 个 体 数 的 联合 分 布 

解 ”对 于 固定 的 2 以 NG)G = 1,…,7) 记 开 始 处 于 状态 i 且 在 时 间 ”处 于 状态 
j 的 个 体 数 . 开始 处 于 状态 i 的 每 个 个 体 ( 泊 松 分 布 的 ) 彼此 独立 地 以 概率 PE 在 时 
间 n 处 于 状态 9 其 中 B 是 具有 转移 概率 P 的 马尔 可 大 链 的 n 步 转移 概率 因 
此 , Nj(i)(j = 1,…,7) 是 速率 为 入 PB(j = 1,…,7) 的 独立 泊 松 随机 变量 . 因为 独立 
泊 松 随机 变量 的 和 本 身 也 是 泊 松 随机 变量 , 这 就 椎 出 在 时 间 ”处 于 状态 7 的 个 体 娄 
( 即 5 NG) 将 是 以 > ，XiPY 为 速率 的 独立 泊 松 随机 变量 , 7 = 1 ,7， 国 
例 5.17 (奖券 收集 问题 有.m 种 不 同类 型 的 奖券 . 独立 于 过 去 得 到 的 奖券, 某 人 
每 次 以 概率 pj ( 》 ，, Dj = 1) 收集 一 张 类 型 7 的 奖券 . 以 N 记 他 为 了 每 种 类 型 至 
少 有 一 张 的 全 套 收 基 所 需要 收集 的 奖券 的 张 数 . 求 EN 

解 ” 如 果 我 们 以 N; 记得 到 类 型 ; 的 奖券 必须 收集 的 奖券 张 数 , 那么 我 们 可 以 将 N 
表示 为 


N= max N; 
l<j<m 


然而 , 即使 每 个 N; 是 以 p; 为 参数 的 几何 随机 变量 , NN 的 上 述 表示 并 非 那 么 有 用 ， 
因为 随机 变量 Ni 不 是 独立 的 . 

然而 , 我 们 可 以 将 问题 转化 为 确定 独立 随机 变量 的 最 大 值 的 期 望 值 问题 ， 为 
此 , 假设 奖券 收集 的 时 间 是 按 速率 为 = 1 的 泊 松 过 程 选 取 的 . 称 这 个 泊 松 过 程 
的 一 个 事件 为 类 型 j(1 < 7 < m) 的 , 如 果 此 时 得 到 类 型 ; 的 奖券 . 现在 我 们 以 
Nj(t) 记 在 直到 时 间 t 为 止 收集 到 的 类 型 7 的 奖券 的 张 数 , 那么 由 命题 5.2 推出 
{N5 殷 汪 > 0}0 = 1,…,m) 是 以 Mp; = pj 为 参数 的 独立 的 泊 松 过 程 . 以 X; 记 第 7 
个 过 程 的 首 个 事件 的 时 间 , 并 且 令 


X= max Xj; 
l1<j7<m 


记 收集 到 全 套 收藏 的 时 间 因为 X; 是 分 别 以 p; 为 速率 的 独立 指数 随机 变量 , 这 就 
推出 


P{X <t} =P{maxX; < 


=P{Xj < 对 于 j=1,…,m}= I[0 -ee™) 
j=1 
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所 以 


eq [esse {ema / (5.15) 


”余下 的 是 将 直到 他 有 全 套 奖券 的 时 间 的 期 望 EIX], 与 收集 到 的 奖券 的 期 望 数 E[N] 
联系 起 来 , 这 可 以 由 奖券 计数 的 泊 松 过 程 的 第 ; 个 间隔 时 间 T; 得 到 . 于 是 容易 看 到 


由 于 T 是 速率 为 1 的 独立 指数 随机 变量 , 而 N 是 独立 于 TT 的 , 我 们 看 到 
EIXIN = NEID] = N 


所 以 
E[X] = E[N] 


从 而 E[N] 由 方程 (5.15) 给 出 . 图 
我 们 现在 计算 在 全 套 收 集中 只 出 现 一 张 的 类 型 的 期 望 数 . 令 五 等 于 1, 如 采 在 
最 后 的 全 套 中 只 有 一 张 奖券 i, 而 在 其 他 情形 令 它 为 0. 于 是 我 们 需要 


E > | = YE = Sp{L, = 1} 


现在 , 如 果 每 一 种 类 型 的 奖券 在 类 型 i 奖券 第 二 次 出 现 前 已 经 出 现 , 那么 在 最 后 的 
全 套 中 将 只 有 一 张 奖券 i. 于 是 , 以 5; 记得 到 第 二 张 类 型 i 奖券 的 时 间 , 我 们 有 


P{J; = 1} = P{X; < Si, 对 于 一 切 j 关 让 . 
利用 5; 具有 参数 为 (2,pi) 的 伽 玛 分 布 , 推出 


A 上 P{X < S;, 对 于 一 切 j 六 让 Si = zjpie-Pizpizdz 
0 
= / P{X; < 7x, 对 于 一 切 j 关 i}pire ?i*dz 


0 
OO 
一 ] [Ga 一 epiz)D27Ze 一 PiZd7 
0 了 zi 


所 以 , 我 们 有 结果 
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> 吕 - [ va — e Pi?)pire ?: “dz 


=1 2 一 1 J#¥1 
一 DZ 2 © Ee 
-lo -er Yr i 


下 一 个 我 们 要 确定 的 有 关 泊 松 过 程 的 概率 计算 是 , 一 个 泊 松 过 程 中 nn 个 事件 的 
发 生 先 于 另 一 个 与 之 独立 的 泊 松 过 程 中 m 个 事件 的 发 生 的 概率 . 形式 地 令 {Ni1(t),t > 
0} 和 {XN2(t),t > 0} 是 分 别 具 有 速率 Xi 和 Xz 的 独立 泊 松 过 程 . 再 以 5;, 记 第 一 个 
过 程 的 第 ”个 事件 发 生 的 时 间 , 而 以 52, 记 第 二 个 过 程 的 第 m 个 事件 发 生 的 时 间 . 
我 们 求 
P{Sn, < Sm,} 


对 于 一 般 的 n 和 m, 在 试图 计算 它 之 前 , 让 我 们 考虑 n = m = 1 的 特殊 情形 . 
由 于 Ni(t) 过 程 的 首 个 事件 发 性 的 时 间 51 与 N2(t) 过 程 的 首 个 事件 发 生 的 时 间 53 
是 均值 分 别 为 1/ 和 1 和 1/X2 的 指数 随机 变量 (由 命题 5.1), 从 5.2.3 市 推出 


入 1 
和 1l 十 和 2 





P{51 < S52} = (5.16) 
我 们 现在 考虑 Ni(t) 过 程 中 两 个 事件 的 发 生 先 于 N2(t) 过 程 中 单个 事件 的 发 生 的 
概率 . 即 P(S3 < 5S?). 我 们 计算 它 的 推理 如 下 : 为 了 Ni(t) 过 程 有 两 个 事件 先 于 在 
N2(t) 过 程 中 单个 事件 发 生 , 首先 必须 发 生 的 初始 事件 是 Ni(t) 过 程 的 事件 (由 方程 
(5.16), 这 以 概率 Xi/(Ai + Xa) 发生). 现在 给 定 初 始 事件 出 自 Ni(t) 过 程 , 对 于 53 
小 于 5S? 的 下 一 个 必须 发 生 的 第 二 个 事件 也 是 Ni(t) 过 程 的 一 个 事件 . 然而 , 在 第 
一 个 事件 发 生 后 , 两 个 过 程 都 重新 开始 (由 泊 松 过 程 的 无 记忆 性 质 ), 因此 这 个 条 件 
概率 也 是 和 1/(A1 十 和 2). 于 是 需要 求 的 概率 给 出 为 


P{5; < $7} = 各 | 





事实 上 这 个 推理 显示 了 , 独立 于 以 前 发 生 的 所 有 情况 , 每 个 事件 以 概率 Ai/( 和 Ai+》?) 
是 Ni(t) 过 程 的 事件 , 而 以 概率 和 2/(A1 十 和 2) 是 Na(b 过 程 的 事件 . 换 句 话说 , Ni1(t) 
过 程 到 达 n 先 于 N2(t) 过 程 到 达 mm 的 概率 , 正 是 在 抛掷 一 枚 以 概率 2 = 和 1/( 和 1 十 和 2) 
出 现 正 面 的 硬币 时 出 现 n 次 正面 先 于 m 次 反面 的 概率 . 但 是 , 注意 这 个 事件 发 生 当 
且 仅 当前 n 十 m 一 1 次 抛 据 中 有 次 或 更 多 的 正面 , 我 们 看 到 所 需要 的 概率 为 


n+m—1 k Bs 
+m—1 和 1 和 2 
ed i n 2 
{Sn < Om} > ( Kk ) (wi ) (ss) 


k=n 





5.3.5 到 达 时 间 的 条 人 千 分 布 

假设 被 告知 直到 时 间 + 上 为 止 泊 松 过 程 的 事件 恰好 发 生 一 个 ， 而 我 们 要 确定 这 个 
事件 发 生 的 时 间 的 分 布 . 现在 , 由 于 泊 松 过 程 有 平稳 和 独立 增 量 ， 在 [0, 攻 中 每 个 相 
等 长 度 的 区 间 应 该 有 相同 的 概率 包含 这 个 事件 . 换 句 话说 ， 事件 发 生 的 时 间 应 该 均 
与 地 分 布 在 [0, 上 . 这 是 容易 检查 的 , 因为 对 于 st 


站 


PIN 三 本 
Po s) 中 个 事件 ,bs 本 中 0 个 事 伯 
P{N(t) = 1} 
Po 由 中 工 个 事 什 P(s, 中 0 个 事 作 
P{NG) = 1} 
Ase™ Mse-N\t-s) 5s 
0 


这 个 结果 可 以 推广 ， 但 是 在 此 之 前 我 们 需要 引进 次 序 统计 量 的 概念 ， 

今 六 ,…, 了 是 7 个 随机 变量 我们 说 8D (nm) 是 对 应 于 于,…, Yn 的 
次 序 统计 量 , 如 果 Yix) 是 在 ，……, Yn 中 第 个 最 小 的 值 ， 例 如 , 若 即 = 3 而 
Y=4,Y=5,=1, 则 Y=1,Y2)= 4,Y)=°. 如 果 (i = 1,…,n) 是 具有 概 
率 密度 f 的 独立 同 分 布 的 连续 随机 变量 ， 那么 次 序 统计 量 Yl),…, Yin) 的 联合 密度 
给 出 为 ， 

1 Yn) = < < < 
jy 


上 式 的 得 到 是 由 于 
Yn)) 将 等 于 (Yi1, yn) 
(ii) 当 ee ,in 是 a ,1 的 一 个 排列 时 ， (2 ，， ,Yn) 等 于 (yi, ,Yi ) 的 
概率 密度 是 fy,) = [fw) 
7 一 1 7 一 1 
如 果 六 (i = 1,…,n) 都 在 (0, 上 均匀 分 布 ， 那么 从 上 面 我 们 得 到 次 序 统计 量 


nl! 
f(yi,y2 Yn) = mm 0O<yu<y < <ym<t 


现在 我 们 为 以 下 的 有 用 定理 做 好 了 准备 . 
独立 随机 变量 所 对 应 的 次 序 统计 量 有 相同 的 分 布 . 
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证 归 ”为 了 得 烈 给 定 Ntt)=n 时 51,… ,Sn 购 笨 位 密 县 ,注意 对 秆 0<5S1i<…< 
Sn < 事件 {51 = s1,…, Sn = sn, N(t) = n} 等 价 于 前 m+1 个 到 达 闻 隔 时 间 满足 
刀 = s1, Ty = 82 — 81).…,T; = Sn 一 Sn-_1,Tw41 > t 一 sn 这 个 事件 . 因此 ， 利用 人 是 丧 
5.1, 我 们 有 : 给 定 N(t) = n 时 51,…, Sn 的 条 件 联合 密度 如 下 ， 

i 
f(s1,.…, sn|n) = 人 

Xe 一 sl Ae—N(s2—s1) . .. Xe 一 MX(sn 一 sn-1)e 一 Mt 一 sn) 

ext(M)n /nl 





nl! 
= 三， 
这 就 证 明了 结论 . 加 
注 上面 的 结论 通常 可 以 表述 为 , 在 (0,t) 中 已 经 发 生 n 个 事件 的 条 件 下 , 事件 发 
生 的 时 间 5S1,… ,Sn( 考 虑 为 无 次 序 的 随机 变量 时 ) 是 在 (0, 上 独立 均匀 地 分 布 的 . 
定理 5.2 的 应 用 ( 泊 松 过 程 的 抽样 ) 在 命题 5.2 中 , 我 们 证 明了 如 果 泊 松 过 程 的 每 
一 个 事件 被 独立 地 以 概率 p 分 类 为 I 型 事件 , 以 概率 1 一 p 分 类 为 I 型 事件 , 那么 
I 型 事件 和 II 型 事件 的 计数 过 程 是 分 别 以 Mp 和 和 (1 一 p) 为 速率 的 相互 独立 的 泊 
松 过 程 . 然而 , 现在 假设 有 种 可 能 类 型 的 事件 , 而 一 个 事件 被 分 类 为 类 型 i 事件 
(i = 1,.…,k) 的 概率 依赖 于 事件 发 生 的 时 间 . 特别 地 , 假设 若 一 个 事件 在 时 间 y 发 
生 , 则 独立 于 以 前 发 生 的 任何 事件 , 它 将 以 概率 PR(y)(i = 1,…,) 被 分 类 为 类 型 ; 
事件 , 其 中 > ，_， Ri(y) = 1. 利用 定理 5.2, 我 们 可 以 证 明 以 下 的 有 用 命题 
命题 5.3 ”如 果 Ni(t)(i = 1,…,k) 表示 到 时 间 t 为止 类 型 i 事件 发 生 的 个 数 , 那么 
Ni(t)(i = 1,…,k) 都 是 具有 均值 


0<si1<:…<sn <t 





FINi(] = 入 | Pi(s)ds 


的 独立 泊 松 随机 变量 . 

在 证 明 这 个 命题 前 , 让 我 们 首先 阐述 它 的 用 处 . 
例 5.18 (无 穷 条 服务 线 的 排队 问题 ) 假设 顾客 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 到 达 服 务 站 
到 达 后 的 顾客 立刻 在 无 穷 条 可 能 的 服务 线 中 的 一 条 接受 服务 , 服务 时 间 假 定 是 独立 
的 , 具有 共同 的 分 布 G. 到 时 间 上 为 止 完 成 服务 的 顾客 数 XX(t) 的 分 布 是 什么 ? 在 时 
间 t 接受 服务 的 顾客 数 Y(t) 的 分 布 是 什么 ? 

为 了 回答 上 面 的 问题 , 让 我 们 将 进入 的 顾客 称 为 I 型 顾客 , 如 果 直 到 时 间 + 为 
止 他 完成 了 服务 , 而 称 为 I 型 顾客 , 如 果 直 到 时 间 t 为 止 他 没有 完成 服务 . 现在 , 如 
果 一 个 在 时 间 s(s < t) 进入 的 顾客 , 如 果 他 的 服务 时 间 少 于 t 一 s, 那么 他 将 是 工 型 
顾客 . 由 于 服务 时 间 的 分 布 是 G, 其 概率 是 G(t - s). 类 似 地 , 一 个 在 时 间 s(s < 
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进入 的 顾客 是 [I 型 顾客 的 概率 是 G(t 一 s) = 1 一 G(t 一 s). 因此 , 由 命题 5.3, 直到 时 
间 上 为 止 完 成 服务 的 顾客 数 关 (t) 的 分 布 是 均值 为 


EX 人 一 》 [ re en G(y)dy (5.17) 
的 泪 松 分 布 . 类 似 地 , 在 时 间 t 接受 服务 的 顾客 人 数 Y(t) 的 分 布 是 均值 为 


EY) = A Fr Gt- sjds = A Gy jdy (6.18 





的 泊 松 分 布 . 此 外 X(t) 和 了 Y(t) 是 独立 的 . 

假设 现在 我 们 想 要 计算 Y(t) 和 Y(t 十 s) 的 联合 分 布 , 即时 时 间 二 和 t+ s 时 系 
统 中 的 人 数 的 联合 分 布 . 为 了 计算 它 , 称 一 个 到 达 为 

类 型 1: 如 果 顾 客 在 t 前 到 达 , 而 且 在 + 和 t+s 之 间 完 成 服务 ; 

类 型 2: 如 果 顾 客 在 t 前 到 达 , 而 且 在 上 +s 后 完成 服务 ; 

类 型 3: 如 果 顾 客 在 上 和 + 上 +s 之 间 到 达 , 而 且 在 t+ 十 s 后 完成 服务 ; 

类 型 4: 其 他 情形 . 

因此 一 个 在 时 间 y 的 到 达 是 类 型 i 的 概率 已 (y) 给 出 为 


ng- Cl 二 5 一 2) 一 GE 一 2 ee 
| Gl(t+s—y 行 y<t 
nw -| 0 其 他 
nw -| G(t+s—yYy) ee 


Pa(y)=1- PP(y)— PB(y)— Ps(y) 


因此 , 如 果 以 Ni = Ni(t 十 s)(i = 1,2,3) 记 发 生 的 类 型 i 的 事件 数 , 那么 由 命题 5.3， 
Ni(i = 1,2,3) 是 分 别 以 


t+s 
BINI=A/ Pay, i=12,3 
0 
为 均值 的 独立 泊 松 随机 变量 . 因为 


Y(t)=N+N,, Y(t+s)= N+ Ns 
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现在 就 很 容易 计算 Y(t) 和 Y(t 十 s) 的 联合 分 布 . 例如 ， 
Cov[Y(t), Y(t + s)] = Cov(Ni + Nz, N2 + Ns) 

= Cov(Ni, N2) 由 和 NVi,N2, Ns 的 独立 性 

| | El | Gd 
其 中 最 后 的 等 式 是 由 泊 松 随机 变量 的 方差 等 于 它 的 均值 , 并 由 替换 w=t 一 y 得 到 
的 . 此 外 , Y(t) 和 Y(t 十 s) 的 联合 分 布 如 下 : 

P{Y(t) = i,Y(t 十 5) 一 7} = P{Ni 十 Na 一 2, 人 No 十 Ns = 27} 


min(i,j) 


= P{Ns=l,N=i-l,Ns=ji-)) 


》”、P{Na =1P{N =i 一 IJP{Ns= 了 一 人 图 
l=0 

例 5.19 (相遇 次 数 的 最 小 化 ) 假设 汽车 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 进入 单行 线 . 汽车 
在 a 点 进入 并 在 b 点 离开 (参见 图 5.2). 每 辆 车 以 分 布 为 G 的 一 个 随机 确定 的 常数 
速度 行驶 , 车 与 车 是 独立 的 . 当 较 快 的 车 遇 到 较 慢 的 车 时 , 它 不 失 时 间 地 超车 而 去 . 
如 果 你 的 车 在 时 间 s 进入 此 路 段 , 而 你 能 选取 你 的 速度 , 怎样 的 速度 使 你 遇 到 其 他 
车 的 期 望 次 数 最 少 ? 其 中 我 们 说 发 生 一 次 相遇 , 即 当 你 的 车 超过 另 一 辆 车 或 者 锐 男 
一 辆 车 超过 . 





a b 
图 5.2 车 在 a 点 进入 , 而 在 点 离开 

解 ”我 们 将 证 明 对 于 大 的 s, 使 期 望 相遇 次 数 最 少 的 速度 是 速度 分 布 G 的 中 位 数 . 
为 了 弄 清 楚 这 一 点 , 假设 选取 了 速度 z. 以 4 = b 一 a 记 此 段 路 的 长 度 . 对 选 定 的 
速度 x, 由 此 推出 你 的 车 在 时 间 s 进入 此 段 路 , 而 在 时 间 s + 如 离开 此 段 路 , 其 中 
to = d/z 是 行驶 时 间 . 

现在 , 其 他 车 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 进 入 此 段 路 . 每 辆 车 按 分 布 G 选取 一 个 速 
度 X, 推出 其 行驶 时 间 为 了 = d/X. 以 下 记 行 驶 时 间 了 的 分 布 , 即 


F(t)=P{T<t}=P{d/X <t}=P{X >d/t}= G(d/t) 


我 们 说 一 个 事件 在 时 间 t 发生 , 如果 一 辆 在 时 间 t 驶 进 该 路 段 . 再 者 , 说 这 个 事件 是 
一 个 类 型 1 的 事件 , 如 果 它 导致 与 你 的 车 相遇 . 现在 你 的 车 在 时 间 s 进入 此 段 路 , 并 
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Fj s + to BF lt, PE ITI FM MRER s BHA, MEE s+ 0 
党 营 列 (在 这 种 情形 你 的 车 将 超过 它 ), 或 者 它 在 s 后 进入 , 而 在 s 十 to 前 离开 (在 这 
黎 博 形 它 将 超过 你 的 车 ). 结果 , 一 辆 在 时 间 上 进入 此 段 路 的 车 与 你 的 车 相遇 , 如 果 
它 的 行驶 时 间 工 使 
t+ 人 > s++to， 若 t<s 
t+TT<s++to， 和 若 s<t<s+to 


从 上 文 我 们 看 到 , 一 个 在 时 间 t 并 独立 于 其 他 事件 的 事件 是 类 型 1 事件 的 概率 
p(t 为 | 


P{t+T>s+to}=F(s+to—t)， 若 t<s 
p(t) = P{t+T<s+to}=F(s+to—t)， 若 s<t<s+to 
0, 知 t> s+to 


由 于 事件 ( 即 车 进入 此 有 段 路 ) 按 一 个 泊 松 过 程 发 生 , 应 用 命题 5.3 推出 类 型 1 事件 最 


Co 3 S 十 to 
和 pbd= 和 人/ 人 -a+ / Po 
s+tto _ to 
-=f ~ Flay+X | Fa 
为 均值 的 泊 松 随机 变量 . 为 了 选取 to 的 值 使 上 面 的 量 最 小 , 我 们 求 微分 . 它 给 出 
df /ee 
2/ pWat| = 入 {f(s+to)— F(to) + F(to)} 


将 它 置 为 0, 并 利用 当 s 大 时 F(s +to) 0, 我 们 看 到 最 佳 行驶 时 间 使 

F(to) 一 F(to)=0 或 F(to) 一 [1 一 F(to)] = 0 或 F(to) = 5 
即 最 佳 行驶 时 间 是 行驶 时 间 分 布 的 中 位 数 . 由 于 速度 X 等 于 距离 d 除 以 行驶 时 间 
7, 由 此 推出 最 佳 速度 zo = d/to 使 


F(d/zo) =3 
由 于 
F(d/7x0) = G(zo) 


我 们 看 到 C(zo) = 1/2, 从 而 最 佳 速度 是 速度 分 布 的 中 位 数 . 
综合 起 来 , 我 们 证 明了 对 于 任意 速度 x, 与 其 他 车 相遇 的 次 数 是 油 松 随机 变量 ， 
而 当 将 分 布 G 的 中 位 数 取 为 速度 x 时 , 这 个 泊 松 的 均值 最 小 . 图 
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例 5.20 (追踪 HIV 感染 的 人 数 ) 从 一 个 人 感染 艾滋 病 的 HIV 病毒 的 时 间 , 到 艾 
滋 病 症状 的 出 现 , 有 一 个 相对 长 的 潜伏 期 . 其 结果 是 , 对 于 公共 健康 官员 来 说 , 在 任 
意 给 定 的 时 间 确 定 总 体 中 受到 感染 的 人 数 很 困难 . 我 们 现在 介绍 描述 这 个 现象 的 一 
个 初级 的 近似 模型 , 它 可 以 用 来 得 到 感染 人 数 的 一 个 粗略 估计 . 

让 我 们 假设 个 体 按 未 知 速 率 入 的 泊 松 过 程 感染 HIV 病毒 . 假设 从 个 体感 染 直 
到 出 现 疾 病 的 症状 的 时 间 是 已 知 分 布 G 的 随机 变量 . 再 假设 不 同 的 感染 个 体 的 洪 
伏 期 是 独立 的 . \ 

以 Ni(t) 记 直 到 时 间 t 为 止 显现 疾病 症状 的 人 数 . 同样 , 以 No(t) 记 直 到 时 赣 
为 止 HIV 为 阴 糙 , 但 是 还 没有 显现 任何 疾病 症状 的 人 数 . 现在 , 由 于 在 时间 s 受到 
病毒 感染 的 个 体 以 概率 G(t - s) 在 时 间 t 出 现 症状 , 而 以 概率 G(t 一 s) 在 时 间 t 不 
出 现 症 状 , 由 此 从 命题 5.3 推出 , Ni(t) 与 N2(t) 是 独立 的 泊 松 随机 变量 , 分 别 有 均 
值 

EIN(t)] =M | er | Gd 


E[N2(t)| = 和 人 G(t— s)ds = 和 G(y)dy 


现在 , 如 果 我 们 知道 , 那么 我 们 可 以 通过 均值 ELN2(t)] 估计 受到 感染 但 是 在 时 间 
t 没有 任何 外 部 症状 的 人 数 N2(t). 可 是 , 由 于 入 未 知 , 我 们 必须 首先 估计 它 . 我 们 
现在 知道 Ni(t) 的 值 , 从 而 我 们 可 以 用 此 已 知 值 作为 其 均值 E[Ni( 如 | 的 佑 计 . 即 如 
果 直 到 时 间 + 上 为 止 呈 现 症 状 的 人 数 是 ”1, 那么 我 们 可 以 估计 


和 


所 以 , 我 们 可 以 用 由 
=m/ /| G(y)dy 
给 出 的 量 入 来 估计 入. 利用 入 的 这 个 估计 , 我 们 可 以 用 
m [ Say G(y)dy 


[ G(y)dy 


估计 受到 感染 但 是 在 时 间 t 没有 症状 的 人 数 . 例如 , 假设 G 是 均值 为 p 的 指数 分 
布 . 那么 G(y) = e-Y/*, 并且 求 一 次 简单 的 积分 给 出 


Nn1 ee- 一 zt/ 
Na() 的 估计 一 了 一 7 


Na() 的 估计 = 入 人 rere 
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如 果 我 们 假设 上 = 16 年 , 4 = 10 年 , 而 ni = 22 万 , 那么 受到 感染 但 是 在 16 年 还 没 
有 症状 的 人 数 的 估计 信 是 
1. 2200x (1— e-1.6) 

位 计 = T6100x (ei6) 
即 如 果 我 们 假设 上 面 的 模型 近似 地 正确 (而 我 们 必须 清醒 地 认识 到 不 随时 间 改 变 的 
常数 感染 率 的 假定 是 这 个 模型 的 弱点 ), 那么 大 潜伏 期 是 均值 为 10 年 的 指数 随机 变 
量 , 并 且 奉 在 传染 的 前 16 年 呈现 艾滋 病症 状 的 人 数 为 22 万 , 则 我 们 可 以 近似 地 信 
计 有 21.9 万 人 是 HIV 阳性 , 虽然 在 16 年 没有 症状 . 是 
命题 5.3 的 证 明 让 我 们 计算 联合 概率 P(Ni(t) = Ne ds k). 为 此 首先 注意 ， 
于 NN(t) 导出 

P{Ni(t) = Nl1,.*…,， Nrx(t) a ny} 


k k 
=? {mo = nNi(t) = nN(t) = Dn xP (x0 Dn | 
1 一 1 i=1 


现在 考虑 发 生 在 区 间 [0,4] 中 的 一 个 任意 的 事件 . 如 果 它 已 经 在 时 间 s 发 生 , 那么 它 
是 类 型 i 事件 的 概率 将 是 Pi(s). 因此 , 由 于 由 定理 5.2, 这 个 事件 将 发 生 在 某 个 时 
间 , 该 时 间 在 (0,t) 均匀 分 布 , 由 此 推出 这 个 事件 是 类 型 i 事件 的 概率 为 


] At 
Ee i/ P(s)ds 
t Jo 


二 21.896 万 . 


并 独立 于 其 他 事件 . 因此 ， 
k 
P [we = 1 IN) ~ 2"| 


正好 等 于 ni(i = 1,…,k) 个 类 型 ;的 结果 的 多 项 分 布 , 其 中 》 ，， mi 个 独立 试验 中 


k 
k Ni ! 
Pp {me = ni1,..., Nx(t) 一 nk| wd) 一 Dn 二 Dp pr 
随 之 
D3 mi)! Praer OO 


P{Ni(t) = n1,.…*, Nk(t) = nxk} = 





nil:..nx! . 


De 


k 
= [I G0 (MMP) /nai! 
i 二 1 
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证 明 就 完成 了 . 国 
现在 我 们 再 举 一 些 体现 定理 5.2 用 处 的 例子 . 
例 5.21 保险 理赔 按 一 个 速率 为 和 的 注 松 过 程 分 布 的 时 间 处 理 ， 相继 的 理赔 金额 
是 独立 的 随机 变量 , 具有 均值 为 y 的 分 布 G, 而 且 独 立 于 到 达 时 间 . 以 5; 和 Ci 分 
别 记 第 i 次 理赔 的 时 间 和 人 金额. 到 时 间 t 处 理 的 所 有 理赔 要 求 的 全 部 折扣 价值 , 记 
为 D(), 定义 为 
n(t) 


DA be VY eC 
i=1 


其 中 a 是 折扣 率 , 而 N(t) 是 直到 时 间 t 为止 的 理赔 次 数 . 为 了 确定 D(t) 的 期 望 值 ， 
我 们 取 条 件 于 N(t) 以 得 到 


BID) = PEIDUDINGD =nle™ 


n 二 0 


现在 取 条 件 于 Nb) = mw 理赔 到 达 时 间 31,…, 5 与 个 独立 均匀 (0, 人) 随机 变 


EID(OIN(t) = -| Cie- "|- > BlCie 9] = Dnloun [e-“Zo)] 


其 中 最 后 的 等 式 用 了 理赔 金额 与 它们 的 到 达 时 间 的 独立 性 . 因为 EICi] = 4 继续 上 
面 的 推理 给 出 z 


BIDOING = =) Ele-*00] = BE boa 二 省 > | 


最 后 的 等 式 是 因为 U1), U'(n,) 是 Ui, “ Us 按 递增 次 序 的 值 , 所 以 汪汪 e 一 coL = 
5 _，e-“W. 继续 这 组 等 式 导出 


EIDG)IN(t) = 1] = Dd nt | e “dz = n 二 (1 二 


所 以 
EIDOOING] = N(D (1 -0 ™) 


取 期 望 导出 结 采 
EID(t)] = (0 = ) 
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例 5.22 (一 个 优化 例子 ) 假设 部 件 按 速 率 为 和 的 油 松 过 程 到 达 一 个 处 理 车 间 . 在 
固定 的 时 间 T, 所 有 的 部 件 都 被 分 发 出 系统 . 问题 在 于 在 (0, 了) 中 选取 一 个 系统 中 
所 有 部 件 都 被 分 发 的 中 间 时 间 t, 使 所 有 部 件 的 等 待 时 间 的 总 期 望 最 小 . 
如 果 我 们 在 时 间 上 分 发 , 0 <t < 了, 那么 所 有 部 件 等 待 时 间 的 总 期 望 是 
M2 AACT-t) 
了 
为 了 理解 为 什么 这 是 对 的 , 我 们 作 如 下 论证 : 在 (0,t) 上 到 达 的 部 件数 的 期 望 是 Xt， 
并 且 每 一 个 到 达 是 在 (0,t) 上 均匀 地 分 布 的 , 因此 有 期 望 等 待 时 间 t/2.， 于 是 , 在 
(0,t) 上 到 丰 的 部 伯 的 等 等 时间 的 总 期 望 是 和 /2. 类 似 有 的 扒 理 对 于 在 做 7) 上 到 这 
的 部 件 也 成 立 , 而 随 之 有 上 面 的 结果 . 为 了 使 这 个 量 达 到 最 小 , 我 们 对 t 求 微 商 得 到 
d 2 _ 42 
于 党 + = Mt—A(T-t) 
而 令 它 等 于 0 显示 等 待 时 间 的 总 期 望 最 小 的 分 配 时 间 是 t= T/2. 图 
”我 们 用 一 个 非常 类 似 于 定理 5.2 的 结果 结束 这 一 节 , 它 说 明 给 定 第 nn 个 事件 的 
时 间 3 前 n 一 1 个 时 间 与 均匀 地 分 布 在 (0, 5%) 上 的 一 组 n 一 1 个 随机 变量 的 次 


序 值 有 相同 的 分 布 . 
。 量 有 相同 的 分 布 . 


”证 明 ”我 们 可 以 用 论证 定理 5.2 的 方法 证 明 上 述 结果 , 或 者 我 们 可 以 论证 如 下 : 


S1,°**, Sn-_1l|Sn =t~ S51,.…, Sn-1i|Sn =t,N(t) =n—1 
Ne 


其 中 记号 ~ 表示 “与 …… 有 一 样 的 分 布 ”, 而 t" 无 穷 小 地 小 于 t. 现在 结果 得 目 
定理 5.2. 图 
5.3.6 ”软件 可 靠 性 的 估计 


开发 出 新 的 计算 机 软件 包 后 , 常常 要 执行 一 个 测试 程序 以 消除 该 软件 包 中 的 缺 
陷 与 故障 . 一 个 常见 的 测试 方法 是 , 用 一 系列 熟知 的 问题 来 试验 这 个 软件 包 看 它 是 
和 否 产生 错误 的 结果 . 在 这 样 的 测试 进行 了 某 个 固定 的 时 间 后 , 将 所 有 产生 的 销 误 记 
下 . 然后 停止 测试 , 并 且 仔细 地 检查 这 个 软件 包 以 确定 引起 这 些 错误 的 具体 故障 . 然 
后 改动 这 个 软件 包 , 排除 这 些 故 障 . 因为 我 们 不 能 肯定 在 软件 包 中 所 有 的 故障 已 经 
被 排除 , 最 重要 的 问题 是 估计 这 个 修改 了 的 软件 包 的 错误 率 . 

为 了 给 上 述 问 题 建立 模型 , 让 我 们 假设 开始 这 个 软件 包 包 含 m 个 故障 , m 是 未 
知 数 , 记 为 故障 1, 故障 2, …, 故障 m. 再 假设 故障 i 按 一 个 未 知 速率 Xi 的 泊 松 过 


252 第 5 章 指数 分 布 与 泊 松 过 程 


程 引起 错误 发 生 , i = 1,…,m. 于 是 , 例如 , 在 任意 s 个 时 间 单 位 的 运行 时 间 中 由 故 
障 i 发 生 的 错误 个 数 是 均值 为 和 is 的 泊 松 分 布 . 再 假设 由 故障 i(i = 1,…,m) 引起 
的 泊 松 过 程 是 独立 的 . 此 外 , 假设 这 个 软件 包 将 运行 t 个 时 间 单 位 , 并 且 将 所 有 产生 
的 错误 记 下 . 在 这 个 时 间 的 终点 , 对 此 软件 包 作 仔细 的 检查 , 以 确定 引起 错误 的 特定 
故障 ( 即 进行 调试 ). 排除 这 些 故 障 , 而 后 的 问题 是 确定 这 个 修改 了 的 软件 包 的 销 误 
如 果 我 们 令 
w(t) = | 者 到 上 为 止 故障 ; 还 没有 引起 错误 
0， 其 他 情形 

我 们 希望 估计 的 量 是 最 后 的 软件 包 的 错误 率 : 


Alt) = 2_ Nilt) 

首先 注意 

EIA(t)] = > 和 NEWi(t)] = >, Ne (5.19) 
现在 发 现 的 每 一 个 故障 将 引发 一 定 个 数 的 错误 . 让 我 们 以 Mj(t) 记 引 发 j 个 错误 
的 故障 的 个 数 , 7 > 1. 即 Mi(t) 是 恰好 引发 一 个 错误 的 故障 的 个 数 , M2(t) 是 引发 
两 个 错误 的 故障 的 个 数 , 如 此 等 等 , 而 》，jMi(t) 等 于 产生 的 错误 总 数 . 为 了 计算 
E[M1(t)], 让 我 们 定义 示 性 变量 ( 引 (i > 1) 为 
i | 1， 故 障 i 恰好 引发 一 个 错误 


0， 其 他 情形 
那么 
Mi1(t) = 2_ i(t) 
从 而 
E[Mi(t)] = >》 E[E(t)] = > Nte (5.20) 
于 是 , 由 (5.19) 和 (5.20) 我 们 得 到 结果 
BA - 2 | - 0 (5.21) 


于 是 建议 用 M1(t)/t 作为 A(t) i 为 了 确定 Mi(t)/t 是 否 构 成 了 A(t) 的 
一 个 好 的 估计 , 我 们 将 看 这 两 个 量 相 差 多 少 . 即 我 们 计算 


E (Ag 一 。 一 Var (Ag 一 人 ) 由 (5.21) 








= Var(A(t)) 一 FCov(At) Mi1(t))+ Var(M (t)) 
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现在 
Var(A(t)) = > MVar(wi(t)) = > M2e-Nt(1 一 e—Xit), 
Var(Mi(t)) = 》 Var(Li(t)) = > Nte (1 — Nite ), 


Cov(A(t), Mi(t)) = Cov 多 Aiwi(t), 2 万 0 
= 2 > Cov (Myi(t), L(t)) 





一 DMCov(w (#), L; (#)) 一 一 Xie MMite 


其 中 最 后 的 等 式 的 得 到 是 由 于 当 i 关 7 时 , 因为 旋风 和 万 他 涉及 不 同 的 泪 松 过 程 ， 
故而 是 独立 的 , 并 且 ( 引 (t) = 0. 因此 我 们 得 到 


E (a0 - 2 ) | -e+ . De E[Mi(t) 2M2(t) 


其 中 最 后 的 等 式 得 自 (5.20) 和 恒等式 (我 们 将 它 留 作 一 个 习题 ) 


E[M2(t)] = 5 DOre™ (5.22) 


于 是 我 们 可 以 用 观察 值 Ma (b+ 2Ma(b) 除 以 如 来 估计 A(t) 和 Mi()/t 间 的 平 
均 平方 差 : 
例 5.23 ”假设 在 100 个 单位 运行 时 间 中 , 发 现 了 20 个 故障 , 其 中 2 个 恰好 引发 一 
个 错误 3 个 恰好 引发 两 个 错误 . 那么 , 我 们 估计 A(100) 有 些 相同 于 均值 为 1/50, 方 
差 为 8/10 000 的 一 个 随机 变量 的 值 国 


5.4 ” 泊 松 过 程 的 推广 
5.4.1“” 非 时 齐 泊 松 过 程 : 
在 这 一 节 中 , 我 们 考虑 泊 松 过 程 的 两 种 推广 ， 其 中 第 一 种 是 非 时 齐 的 , 也 称 为 
非 平稳 的 泊 松 过 程 , 它 由 容许 在 时 间 t 的 到 达 率 是 t 的 一 个 函数 得 到 
定义 5.4 ”计数 过 程 {N(t),t > 0} 称 为 强度 为 和 (t)(t > 0) 的 非 时 齐 的 泊 松 过 程 , 如 


条 
G) N(0) =0， (加 {N(),t 之 0} 有 独立 增 量 
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(ii) P{n(t+ hh) — N(t) > 2} = o(h). 

(iv) P{NG + Hh) — N(t) = 1} = A 和 Nh + o(h). 

普通 的 泊 松 过 程 的 时 间 的 抽样 生成 一 个 非 时 齐 的 泊 松 过 程 . 即 令 {N(t),t > 0} 
是 一 个 速率 为 入 的 泊 松 过 程 , 并 且 假设 在 时 间 tt 发 生 的 一 个 事件 独立 于 t 前 发 生 
的 事件 , 以 概率 p(t) 计数 .以 Ne 由 记 直 到 时 间 + 为 止 被 计数 的 事件 个 数 , 计数 
过 程 {N.(t),t > 0} 是 一 个 强度 为 和 At) = Xp 他 ) 的 非 时 齐 的 泊 松 过 程 . 这 可 以 由 
(Net),t 之 0 洽 足 东 时 齐 的 兆 检 过程 的 公理 验证 . 

(1) Ne(0) = 0. 


G) 在 (ss + 中 被 计数 的 事件 的 个 数 只 依赖 这 个 泊 松 过 程 在 (ss + 日 中 改 


生 的 事件 个 数 , 它 独立 于 s 前 发 生 的 事件 . 因此 , 在 (s,s 十 为 中 被 计数 的 事件 的 个 
数 独立 于 s 前 被 计数 的 事件 , 从 而 建立 了 独立 增 量 性 质 ， 
(3) 与 N(t,t 十 h) 的 定义 相似 , 令 Ne 人 tt 十 四 = Ne 二 站 一 et 


P{N.(t,t+h) > 2} < P{N(t,t+h) >2}= 0o(h) 
(4) 为 了 计算 P{ENe(t,t 二 及) = 1}, 取 条 件 于 N(tt+ 门 


P{No(t,t+h)=1}=P{N(t,t+h) =1N(t,t+h) =1}P{N(t,t+h) = 1} 
FP{NeGt +h) =1IN(t,t+h) > 2}P{N(t, t+ h) > 2} 
= P{Ne(t,t+h) = 1|N(t,t+h) = 1}Ah + o(h) 
= p(t)Ah + o(h) 


不 仅 泊 松 过 程 的 时 间 的 抽样 产生 非 时 齐 的 泊 松 过 程 , 而 且 反 过 来 也 是 对 的 , 即 
每 一 个 具有 有 界 的 强度 函数 的 非 时 齐 的 泊 松 过 程 可 以 想象 为 一 个 泊 松 过 程 的 时 间 
的 抽样 . 为 了 证 明 它 , 我 们 先 证 明 两 个 独立 的 非 时 齐 的 泊 松 过 程 的 登 加 仍然 是 一 个 
非 时 齐 的 泊 松 过 程 . 
命题 5.4” 令 {N(t),t > 0} 和 {MM(2),t > 0} 是 独立 的 非 时 齐 的 泊 松 过 程 , 分 别 具 
有 强度 函数 A(t) 和 u(t), 并 且 令 N*(t) = N(t) + M(t). 那么 , 以 下 都 是 正确 的 . 

(a) {N*(t),t > 0} 是 非 时 齐 的 泊 松 过 程 , 具有 强度 函数 和 (t) 十 Ab: 

(b) 给 定 {N*(t)} 过 程 在 时 间 发生 一 个 事件 , 于 是 独立 于 t 前 发 生 的 事件 , 这 
个 在 时 间 + 发生 的 事件 以 概率 和 A(t)/[ 和 () + Ab 来 目 {N()} 过 程 
证 明 ”验证 {N*(t),t > 0} 是 一 个 强度 函数 为 Xt) + p(t) 的 非 时 齐 的 泊 松 过 程 , 我 
们 论证 它 满足 非 时 齐 的 泊 松 过 程 公 理 . 

(1) N*(0) = N(0) + M(0)=0 
/ (2) 为 了 验证 独立 增 量 性 , 令 卫 ,…, I 是 不 重 释 的 区 间 . 以 N(7) 和 M(7) 分 别 

记 在 区 间 了 中 出 自 {N(t)} 过 程 和 {M(t)} 过 程 的 事件 个 数 . 因为 每 一 个 计数 过 程 有 
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独立 增 量 , 而 且 两 个 过 程 相互 独立 , 由 此 推出 N(),…,N(In) 与 MD) MO ) 
都 是 独立 的 ， 从 而 NUn) + MGn) ,NG + M(In) 也 是 独立 的 , 这 就 证 明了 
{N*(t),t>0} 具有 独立 增 量 . 
(3) 为 了 在 上 和 + 十 疡 之 间 恰 有 V* 过 程 的 一 个 事件 , 或 者 必须 有 1 个 入 过 程 的 
事件 且 有 0 个 M 过 程 的 事件 , 或 者 相反 . 这 些 互相 排斥 的 可 能 性 的 第 一 种 以 概率 
P{N(t,t4+h)=1,M(t,t+h) =0}=P{N(G,t+h) =1}P{M(t,t+h) =0} 
= (A(2h + oP)(1 — (2)h + 0o(8)) 一 人 万 十 ol) 


| 发生. 类 似 地 , 第 二 种 可 能 性 以 概率 


P{N(t,t+h) =0,M(t,t+h) = 1}= (th + o(h) 





发 生 , 由 此 导出 
P{N*(t +h) — N*(t) =1} = (M(t) + M(t))h + olh) 


(4) 为 了 在 t 和 +h 之 间 至 少 有 NN* 过 程 的 2 个 事件 , 以 下 3 种 可 能 性 之 一 必须 
发 生 : 至 少 有 2 个 N 过 程 的 事件 在 t+ 和 t+h 之 间 发 生 ; 至 少 有 2 个 M 过 程 的 事件 
在 t 和 t+h 之 间 发 生 ; 或 者 两 个 过 程 都 恰 有 1 个 事件 在 t 和 t+h 之 间 发 生 . 这 些 可 
能 性 的 前 两 个 以 概率 o(h) 发 生 , 而 第 三 种 以 概率 (A(t)h 十 o(h))(p(t)h+o(h)) = o(h) 
发 生 . 于 是 

: P{N*(£ +h) — N*(t) > 2} < o(h) 
于 是 证 明了 (a). 

为 了 证 明 (b), 首先 注意 由 独立 增 量 性 推出 其 中 任意 一 个 过 程 在 时 间 t 引发 的 
事件 独立 于 t 前 发 生 的 事件 . 为 了 求 得 在 时 间 t 发 生 的 事件 来 自 过 程 的 条 件 概 
率 , 我 们 利用 
P{N(Et+h) =1IN*(bt+h) =1}= 

Xp+o + 
CO + OR + oN tt) + 
在 上 式 令 hh 一 0 就 证 明了 (b). 国 

现在 假设 {N(t),t > 0} 是 一 个 强度 函数 为 A(t) 的 非 时 齐 的 泊 松 过 程 , 并 且 假 设 
入 对 一 切 t>0 使 A(t) < 入. 令 {M(t),t > 0} 是 一 个 强度 函数 为 14(t) = 和 一 和 A()(t 之 0) 
的 非 时 齐 的 泊 松 过 程 , 且 独 立 于 {N(t),t > 0}, 由 此 从 命题 5.4 推出 {N(t),t > 0} 可 
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以 看 成 泊 松 过 程 {N(t) + M(t),t > 0} 的 时 间 抽 样 事件 的 过 程 , 其 中 泊 松 过 程 在 时 
间 t 发生 的 事件 以 概率 p(t) = 和 (t)/ 和 被 计数 . 

非 时 齐 的 泊 松 过 程 作 为 时 间 被 抽样 的 泊 松 过 程 的 解释 是 , 非 时 齐 的 泊 松 过 程 直 
到 时 间 t 为 止 发 生 的 事件 个 数 N(t), 等 于 泊 松 过 程 直到 时 间 + 为止 被 计数 的 事件 个 
数 . 因此 , 从 命题 5.3 推出 N(t) 是 一 个 泊 松 随机 变量 , 具有 均值 


RNNNAN 一 入 ) yy = ) 和 NAN 





再 者 , 芳 虑 起 始 于 时 间 s 的 非 时 齐 的 泊 松 过 程 , 由 上 面 推 出 在 前 t+ 个 单位 时 间 
发 生 的 事件 个 数 N(t + s) - N(t) 是 一 个 泊 松 随机 变量 , 具有 均值 六 X(s + y)dy = 
[YAWdy 

由 


m= | sway 


定义 的 函数 m(t) 称 为 非 时 齐 的 泊 松 过 程 的 均值 函数 . 
注 N(s+ 汶 -NGs) 有 以 /1A(y)dy 为 均值 的 泊 松 分 布 , 这 是 独立 伯 努 利 随 机 变 
量 (参见 例 2.47) 的 和 的 泊 松 极限 的 一 个 推论 . 为 了 理解, 将 区 间 [s, s 十 中 划分 为 长 
度 为 1/n 的 nn 个 子 区 间 , 其 中 子 区 间 i 从 s+(i 一 Dt/n 到 s+ 让/n,i=1…n. 令 
Ni = N(s 十 斌 /n) - N(s 十 (i 一 1)t/n) 为 发 生 在 子 区 间 ; 中 的 事件 数 , 并 且 注意 


P{ 存 在 某 个 子 区 间 中 的 事件 数 > 2?} = 了 (Uw > 2) 


< DPIN; >2} =no 各 由 公理 (过 ) 
因为 
ot/n) 


im no(t/n) = ,lim 一 0 


由 此 推出 , 当 n 趋 于 oo 时 , 在 个子 区 间 的 任意 一 个 中 有 两 个 或 以 上 事件 的 概率 
基于 0. 随 之 , 以 概率 趋 于 1 地 , N(b) 等 于 其 中 有 一 个 事件 发 生 的 子 区 间 的 个 数 . 因 
为 一 个 事件 在 子 区 间 i 中 的 概率 是 (s+ 证) 二 上 o (三), 由 此 推出 ,因为 在 不 同 
子 区 间 的 事件 个 数 是 独立 的 , 当 n 大 时 含有 一 个 事件 的 子 区 间 的 个 数 近似 地 是 一 个 
以 

> 入 (: 十 柯 - + no(t/n) 


i 二 1 
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为 均值 的 泊 松 随机 变量 . 但 是 
nN st 
im 2 入 (: 4 洁 - 十 molt/m) = | A(y)dy 


从 而 得 到 结果 . 图 
非 时 齐 的 泊 松 过 程 的 重要 性 在 于 我 们 不 再 需要 平稳 增 量 这 个 条 件 . 于 是 , 现在 
我 们 认为 事件 可 以 在 某 些 时 间 相 比 于 在 其 他 时 间 更 可 能 发 生 . 
例 5.24 西伯 经 营 了 一 家 上 午 8 点 开门 的 热狗 售 贷 亭 . 从 上 午 8 点 到 上 午 11 操 
顾客 看 起 来 有 一 个 稳定 增长 的 平均 到 达 率 , 在 8 点 以 每 小 时 5 个 顾客 的 速率 开始 ， 
而 在 11 点 达到 每 小 时 20 个 顾客 的 最 大 值 . 从 上 午 11 点 到 下 午 1 点 (平均 ) 到 达 率 
看 起 来 保持 常数 即 每 小 时 20 个 顾客 . 然而 , (平均 ) 到 达 率 从 下 午 1 点 直到 下 午 5 点 
关门 稳定 地 下 降 , 这 时 的 值 是 每 小 时 12 个 顾客 . 如 果 我 们 假定 到 达 西 伯 的 售 货 亭 的 
顾客 数 在 不 相交 的 时 间 段 是 独立 的 , 那么 上 述 问题 的 一 个 好 的 概率 模型 是 什么 ? 在 
星期 一 上 午 8:30 到 上 午 9:30 将 没有 顾客 的 概率 是 多 少 ? 在 这 个 时 间 段 中 的 平均 到 
达 人 数 是 多 少 ? 
解 上 面 的 一 个 好 的 模型 是 假定 到 达 构 成 一 个 非 时 齐 的 泊 松 过 程 , 其 强度 函数 A(t) 


由 
5 十 5t, 0O<t<3 
A(t) = 。 20, 3<t<5 
20—2(t—5), 5<t<9 

和 


A(t) = A(t 一 9) 对 于 t+>9 


给 出 . 注意 N(t) 表示 在 商 训 开 门 后 的 前 t 个 小 时 中 到 达 的 人 数 . 即 我 们 不 计 下 午 5 
点 到 上 午 8 点 的 时 间 . 如 果 由 于 某 种 原因 不 管 商 亭 是否 开 门 , 我 们 需要 N(t) 表示 
前 t 个 小 时 中 到 达 的 人 数 , 那么 假定 这 个 过 程 开始 于 午夜 零 时 , 我 们 令 


0， 0<t<8 
5+5(t—8), 8<t<1l 
A(t) 4 20, 11 <t 芝 13 
20—2(t—13), 13<t<17 
0， 17<t<24 


A(t) = 和 A(t 一 24) 对 于 上 > 24 


9583 案 5 每 渔 数 当 轴 与 汽 欠 这 和 茹 


轴 为 在 工 午 8:30 到 工 午 930 之 局 到 过 的 人 数 在 千 一 种 表示 中 是 均 信 为 ma/2- 
m(1/2)( 在 第 二 种 表示 中 是 均值 为 m(19/2) - m(17/2)) 的 泊 松 随机 变量 , 我 们 有 这 通 


个 数 是 0 的 概率 是 ee 
Xp 4 一 十 Se 
e of js (5 Wt e 


3/2 
/ (5 + 5t)dt = 10 图 
1/2 






而 平均 到 达 人 数 是 





如 果 假 设 事 件 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 发 生 , 并 且 假 设 独 立 于 过 程 以 前 发 生 的 

事件 , 一 个 事件 在 时 间 s 以 概率 已 (s) 是 类 型 1 事件 , 而 以 概率 PB(s) = 1 一 Pi(s) 
是 类 型 2 事件 .如果 以 {Ni(t),t > 0} 记 直 到 时 间 t 为 止 类 型 i 事件 发 生 的 个 数 ， 
那么 容易 由 定义 5.4 推出 , {Ni1(t),t > 0} 和 {N2(t),t > 0} 是 分 别 具 有 强度 函数 
和 i(t) = 和 AP = 1,2) 的 相互 独立 的 非 时 齐 泊 松 过 程 (证 明 仿 照 命题 5.2). 这 个 结 
果 给 了 我 们 另 一 个 途经 来 了 解 (或 者 证 明 ) 命题 5.3 的 时 间 抽 样 的 泊 松 过 程 的 结果 ， 
它 说 明 Ni(t) 和 N2(t) 是 具有 均值 EINi(t)] = 入 | P(s)ds(i = 1,2) 的 独立 泊 松 随 
机 变量 . 
例 5.25 (有 无 穷 条 服务 线 的 泊 松 队列 的 输出 过 程 ) M/G/oo 排队 系统 ( 即 无 穷 条 
服务 线 , 是 具有 泊 松 到 达 及 一 般 的 服务 (时 间 ) 分 布 G 的 排队 系统 ) 的 输出 过 程 是 
具有 强度 函数 和 A(t) = AG(t) 的 非 时 齐 泊 松 过 程 . 验证 这 个 断言 , 让 我 们 首先 论证 离 
开 过 程 具 有 独立 增 量 . 直到 结束 , 我 们 考察 不 相交 区 间 0 ……，,Ok. 现在 称 一 个 到 
达 是 类 型 i 的 (i = 1,…,k), 如 果 到 达 在 区 间 O; 中 离开 . 由 命题 5.3 推出 , 在 这 些 
区 间 中 离开 的 个 数 是 彼此 独立 的 , 这 就 建立 了 独立 增 量 性 . 现在 , 假设 一 个 到 达 被 计 
数 , 如 果 它 在 上 与 上 十 疡 之 间 离 开 . 因为 在 时 间 s(s < 上 十 思 的 一 个 到 达 被 计数 的 概 
率 是 G(t 一 s 十 h) 一 G(t 一 s), 由 此 从 命题 5.3 推出 , 在 (t,t 十 hh) 中 离开 的 个 数 是 泪 
松 随 机 变量 , 具有 均值 


t+h t+h 
和 上 [人 上 (A 
0 0 , 
t+h 
二 [ G’(y)dy + o(h) = AG(t)h + olh) 
0 
所 以 ， 
P{ 在 (t,t 十 h) 中 有 1 个 离开 } = AG(t)he-*S(0h 二 oj = AG(t)h + o(h) 


而 且 
P( 在 (t,t 十 及 中 离开 个 数 之 2) = o(h) 
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这 就 完成 了 验证 . 国 
如 果 我 们 以 5% 记 这 个 非 时 齐 的 泊 松 过 程 的 第 ”个 事件 的 时 间 , 那么 我 们 可 以 
得 到 它 的 密度 如 下 : 
P(t < 5S, <t+h) =P{N(G) =n—1, 在 (t,t+h) 中 有 一 个 事件 } +o(h) 
二 P{N(t) =n 一 1}P{ 在 (t,t 十 h) 中 有 一 个 事件 } + o(h) 
= e™m(t) mn + o(h)] + o(h) 


= = MOe "0 mh + o(h) 
它 蕴含 了 
fs,(t) = Me-mGg 人 
其 中 


而 人 | a 


5.4.2 合 泊 松 过 程 
一 个 随机 过 程 {X(t),t > 0} 称 为 复合 泊 松 过 程 , 如 果 它 可 以 表示 为 


N(t) 
X(t)= >_,Y, t20 (5.23) 


其 中 {N(t),t > 0} 是 一 个 泊 松 过 程 , 而 {Yi,i > 1} 是 独立 于 {NN(t),t > 0} 的 一 组 独 
立 同 分 布 的 随机 变量 . 正如 在 第 3 章 中 注意 到 的 , 随机 变量 X(t) 称 为 复合 泊 松 随 
机 变量 . 复合 泊 松 过 程 的 例子 

上) 者 半 三 1, 则 X(t) = NN(t), 从 而 我 们 有 通常 的 泊 松 过 程 

(i) 假设 公共 汽车 按 泊 松 过 程 到 达 一 个 体育 赛事 场地 , 并 且 假 定 在 每 个 公共 汽 
车 中 的 体育 爱好 者 人 数 是 独立 同 分 布 的 . 那么 {X(t),t > 0} 是 复合 泊 松 过 程 , 其 中 
X(t) 记 直 到 时 间 t 为 止 到 达 的 体育 爱好 者 的 人 数 . 在 方程 (5.23) 中 , ¥ 表示 在 第 i 
辆 公共 汽车 中 体育 爱好 者 的 人 数 . 

(ii) 假设 顾客 按 泊 松 过 程 离 开 某 个 超市 . 如 果 第 i 个 顾客 花费 的 金额 (i = 
1,2,…) 是 独立 同 分 布 的 ， 那么 当 X(t) 表示 在 时 间 t 之 前 花费 的 总 金额 时 ， 
{X(t),t>0} 是 复合 泊 松 过 程 . 是 

因为 X(t) 是 一 个 以 Xt 为 汝 松 参 数 的 复合 泊 松 随机 变量 , 由 例 3.10 和 例 3.17， 
我 们 有 

E[X(t)] = ME[] (5.24) 
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Var(X(t)) = XtE[] (5.25) 


例 5.26 ”假设 家 庭 以 每 星期 = 2 的 泊 松 速率 移民 到 一 个 地 区 . 如 果 每 个 家 庭 的 
人 数 是 独立 的 , 而且 分 别 以 概率 <, 3, 3, 5 取 值 1,2,3,4 那么 在 固定 的 5 个 星期 中 


移民 到 这 个 地 区 的 人 数 的 期 望 值 与 方差 是 多 少 ? 
解 ” 以 记 第 i 个 家 庭 的 人 数 , 我 们 有 


1 1 1 1 5 
DA Ee Wt 0 2 
[| 0 7 
1 1 1 1 43 
2 2 a 2 二 2 全 2 x 
ElY |]=1 2 Xt. ri 和 


因此 , 以 X(5) 记 在 5 个 星期 中 移民 到 这 个 地 区 的 人 数 , 从 方程 (5.24) 和 (5.25), 我 
们 得 到 
EIX(5)] 一 2x5x=25 
和 
43 215 


Var[X 5=2x5x 太 二 -了 | 


例 5.27 ( 单 服务 员 的 泊 松 到 达 队 列 的 忙 期 ) 考察 一 个 单 服务 员 的 服务 站 , 顾客 按 速 
率 为 入 的 泊 松 过 程 到 达 . 如 果 在 顾客 到 达 时 服务 员 空 着 就 立刻 接受 服务 ; 不 然 顾客 
就 排队 等 待 ( 即 他 加 入 队列 ). 相继 的 服务 时 间 是 独立 同 分 布 的 . 

这 样 的 系统 将 交替 地 处 在 (系统 中 没有 顾客 时 服务 员 闲 着 的 ) 闲 期 与 (系统 中 
有 顾客 , 服务 员 忙 着 的 ) 忙 期 . 当 一 个 到 达 者 发 现 系 统 空 着 , 忙 期 就 开始 , 因为 油 松 
到 达 的 无 记忆 性 推出 每 个 忙 期 的 长 度 有 相同 的 分 布 . 以 B 记 忙 期 的 长 度 . 我 们 来 计 

算 它 的 均值 和 方差 . 
开始 让 我 们 以 5 记 忙 期 的 首 个 顾客 的 服务 时 间 , 并 以 N(5) 记 在 这 个 时 间 中 到 
达 的 人 数 . 现在 , 车 N(S) = 0, 则 在 首 个 顾客 完成 服务 时 忙 期 将 结束 , 从 而 这 时 B 等 
于 5. 现在 假设 在 首 个 顾客 的 服务 时 间 中 有 一 个 顾客 到 达 . 那么 , 在 时 刻 3 将 有 一 
个 顾客 在 系统 中 , 她 正 将 进入 服务 . 因为 从 时 间 5 后 的 到 达 流 仍旧 是 速率 为 和 的 泪 
松 过 程 , 由 此 推出 从 5 直到 系统 变 空 的 附加 时 间 将 与 忙 期 同 分 布 . 即 奋 N(S) = 1， 
则 
B=5S5+Bi 


其 中 Bi 独立 于 5, 而 且 与 B 同 分 布 . 

现在 考虑 N(5) = n 的 一 般 情 形 ， 因而 当 服务 员 结束 他 的 首次 服务 时 有 了 个 
顾客 在 等 待 . 为 了 确定 忙 期 的 剩余 时 间 的 分 布 , 要 注意 到 其 中 哪个 顾客 接受 服务 的 
次 序 并 不 影响 剩余 时 间 . 因此 我 们 假设 在 初始 服务 期 间 的 ”个 到 达 者 C1,…, Cn 
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按 如 下 方式 接受 服务 : C1 首先 接受 服务 , 但 是 Cs 并 不 接受 服务 一 直到 系统 中 只 有 
顾客 C2,… ,Cn 为 止 . 例如 , 在 Ca 接受 服务 期 间 到 达 的 任何 顾客 都 在 C2 前 接受 服 
务 . 类 似 地 , Cs 并 不 接受 服务 一 直到 系统 中 摆脱 了 除 C3,…, Cn 以 外 的 所 有 顾客 为 
止 , 等 等 . 在 C 和 Cit1 开始 服务 之 间 的 时 间 (i = 1,…,n 一 1) 和 从 Cn 开始 服务 直 
到 没有 顾客 进入 系统 的 时 间 , 都 是 分 布 如 忙 期 的 独立 的 随机 变量 . 

从 上 面 推 出 , 如 果 我 们 令 B1, Bo,… 都 是 与 忙 期 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 那么 
我 们 可 以 将 B 表示 为 


N(S) 
B=S+ >》 B 
2 二 1 
因此 
.fnes) 
E[B|IS|= 9 十 也 Bp ms 
2 一 1 
”而 且 


N(S) 
Var(B|S)= Var | 》 BilS 


i 二 1 


可 是 , 对 于 给 定 的 5, 》  ” Bi 是 复合 泊 松 随机 变量 , 于 是 从 方程 (5.24) 和 (5.25) 
我 们 得 到 


E[BIS] = S$+AMSE[B]= (1+AME[B])S Var(BIS) = ASE[BY) 


i 二 1 


因此 
E[B| = EIE[B|S]] = (1 + AE[B])EIS] 


当 APE[S] < 1 时 玲 合 


此 外 , 由 条 件 方差 公式 


Var(B) = Var(E[B|S]) + E[Var(B|S)] 
= (1 + AE[B]*)Var(S) + AE[S]E[B?) 
= (1+ AE[B]*)Var(S) + AE[LS](Var(B) + E?2[B]) 
导出 


Var(S)(1 + AE[B])? + AE[SIE?IB] 


va) = 1 — ABIS 
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利用 E[B] = ELS]/(1 一 和 AE[3]), 我 们 得 到 


Var(S) + A 和 ESIS] 
(1 — MELS]) 


当 3 的 可 能 值 的 集合 是 有 限 或 可 数 的 时 候 , 存在 复合 泊 松 过 程 的 一 个 非常 精 
美的 表达 式 . 所 以 , 让 我 们 假设 存在 aj(j > 1) 使 


P{Yi =@}=p;, 2_p;=1 
J 
现在 , 当 事 件 按 泊 松 过 程 发 生 且 每 个 事件 产生 一 个 随机 的 数量 Y 被 加 到 累积 和 时 ， 
就 出 现 了 一 个 复合 泊 松 过 程 . 让 我 们 说 事件 是 一 个 类 型 j 事件, 如 果 它 产生 在 加 项 
中 的 数量 是 wj,7 > 1. 即 泊 松 过 程 的 第 i 个 事件 是 一 个 类 型 7 事件 , 如 采 于 = a 
如 果 我 们 以 Nj(t) 记 在 时 间 t 之 前 类 型 ; 事件 的 个 数 , 那么 由 命题 5.2 推出 , 随机 变 
量 Nj;(t)(j > 1) 是 独立 的 泊 松 随机 变量 , 分 别 有 均 值 


E[N;(t)] = 和 pjt 


Var(B) = | 


由 于 对 于 每 个 记 在 时 间 t+ 之 前 oj 被 加 到 累积 和 上 共 Nj(t) 次 , 由 此 推出 在 时 间 t 
之 前 的 累积 和 可 以 表示 为 
X(t) = 2 QlN. (5.26) 


作为 方程 (5.26) 的 一 个 检验 , 让 我 们 用 它 计算 (1 的 均 信和 方 关 由 此 产生 
EIX(b] =P 了 oj 9 = > ojEIV(G = > oj5Xpi 一 - ME 
此 外 ， 


Var[X(t)| = Var 5» oj 9 


J 


ee 2 oF Var[N;(a)] 由 Njy(t)(7 > 1) 的 独立 性 


= 》 oa? Mpit = ME 
- | 
其 中 倒数 第 二 个 等 式 是 因为 泊 松 随机 变量 Nj(t) 的 方差 等 于 它 的 均值 . 
于 是 , 我 们 看 到 对 于 X(t) 的 均值 和 方差 , 表达 式 (5.26) 导出 如 前 推导 的 相同 的 
表达 式 . 
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表达 式 (5.26) 的 用 处 之 一 是 , 它 使 我 们 得 到 结论 : 当 上 增 至 很 大 时 , X(t) 的 分 
布 趋 于 正 态 分 布 . 为 了 和 弄 清 其 原因 , 首先 注意 由 中 心 极 限定 理 推出 , 当 泊 松 随 机 变 
量 的 均值 增加 时 , 它 的 分 布 趋 于 正 态 分 布 . (为 什么 是 这 样 ?) 所 以 , 当 t 增加 时 , 随 
机 变量 Nj;(t) 趋 于 正 态 随机 变量 . 因为 它们 是 独立 的 , 又 因为 独立 正 态 随 机 变量 的 
和 也 是 正 态 的 , 由 此 推出 当 t 增加 时 X(t) 的 分 布 也 近似 于 正 态 分 布 . 

例 5.28 在 例 5.26 中 , 求 下 50 个 星期 中 有 240 人 移民 到 该 地 区 的 近似 概率 . 
解 ” 由 于 入 = 2,E[Y] = 5/2,E[Y?] = 43/6, 我 们 看 到 


E[X(50)] = 250, Var[X(50)] = 4300/6 


现在 , 所 要 求 的 概率 是 


P{X(50) > 240} = P{X(50) > 239.5} 
-? {< X(50) — 250 、239.5 一 守 | 


V4300/6 V4300/6 


=1—®(—0.3922) = 更 (0.3922) = 0.6525 


其 中 用 了 表 2.3 以 确定 标准 正 态 小 于 0.9322 的 概率 &(0.9322). 

另 一 个 有 用 的 结果 是 , 如 果 {X(t),t > 0} 和 {Y(t),t > 0} 是 分 别 有 泊 松 参数 
和 1 和 和 2 与 分 布 玉 和 E 的 相互 独立 的 复合 泊 松 过 程 , 那么 {X(t) 十 Y(t),t > 0} 也 
是 复合 泊 松 过 程 . 这 是 因为 这 个 复合 过 程 的 事件 将 按 速率 为 Xi + 和 2 的 泊 松 过 程 发 
” 生 , 而 每 个 事件 独立 地 以 概率 和 1/(A1 十 2) 来自 第 一 个 复合 泊 松 过 程 . 因此 , 这 个 复 
合 过 程 是 一 个 泊 松 参数 为 Xi + 2 且 分 布 函数 下 由 


je A Me ER 


和 1 十 和 2 入 1 下 2 
给 定 的 复合 泊 松 过 程 . 
5.4.3 ”条 件 (混合 ) 泊 松 过 程 
令 {N(t),t >z 0} 是 一 个 计数 过 程 , 其 概率 定义 如 下 . 存在 一 个 正 随 机 变量 二 , 在 
L= 入 条 件 下 , 这 个 计数 过 程 是 速率 为 和 的 泊 松 过 程 . 这 样 的 计数 过 程 称 为 条 件 ( 混 
会 ) 泊 松 过 程 . 
假设 工 是 具有 密度 函数 9 的 连续 随机 变量 . 因为 


PN +s)—N(s)=n}= 上 人 


要 [ 0 g(A)dA (5.27) 
0 
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我 们 看 到 条 件 泊 松 过 程 有 平稳 增 量 . 然而 , 因为 知道 在 一 个 区 间 中 有 多 少 事件 发 生 
给 出 了 有 关 工 的 可 能 值 的 信息 , 它 影响 任意 其 他 区 间 中 的 事件 个 数 的 分 布 , 由 此 推 
出 条 件 泊 松 过 程 一 般 不 具有 独立 增 量 . 因此 , 一 个 条 件 泊 松 过 程 一 般 不 是 一 个 汝 松 
过 程 . 

例 5.29 若 g 是 参数 为 m 和 9 的 伽 玛 密度 


g(A)=0 oO 入 >0 


则 
P{N( t) = n} = 人 e 一 人 i, go- Oi 


3 t"0 r e—(t+0)A 和 n+m— dA 


、 、 m+m—1)y 


tO" (nm= 11) J 4 0)e-(t+0)X (人 (十 OA)"+m 一 有 


TI (nt+m—1)! 


因为 (1 十 0)e-(+9((t 十 0) 和 "tm-1/(n 十 m 一 1)! 是 参数 为 (n 十 m,t 十 9) 的 佑 玛 随 
机 变量 的 密度 函数 , 它 的 积分 是 1, 给 出 结 采 


P=- (23) (5) 


所 以 , 在 一 个 长 度 上 的 区 间 中 的 事件 个 数 , 与 当 每 次 试验 是 成 功 的 概率 为 6/(t 十 
时 , 在 总 共 获 得 m 次 成 功 之 前 失败 发 生 的 次 数 有 相同 的 分 布 . 

要 计算 N(t) 的 均值 和 方差 , 取 条 件 在 工 上 . 因为 取 条 件 在 L 上 , 入 WW i 
为 Lt 的 泊 松 过 程 , 我 们 得 到 





EIN(OIL] = Lt, Var(N(WIL) = 


其 中 最 后 一 个 等 式 利用 了 泊 松 随机 变量 的 方差 等 于 它 的 均值 . 因此 , 条 件 方差 公式 
导出 


Var(N(t)) = E[Lt] + Var(Lt) = tE[L] + t>Var(L) 


5.4 泊 松 过 程 的 推广 265 


我 们 可 以 计算 在 给 定 N(t) = n 时 工 的 条 件 分 布 


P{L < zIN(t) =n} = | 
有 P{L < 7,N(t)=n|L= A}o(NdA 
P{N(t) = n} 
P{N() = NIL = Ag(N)dA 
P{N(t) = 1} 
| et(At)”g(AN)dA 


| e—*t(At)"g(AN)dA 
0 





其 中 最 后 的 等 式 用 了 方程 (5.27). 换 句 话说 , 给 定 N(t) = n, 工 的 条 件 密度 函数 是 

etAng(M) : 

站 e— tA"g(A)dA 
0 


例 5.30 ”一 个 保险 公司 认为 每 个 参 保 人 存在 一 个 事故 率 , 而 当时 间 以 年 计量 时 , 具 
有 事故 率 和 的 参 保 人 将 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 分 布 的 次 数 索赔 . 公司 也 认为 事故 
率 是 随 参 保 人 变化 的 , 一 个 新 的 参 保 人 的 事故 率 的 概率 分 布 是 (0, 1) 上 的 均匀 分 布 . 
问 在 给 定 的 一 个 参 保 人 在 他 的 前 t 年 作 了 n 次 索赔 下 , 直到 这 个 参 保 人 下 一 次 索赔 
的 时 间 的 条 件 分 布 是 什么 ? 

解 ” 如 果 工 是 到 下 次 索赔 的 时 间 , 那么 我 们 要 计算 P{T > z|N(t) = n}. 取 条 件 在 
给 定 参 保 人 的 事故 率 上 , 用 方程 (5.28)， 


frint) (Mn) = 和 A>0 (5.28) 


P{T > ZN = 7n}= 有 P{T > zx|L = A,N(t) =n}frncG) (Mn)dA\ 


1 
上 e—^re-^t \ndA 
0 


1 
上 e 一 人 XzdA 
| 0 
在 一 个 长 度 t 的 区 间 中 , 存在 一 个 发 生 多 于 n 次 事故 的 概率 的 精美 的 公式 . 为 
了 推导 它 , 我 们 利用 恒等式 


>》 eo =- Xe ea do (5.29) 
Fmt , 0 . 
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这 是 因为 它 使 速率 为 和 的 泊 松 过 程 在 时 间 t 之 前 的 事件 个 数 大 于 n 的 概率 与 这 个 
过 程 的 第 n 十 1 次 事件 发 生 的 时 间 ( 它 有 T(n 十 1, 入 ) 分 布 ) 小 于 上 上 的 概率 相等 . 在 方 

程 (5.29) 中 交换 入 和 t 导出 等 价 的 恒等式 

ME zt | 
Mt = | te ds 


3 (5.30) 


7 二 n+1 


利用 方程 (5.27), 我 们 现在 有 
P{N(t) > n} = > ee g(A)dA 


7 二 nn 二 1 


SON Uo 


= . Cjie-e ee dz 


0 


qz (用 交换 ) 


二 题 


1. 修理 一 个 机 器 所 需要 的 时 间 了 是 均值 为 1/2( 小 时 ) 的 指数 随机 变量 . 
(a) 问 修理 时 间 超 过 1/2 小 时 的 概率 是 多 少 ? 
(b) 已 知 修理 持续 时 间 超 过 12 小 时 , 问 修 理 时 间 至 少 需 要 123 小 时 的 概率 是 多 少 ? 
2. 假设 你 到 达 一 个 单 服务 线 的 银行 , 你 发 现 有 5 个 人 在 银行 中 ， 一 个 人 在 接受 服务 其 余 
4 个 人 排队 等 待 , 你 加 入 到 队 尾 . 如 果 服 务 时 间 都 是 速率 为 4 的 指数 时 间 , 问 你 在 银行 
的 平均 停留 时 间 是 多 少 ? 
3. 令 X 是 指数 随机 变量 . 不 做 任何 计算 说 出 以 下 哪 一 个 是 正确 的 . 解释 你 的 答案 . 
(a) 也 [IX2|X >1]=E(X+1)]; (b) ELEX2IX > 1 = EIX*]+1; 
(c) E[X?|X > 1] = (1+E[IX])”. z 
4. 考察 一 个 有 2 个 雇员 的 邮局 , A, B, C 三 人 同时 进入 , A, B 直接 走 回 雇员 ，C 需要 等 待 
直至 A 或 B 离开 . 问 在 其 余 2 个 人 离开 后 , A 仍旧 在 邮局 中 的 概率 是 多 少 , 当 
(a) 每 个 雇员 的 服务 时 间 恰 是 ( 非 随机 )10 分 钟 ? 
(b) 服务 时 间 以 概率 1/3 为 i,i = 1,2,3? 
(c) 服务 时 间 是 均值 为 1/y 的 指数 随机 变量 ? 
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5. 收音 机 的 寿命 按 均 值 为 10 年 指数 地 分 布 . 如 果 琼 斯 购买 了 一 个 已 使 用 10 年 的 收音 机 
问 再 过 10 年 它 还 可 使 用 的 概率 是 多 少 ? 
6. 在 例 5.3 中 , 如 果 服 务 器 i 以 指数 速率 Xi 服务 , i = 1,2, 证 明 


P{ 人 外 第 航 不 十 谍 后 一 个 } = 元 2 sy 多 (5 2 








“7. 若 Xi 和 Xo 是 独立 的 非 负 连 续 随机 变量 , 证 明 





P{Xi1 < X2|min(Xi1, X2) = t} = nm 


其 中 ri(t) 是 X 的 失效 率 函 数 
8. 令 Xi(i = 1,…,n) 是 独立 的 连续 随机 变量 , 以 ri(t) 记 Xi 的 失效 率 函数 . 令 了 独立 于 
这 个 序列 , 并 且 假设 > P{ 了 = 让 = 1 证 明 Xr 的 失效 率 函数 r(b) 由 


r(t) = > ri(t)P{T = ilX > 二 


9. 机 器 1 正在 工作 , 机 器 2 将 从 现在 开始 t 时 间 后 进入 工作 . 如 果 机 器 i 的 寿命 是 速率 
为 (i = 1,2) 的 指数 时 间 , 问 机 器 1 先 失效 的 概率 是 多 少 ? 
*10. 令 和 和 了 是 分 别 有 速 率 和 的 独立 指数 随机 变量 . 令 M = min(X,Y). 求 
(a) EIMX|IM = X], (b) E[IMXIM =Y], (c) Cov(X,M). 
11. 令 X, 坊 ,…,Y 是 独立 的 指数 随机 变量 , X 有 速率 和 , 而 区 有 速率 p. 令 4; 是 此 
n 十 1 个 随机 变量 中 的 第 j 个 最 小 值 是 Y 中 之 一 这 个 事件 . 用 恒等式 
p= P(Ai:……An) = P(A1)P(A2|Ai1):… P(An|A1::. An-_1) 


求 p= P{X > maxi Yi} 当 n= 2 时 ,用 取 条 件 于 和 来 求 p 以 验证 你 的 答案 . 
12. 如 果 Xi, (i = 1,2,3) 是 速率 为 和 (i = 1,2,3) 的 独立 指数 随机 变量 , 求 
(a) P{X1 < X2 < Xs)}, (b) P{X1 < X2|max(Xi, X2, X3) = Xs}, 
(c) El[max Xi|X1 < X2 < Xs], (d) ElmaxX:|. 
13. 在 例 5.8 中 , 求 直到 队列 中 的 第 n 个 人 离开 队列 的 期 望 时 间 (或 者 由 于 进入 服务 ,或 者 
没有 服务 就 离开 ) 
14. 令 X 是 速率 为 和 的 指数 随机 变量 
(a) 用 条 件 期 望 的 定义 确定 E[X|X < d. (b) 现在 用 以 下 的 恒等式 
E[X] = 了 [XIX < cjP{X < cy+EEXIX > cP{X > c} 


确定 E[X|X <d. 
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100 个 产品 同时 作 寿 命 检 验 . 假设 各 个 产品 的 寿命 是 独立 的 均值 为 200 小 时 的 指数 随 
机 变量 . 当 总 共有 5 个 失效 时 检验 停止 . 如 果 人 是 检验 停止 的 时 间 , 求 BT] 和 Var(T). 
假设 在 例 5. 3 中 用 服务 器 i 服务 顾客 的 时 间 以 均值 1/ 和 i 指数 地 分 布 ,i = 1,2. 问 直到 
所 有 3 个 顾客 都 离开 邮局 的 期 望 时 间 是 多 少 ? 

n 个 城市 将 用 通信 系统 连接 . 在 城市 i 和 j 建造 连接 的 价格 是 Coj,i 尖 j. 必须 建造 足 
够 的 连接 以 使 每 一 对 城市 有 一 条 连接 的 通路 .结果 只 需 建造 n - 1 个 连接 . 解 这 个 问 
题 (著名 的 最 小 生成 树 问 题 ) 的 一 个 最 小 价格 算法 首先 在 所 有 | ) 个 连接 中 选取 最 
廉价 的 一 个 . 然后 , 在 附加 的 每 一 步 , 选取 连通 一 个 没有 任何 连接 的 城市 到 一 个 有 连接 
的 城市 的 最 廉价 的 连接 . 即 如 果 首 个 连接 是 在 城市 1 和 2 之 间 , 那么 第 二 个 是 在 1 和 
3,…,n 中 的 一 个 之 间 的 连接 , 或 者 是 在 2 和 3,…,n 中 的 一 个 之 间 的 连接 . 假设 所 有 
| | 个 连接 的 价格 Cs 是 均值 为 1 的 独立 指数 随机 变量 求 上 面 的 算法 的 期 望 价 


格 , 如 果 (a) n = 3, (b) n= 4. 
令 Xi 和 Xs 是 独立 的 指数 随机 变量 , 每 个 具有 速率 . 令 


六 (1) 一 min(X1, X2) 和 从 (2) 一 max(X1, X2) 


求 : (a)E[X(1)], (b)Var[X0)], (c)E[X(2)], (d)Var[X(2)]. 
重复 习题 18, 但 是 这 次 假设 X; 分 别 是 速率 为 ji 的 指数 随机 变量 ,i = 1,2. 
考虑 有 两 条 服务 线 的 系统 , 顾客 先 接受 服务 线 1 服务 , 再 到 服务 线 2, 然后 离开 . 服务 
线 i 的 服务 时 间 是 速率 为 ui 的 指数 随机 变量 , i = 1,2. 当 你 到 达 时 , 你 发 现 服务 线 1 
有 空 , 而 在 服务 线 2 那里 有 两 个 顾客 , 顾客 A 在 接受 服务 , 顾客 B 在 队 中 等 候 . 
(a) 求 当 你 到 服务 线 2 时 , A 还 在 接受 服务 的 概率 Ph. 
(b) 求 当 你 到 服务 线 2 时 , B 还 在 接受 服务 的 概率 Ps. 
(c) 求 E[T, 其 中 工 是 你 在 系统 中 的 时 间 . 
提示 : 写 出 

T=51+S2++ Wa+t+ Ws 
其 中 5; 是 你 在 服务 线 i 的 服务 时 间 , WA 是 当 A 在 接受 服务 时 你 在 队 中 等 候 的 时 间 ， 
而 Ws 是 当 B 在 接受 服务 时 你 在 队 中 等 候 的 时 间 . 
在 某 个 系统 中 , 一 个 顾客 必须 先 接受 服务 线 1 服务 , 而 后 接受 服务 线 2 服务 . 服务 线 i 
的 服务 时 间 是 速率 为 ui 的 指数 随机 变量 , i = 1, 2. 到 达 的 顾客 发 现 服务 线 1 忙 着 就 在 
队列 中 等 候 . 顾客 接受 服务 线 1 服务 后 , 如 果 服 务 线 2 有 空 , 就 接受 服务 线 2 的 服务 ， 
否则 仍 待 在 服务 线 1 处 (阻塞 了 其 他 顾客 进入 服务 ) 直到 服务 线 2 空 . 顾客 在 完成 服务 
线 2 的 服务 后 离开 系统 . 假设 在 你 到 达 时 系统 中 有 一 个 顾客 , 而 且 这 个 顾客 正在 服务 
线 1 接受 服务 . 问 你 在 系统 中 的 期 望 总 时 间 是 多 少 ? 
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假设 在 习题 21 中 , 在 你 到 达 时 发 现 系统 中 有 两 个 人 , 一 个 正在 接受 服务 线 1 服务 , 另 
一 个 正在 接受 服务 线 2 服务 . 问 你 在 系统 中 的 平均 总 时 间 是 多 少 ? 记 住 如 果 服 务 线 1 
先 于 服务 线 2 完成 服务 , 那么 服务 线 1 的 顾客 仍 将 留 在 那里 (于 是 阻塞 了 你 的 进入 ) 直 
到 服务 线 2 空闲 着 . 

一 个 手电 简 需 要 用 2 个 电池 . 现 有 一 组 n 个 可 用 电池 , 标 为 电池 1, 电池 2,… , 电池 
n. 开始 装 入 电池 1 和 电池 2. 只 要 一 个 电池 失效 , 立刻 换 上 一 个 标 以 最 低 数 而 还 没有 
用 过 的 可 用 电池 . 假设 不 同 的 电池 的 寿命 是 独立 的 指数 随机 变量 , 每 个 具有 速率 j. 以 
7 记 一 个 电池 失效 而 我 们 的 库存 正好 用 完 的 随机 时 间 . 这 时 其 中 恰 有 一 个 电池 X 还 
没有 失效 . 

(a) P{X 三 中 是 多 少 ? (b) P{X = 1 是 多 少 ? ”(c) P{X = 让 是 多 少 ? 

(d) 求 E[T].， (e) 了 的 分 布 是 什么 ? 

有 两 条 服务 线 处 理 n 件 零 活 . 最 初 , 每 条 服务 线 先 处 理 一 件 零 活 .只 要 一 条 服务 线 完 
成 了 一 件 零 活 , 这 件 零 活 就 离开 系统 , 并 且 这 个 服务 线 开始 处 理 新 的 零 活 ( 当 仍旧 有 等 
待 处 理 的 零 活 时 ). 以 全 记 直到 所 有 的 零 活 都 处 理 完 的 时 间 . 如 果 服 务 线 i 处 理 一 件 零 
活 的 时 间 以 速率 ji(i = 1 2) 指数 的 分 布 , 求 EIT] 和 Var(T). 

顾客 可 以 由 3 条 服务 线 中 的 任意 一 条 服务 , 其 中 服务 线 i 的 服务 时 间 以 速率 (i = 
1, 2,3) 指数 地 分 布 ， 当 一 条 服务 线 空闲 时 , 等 候 时 间 最 长 的 顾客 开始 由 这 条 服务 线 服 
务 . 

(a) 如 果 你 到 达 时 发 现 所 有 3 条 服务 线 都 忙 , 而 且 无 人 等 着 , 求 直 到 你 离开 系统 的 期 望 
时 间 . 

(b) 如 果 你 到 达 时 发 现 所 有 3 条 服务 线 都 忙 ， | 求 直到 你 离开 系统 的 
期 望 时 间 . 

每 个 进入 的 顾客 必须 首先 经 服务 线 1 服务 , 然后 经 服务 线 2 服务 , 最 后 经 服务 线 3 服 
务 . 由 服务 线 i 服务 的 时 间 是 速率 为 yi(i = 1 2,3) 的 指数 随机 变量 . 假设 你 进入 系统 “ 
时 , 只 有 一 个 顾客 , 而 且 他 正在 接受 服务 线 3 服务 . 

(a) 求 你 转 到 服务 线 2 时 , 服务 线 3 仍 在 忙 的 概率 . 

(b) 求 你 转 到 服务 线 3 时 , 服务 线 3 仍 在 忙 的 概率 . 

(c) 求 你 在 系统 中 的 期 望 时 间 (只 要 你 遇 到 一 条 忙 的 服务 线 ， 就 必须 等 到 当前 服务 结 
束 ). 

(d) 如 果 你 进入 系统 时 发 现 系统 中 有 一 个 顾客 , 而 且 他 正 接受 服务 线 2 服务 . 求 你 在 系 
统 中 的 期 望 时 间 

证 明 在 例 5.7 中 两 个 算法 的 总 价格 的 分 布 是 相同 的 . 

考虑 有 独立 寿命 的 n 个 部 件 , 部 件 i 以 一 个 速率 为 N 的 指数 时 间 工 作 . 假设 所 有 的 部 
件 在 开始 时 都 在 使 用 中 , 而 且 直 到 失效 仍 在 使 用 中 . 

(a) 求 部 件 1 是 第 二 个 失效 的 概率 . (b) 求 第 二 个 失效 的 期 望 时 间 . 

提示 : 不 要 用 (a) 的 结果 . 
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令 六 和 Y 是 分 别 具 有 速率 为 入 各 的 独立 指数 随机 变量 , 其 中 入 > p. 令 c>0. 
(a) 证 明 给 定 十 Y =c 时 XX 的 条 件 密度 函数 是 : 
fxlx+Yr (TIc) = Cp 0<Z<ec 
(b) 用 (a) 求 E[X|X+Y=d. (c) 求 EIY|X+Y=d. 
某 人 养 的 狗 和 猫 的 寿命 是 分 别 是 有 速率 Xe 和 入 的 独立 的 指数 随机 变量 . 其 中 一 只 刚 
刚 死 去 . 求 另 一 只 宠物 的 后 续 寿 命 . 
某 医 生 有 两 个 预约 病人 , 一 个 在 下 午 1 点 , 而 另 一 个 在 下 午 1: 30. 约定 的 持续 时 间 是 
均值 为 30 分 钟 的 独立 指数 随机 变量 . 假设 两 个 病人 都 准时 到 达 , 求 约定 在 1: 30 的 病 
人 在 医生 的 办 公 室 所 花 的 期 望 时间 . 
有 3 件 工作 , 而 只 有 一 个 工人 , 他 先 做 工作 1, 再 做 工作 2, 最 后 做 工作 3. 他 消耗 在 每 件 
工作 上 的 时 间 是 均值 为 1 的 独立 指数 随机 变量 . 令 Ci 为 完成 工作 i 的 时 间 , i = 1 2, 3. 
而 令 X = 》 ，，C* 是 完成 时 间 的 和 . 求 (a) ELX]，(b) Var(X). 
令 X 和 了 是 分 别 以 入 和 为 速率 的 独立 的 指数 随机 变量 . 
(a) 论证 : 取 条 件 在 X > Y 上 , 随机 变量 min(X,Y) 与 X 一 Y 是 独立 的 . 
(b) 利用 (a) 得 到 结论 , 对 于 任意 正 的 常数 c 
Elmin(X,Y)IX >Y+d= Elmin(X,Y)|X > 

: = Elmin(X,Y)|] = i 
(c) 给 出 口头 解释 为 什么 min(X,Y) 与 XX 一 Y 是 (无 条 件 地 ) 独立 的 . 
两 个 病人 A 和 B 都 需要 肾脏 移植 . 如 果 没 有 可 供 的 肾脏 , 那么 A 将 在 一 个 速率 为 ja 
的 指数 时 间 后 死去 , 而 B 将 在 一 个 速率 为 La 的 指数 时 间 后 死去 . 新 的 肾脏 按 一 个 速 
率 为 和 的 泊 松 过 程 到 达 . 已 经 决定 了 第 一 个 肾脏 将 给 A (如 果 B 活着 而 A 已 死去 则 
给 B), 而 下 一 个 给 B (如 果 B 仍旧 活着 ) . 
(a) A 得 到 一 个 新 的 肾脏 的 概率 是 多 少 ? (b) B 得 到 一 个 新 的 肾脏 的 概率 是 多 少 p? 
证 明 泊 松 过 程 的 定义 5.1 蕴含 定义 5.3. 
以 S(t) 记 一 种 证 券 在 时 间 t 的 价格 . 过 程 {S(t),t > 0} 的 一 个 流行 的 模型 假设 价格 直 
到 一 个 冲击 发 生前 保持 不 变 , 在 冲击 发 生 的 时 间 价格 乘 上 一 个 时 间 的 因子 . 如 果 我 们 
以 N(t) 记 在 时 间 t 之 前 冲击 的 个 数 , 而 以 Xi 记 第 i 个 乘积 因子 , 那么 此 模型 假设 了 


N(t) 


S(t) = 5(0) I > 


N(t) 


其 中 在 N(t) = 0 时 ， I Xi 二 1. 假设 X; 是 速率 为 4 的 独立 指数 随机 变量 ,{V (bb,t 之 0} 


是 速率 为 和 的 泊 松 过 程 {NG,t> 0} 独立 于 Xi, 并 且 5S(0) = s. 
(a) 求 E[S(#)]. 人 求 E[S*()]. 





37. 


38. 


39. 


习 题 271 


驶 过 公路 某 处 的 汽车 数 是 每 分 钟 速率 为 和 = 3 的 泊 松 过 程 . 莱 布 言 目地 穿 过 公路 , 假 
设 她 穿 过 公路 需要 的 时 间 是 s 秒 , 问 她 没有 受伤 的 概率 是 多 少 ? (假定 如 果 她 在 公路 上 
且 一 辆 汽车 驶 过 ， 则 她 将 受伤 .) 对 于 s = 2, 5, 10, 20 求 它 . 

令 {Mi(t),t > 0}(i = 1,2,3) 是 速率 分 别 为 和 (i = 1,2,3) 的 独立 泊 松 过 程 , 并 且 设 


Ni(t) = Mi(t) + M2(t), N2(t) = M2(t) + Msl(t) 


随机 过 程 {( 和 Ni(t), N2(t)),t > 0} 称 为 二 维 泊 松 过 程 . 
(a) 求 P(Ni(t) =n, Nz(t) = m).，(b) 求 Cov(Ni(t), N2(t)). 
其 种 理论 假设 细胞 分 裂 的 错误 按 速 率 每 年 2.5 个 的 泊 松 过 程 发 生 , 而 人 体 在 发 生 了 196 


个 这 种 错误 后 死亡 . 假设 该 理论 成 立 , 求 


“40. 


41. 
.42. 


43. 


44. 


45. 


46. 


47. 


(a) 人 的 平均 寿命 ， (b) 人 的 寿命 的 方差 
此 外 , 近似 地 求 

(c) 人 在 67.2 岁 前 死亡 的 概率 ， (d) 人 活 到 90 岁 的 概率 ， (e) 人 活 到 100 岁 的 概率 . 
证 明 车 {Ni(t),t > 0} 是 速率 为 Xi(i = 1,2) 的 独立 泊 松 过 程 , 则 {NN(t),t > 0} 是 速率 
为 和 1 十 和 2 的 泊 松 过 程 , 其 中 N(t) = Ni(t) + N2(t). 

在 习题 40 中 , 这 个 复合 过 程 的 首 个 事件 来 自 Ni 过 程 的 概率 是 多 少 ? 

令 {NG,t> 0} 是 速率 为 和 的 泊 松 过 程 . 以 S% 记 第 n 个 事件 发 生 的 时 间 . 求 
(a)E[S4s], (bE[S4|N(1) = 2], EIN(4) — N(2)IN(1) = 3l. 

顾客 按 速 率 为 和 的 泊 松 过 程 到 达 有 两 条 服务 线 的 服务 站 . 只 要 新 的 顾客 到 达 , 在 系统 
中 的 顾客 就 立刻 离开 . 新 的 顾客 首先 接受 服务 线 1 服务 , 然后 是 服务 线 2. 如 果 在 服务 
线 的 服务 时 间 是 独立 的 速率 分 别 为 Wi 和 12 的 指数 时 间 , 问 在 已 进入 的 顾客 中 完成 服 
务 线 2 的 服务 的 比例 是 多 少 ? 

汽车 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 经 过 街 的 某 个 位 置 . 一 个 需要 在 这 个 位 置 过 街 的 妇女 等 着 ， 
直到 看 到 没有 车 她 才 在 随后 的 全 个 时 间 单 位 通过 

(a) 求 她 的 等 待 时 间 是 0 的 概率 . (b) 求 等 待 时 间 . 

提示 :对 首 辆 车 到 达 的 时 间 取 条 件 . 

令 {N(t),t > 0} 是 速率 为 和 的 泊 松 过 程 , 它 独立 于 有 均值 u 和 方差 o? 的 非 负 随机 变 
量 工 . 求 (a)Cov(T, N(T))，(b)Var(N(7)). 

令 {NN(),t > 0} 是 速率 为 的 泊 松 过 程 , 它 独立 于 有 均值 和 方差 c2 的 独立 同 分 布 
序列 X1, X2,…… 求 


1 一 工 


N(t) 
Cov "(wo >》 x | 


考虑 有 两 条 服务 线 的 平行 排队 系统 , 其 中 顾客 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 到 达 , 而 服务 时 
间 是 速率 为 的 指数 时 间 . 此 外 , 假设 到 达 者 发 现 两 条 服务 线 都 忙 ， 就 不 接受 任何 服务 
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OO 


49. 


50. 


51. 


52. 


53. 


54. 


第 5 章 指数 分 布 与 泊 松 过 程 


而 立刻 离开 (这 称 为 顾客 流失 ),， 只 要 发 现 至 少 有 一 条 服务 线 有 空 , 就 立刻 接受 服务 而 
在 服务 完成 后 离开 . / 
(a) 如 果 两 条 服务 线 现在 都 忙 , 求 直 到 第 二 个 顾客 进入 系统 的 平均 时 间 . 
(b) 在 开始 时 系统 是 空 着 . 求 直 到 两 条 服务 线 都 忙 的 平均 时 间 . 

(c) 求 相 继 的 两 个 流失 顾客 之 间 的 平均 时 间 . 





. 考虑 有 n 条 服务 线 的 平行 排队 系统 , 其 中 顾客 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 到 达 , 而 服务 时 


间 是 速率 为 & 的 指数 时 间 . 此 外 , 假设 到 达 者 发 现 所 有 的 服务 线 都 忙 , 就 不 接受 任何 服 
务 而 立刻 离开 . 如 果 一 个 到 达 者 发 现 所 有 的 服务 线 都 忙 , 求 

(a) 下 一 个 到 达 者 发 现 正在 忙 的 服务 线 的 期 望 数 

(b) 下 一 个 到 达 者 发 现 所 有 服务 线 都 闲 着 的 概率 . 

(c) 下 一 个 到 达 者 发 现 恰 有 i 条 服务 线 有 空 的 概率 . 

事件 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 发 生 . 在 每 个 事件 发 生 的 时 间 , 我 们 必须 决定 继续 还 是 停 
止 , 使 我 们 的 对 象 在 一 个 特定 的 时 刻 T 以 前 在 最 后 的 一 个 事件 发 生 的 时 间 上 停止 , 其 
中 了 > 1 即 如 果 一 个 事件 在 时 间 t(0 < t < 7) 发 生 , 并 且 我 们 决定 停止 , 那么 若 在 
T 之 前 没有 附加 事件 , 则 我 们 赢 , 否则 我 们 都 输 ， 若 在 一 个 事件 发 生 时 我 们 没有 停止 ， 
而 在 工 之 前 又 没有 附加 事件 , 则 我 们 输 . 此 外 , 若 在 工 之 前 没有 事件 , 则 我 们 输 . 考察 
在 一 个 固定 的 时 间 s(0 < s < T) 后 的 首 个 事件 发 生 时 停止 的 策略 

(a) 使 用 这 个 策略 时 赢 的 概率 是 多 少 ? (b) 使 得 赢 的 概率 达到 最 大 的 s 值 是 多 少 ? 
(c) 证 明 一 个 人 在 用 以 上 的 策略 , 并 且 按 (b) 特定 的 s 值 时 , 他 赢 的 概率 是 1/e. 

火车 相继 到 站 之 间 的 小 时 数 均匀 地 分 布 在 (0, 1) 上 . 乘客 按 速 率 为 每 小 时 7 人 的 泊 松 过 
程 到 达 . 假设 一 辆 火车 刚 离 站 . 以 X 记 乘 下 一 辆 火车 的 人 数 . 求 (a)E[X]， (b)Var(X). 
如 果 一 个 人 以 前 开车 从 来 没有 出 过 交通 事故 , 那么 他 在 下 一 个 h 时 间 单 位 中 有 一 次 
事故 的 概率 是 Bh 十 oh). 另 一 方面 , 如 果 他 在 以 前 出 过 交通 事故 , 那么 这 个 概率 是 
ah + o(h). 求 一 个 人 在 时 间 t 之 前 的 平均 事故 个 数 . 

球 队 1 与 球 队 2 进行 比赛 . 球 队 按 速 率 分 别 为 Nt 和 Xz 的 泊 松 过 程 得 分 . 如 果 在 其 中 
一 个 球 队 比 另 一 个 多 个 得 分 时 比赛 停止 , 求 球 队 1 赢 的 概率 

提示 : 将 它 与 财 徒 破产 问题 联系 . 

某 水 库 的 蓄 水 水 平 按 每 天 1000 单位 的 常数 速率 耗损 . 水 库 水 源 由 随机 发 生 的 降雨 补 
给 . 降雨 按 每 天 0.2 的 速率 的 泊 松 过 程 发 生 . 由 一 次 降雨 加 进 水 库 的 水 量 以 概率 0.8 为 
5000 单位 , 而 以 概率 0.2 为 8000 单位 . 现在 的 车 水 水 平 刚刚 稍 低 于 5000 单位 

(a) 在 5 天 后 水 库 空 的 概率 是 多 少 ? 

(b) 在 以 后 的 10 天 中 的 某 个 时 间 水 库 空 的 概率 是 多 少 ? 

常常 知道 一 个 病毒 的 长 度 1 的 线性 DNA 分 子 包含 某 个 标记 位 置 , 这 个 标记 的 确切 位 
置 是 未 知 的 . 一 个 定位 标记 位 置 的 方法 是 将 这 些 分 子 用 化 学 制剂 切 开 , 使 切 开 的 点 按 
一 个 速率 为 和 的 泊 松 过 程 选取 . 随后 就 可 能 确定 含有 标记 位 置 的 片断 . 例如 , 以 m 记 


55. 


56. 


“57. 


标记 在 直线 上 的 位 置 , 那么 如 果 以 _ Li 记 在 m 之 前 最 后 一 个 泪 松 事件 的 时 间 (或 0, 如 
果 在 [0, ml] 中 没有 泊 松 事件 ), 以 Ri 记 在 m 之 后 首 个 泊 松 事件 的 时 间 (或 1, 如 果 在 中 
[m, 1] 没有 泊 松 事件 ), 那么 就 可 以 知道 标记 位 置 在 Li 和 Ri 之 间 . 求 

(a) P{Li1=0}, (b) P{Li<z},0<z<m, (c) P{Ri=1}, (d) P{R1>7x},m<z<1. 
通过 在 DNA 分 子 的 相同 的 拷贝 上 重复 上 面 的 过 程 , 我 们 能 够 专心 注意 标记 位 置 的 定 
位 . 如 果 切 割 程序 用 在 分 子 的 ”个 相同 的 拷贝 上 产生 数据 Li, Ri(i = 1,.…,n), 那么 由 
此 推出 标记 位 置 在 L 和 RR 之 间 , 其 中 


L=maxLi, R= minR: 


(e) 求 EIR 一 如 , 同时 证 明 EIR 一 如 ~ 2/nX 

考虑 一 个 单 服务 线 的 排队 系统 , 其 中 顾客 按 速 率 为 的 泊 松 过 程 到 达 , 服务 时 间 是 束 
率 为 w 的 指数 时 间 , 顾客 按 到 达 的 次 序 接受 服务 . 假设 一 个 顾客 到 达 时 发 现在 系统 中 
有 nn 一 1 个 顾客 . 以 X 记 这 个 顾客 离开 时 系统 中 的 人 数 . 求 X 的 概率 质量 函数 
提示 : 将 它 与 负 二 项 随机 变量 联系 . / 
每 天 一 个 事件 以 概率 p 独立 地 发 生 . 以 N(n) 记 前 n 天 发 生 的 事件 的 总 数 , 而 以 T 记 
第 "个 事件 发 生 的 那天 

(a) N(n) 的 分 布 是 什么 ? (b) 于 的 分 布 是 什么 ? (c) T 的 分 布 是 什么 ? 

(d) 给 定 N(n) = ~ 证 明 发 生 事件 的 > 天 的 无 序 集合 与 从 1,2,…,n 随机 选取 的 (不 放 
回 ) 7 个 有 相同 的 分 布 

事件 按 速率 为 每 小 时 和 = 24 的 泊 松 过 程 发 生 

(a) 在 下 午 8:00 到 9:00 没有 事件 发 生 的 概率 是 多 少 ? 

(b) 从 正午 开始 , 到 第 四 个 事件 发 生 的 期 望 时 间 是 多 少 ? 


“”(c) 在 下 午 6:00 到 8:00 有 两 个 或 两 个 以 上 事件 发 生 的 概率 是 多 少 ? 


58. 


59. 


“60. 


研究 奖券 收集 问题 , 其 中 有 m 种 不 同类 型 的 奖券 , 收集 到 的 每 一 张 新 奖 券 是 类 型 7 的 
概率 为 p;, > ,Pi = 1. 假设 你 在 每 一 种 类 型 至 少 有 一 张 后 停止 收集 . 证 明 


P(i 是 收集 到 的 最 后 类 型 ) = 也 I — Us/ "| 
了 7 天; 


其 中 U 是 一 个 (0,1) 均匀 随机 变量 
保险 公司 有 两 种 类 型 的 理赔 以 Ni(t) 记 在 时 间 t 之 前 类 型 i 理赔 的 个 数 , 并 且 假设 
{Ni(t),t > 0} 和 {Na(b,t > 0} 是 独立 的 泊 松 过 程 , 具有 速率 和 1 = 10 和 )Xa = 1 
类 型 1 相继 的 理赔 额 是 均值 为 81000 的 独立 指数 随机 变量 , 而 类 型 2 的 理赔 额 是 均值 
为 85000 的 独立 指数 随机 变量 . 刚 接 到 的 一 注 84000 的 理赔 , 问 是 类 型 1 的 概率 是 多 少 ? 
顾客 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 进入 银行 . 假设 两 个 顾客 在 第 一 小 时 内 到 达 . 下 面 的 概率 
分 别 是 多 少 ? 

(a) 两 个 顾客 都 在 前 20 分 钟 内 到 达 . (b) 至 少 一 个 顾客 在 前 20 分 钟 内 到 达 . 


MA 案 吕 有 ”党 效 信 太 哈 迟 证 六 征 






61. 一 个 系统 存在 随机 多 个 缺陷 , 我 们 假定 它 有 均值 为 c 的 泊 松 分 布 . 每 个 缺陷 独立 地 
一 个 具有 分 布 G 的 随机 时 间 引 起 系统 故障 . 在 系统 故障 发 生 时 , 假设 缺陷 引起 的 故障 
立刻 被 定位 和 校正 . 

“(a) 在 时 间 t 之 前 的 故障 数 的 分 布 是 什么 ? 

(b) 在 时 间 t 留 在 系统 中 的 缺陷 个 数 的 分 布 是 什么 ? 
(c) 在 (a) 和 (b) 中 的 随机 变量 是 否 相 依 或 独立 ? 

. 假设 在 课本 中 的 印刷 错误 的 个 数 是 速率 为 和 的 泊 松 过 程 . 由 两 个 校对 员 独 立地 校对 这 
个 课本 . 假设 错误 独立 地 以 概率 pi 被 校对 员 i 发现 (i = 1,2). 以 Xi 记 被 校对 员 1 发 
现 而 没有 被 校对 员 2 发 现 的 错误 个 数 . 以 Xz 记 被 校对 员 2 发 现 而 没有 被 校对 员 1 发 
现 的 错误 个 数 . 以 Xs 记 被 两 个 校对 员 都 发 现 的 错误 个 数 . 以 X4 记 两 个 校对 员 都 没 
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有 发 现 的 错误 个 数 . 

(a) 描述 Xi, Xa2,Xas, Xa 的 联合 分 布 . 

(b) 证 明 
El[Xi] 1—p2 El[X2] 1—pi 
E[Xs] pp2 El[Xs] pi 


现在 假设 和 ,pi1,p2 是 未 知 的 . 
(c) 用 X 作为 E[Xi](i = 1, 2, 3) 的 估计 ， 求 pi,p2 和 入 的 一 个 估计 . 
(d) 给 出 两 个 校对 员 都 没有 发 现 的 错误 个 数 Xa 的 一 个 估计 . 

63. 考察 一 个 有 无 穷 多 条 服务 线 的 排队 系统 , 顾客 按 汝 松 过 程 到 达 ， 而 服务 时 间 分 布 是 速 
率 为 /的 指数 分 布 . 以 X(t) 记 在 时 间 t 系统 中 的 顾客 数 . 求 
(a) E[X(t + s)|X(s)=n]; (b)Var[X(t+ s)|X(s)= 7); 
提示 : 将 在 时 间 上 + s 系统 中 的 顾客 分 为 老 顾客 和 新 顾客 . 

“64. 假定 人 群 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 到 达 公共 汽车 站 . 公共 汽车 在 时 间 t 出 发 . 以 怀 记 
在 时 间 t 所 有 上 车 的 人 的 总 等 待 时 间 . 我 们 要 确定 Var(X). 以 N(t) 记 在 时 间 二 之 前 
到 达 的 人 数 . 
(a) E[XIN(#)] 是 多 少 ? (b) 论证 Var[XIN()] = N(t) 如 /12. (c) Var(X) 是 多 少 ? 

65. 每 年 在 加 州 平均 有 500 人 通过 律师 考试 . 一 个 加 州 律师 平均 从 事 法 律 30 年 . 假定 这 些 
数 保持 不 变 , 你 估计 加 州 在 2050 年 加 州 将 有 多 少 律师 ? 

66. 某 保险 公司 的 参 保 人 按 速 率 为 和 的 泊 松 过 程 分 布 的 时 间 发 生 事故 . 从 事故 发 生 直 到 完 
成 一 次 理赔 的 时 间 有 分 布 G. 
(a) 求 惟有 nn 个 事故 发 生 , 但 是 在 时 间 t 还 没有 报告 理赔 的 概率 . 
(b) 假设 每 个 理赔 额 有 分 布 F, 而 理赔 额 与 它 报告 理赔 的 时 间 独 立 . 求 在 时 间 t 还 没有 
报告 理赔 的 所 有 事故 的 平均 总 理赔 额 . z 

67. 卫星 按 速率 为 入 的 浊 松 过 程 发 射 上 天 . 每 个 卫星 在 落地 前 在 太空 停留 一 个 随机 的 时 间 
(有 分 布 G). 求 在 时 间 t 太空 中 没有 在 时 间 s 前 发 射 的 卫星 的 概率 , 其 中 s < 
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假设 有 随机 振幅 的 电击 发 生 的 时 间 按 速率 为 》 的 泊 松 过 程 {N(b),t > 0} 分 布 . 假设 





69. 


70. 


71. 


72. 


相继 的 电击 的 振幅 与 其 他 振幅 和 电击 到 达 的 时 间 都 独立 , 而 且 振 幅 有 一 个 均 信 为 的 


分 布 F. 再 假设 电击 的 振幅 对 时 间 按 指数 速率 a 递减 , 即 一 个 初始 振幅 4 经 过 一 个 附 
加 的 时 间 z 损耗 后 其 值 为 he “. 以 A(t) 记 在 时 间 t 的 所 有 振 福 的 和 . 即 


N(t) 


六 (三 >》 Aie ®t™ 53) 
其 中 4 和 5; 是 初始 振幅 和 电击 i 的 到 达 时 间 . 
(a) 通过 取 条 件 在 N(t) 上, 求 E[A(t)]. 
(b) 不 作 任何 计算 , 解释 为 什么 4A(t) 与 例 5.21 中 的 D(t) 有 相同 的 分 布 . 


对 例 5.21 令 M(t) = E[D(t)]. 
(a) 论证 

M(t+h)= M(t)+e “MI(h) 
(b) 论证 

M(t+h)= M(h) +e °°*MI(t) 
(c) 论证 


M(h) = Mp + o(h) 


(d) 用 (a) 和 (c) 推导 , 然后 求解 M(t) 的 一 个 微分 方程 
(e) 用 (b) 和 (c) 推导 , 然后 求解 M(t) 的 一 个 微分 方程 
对 于 按 泊 松 到 达 的 无 穷 服务 线 的 排队 系统 和 一 般 的 服务 时 间 分 布 G, 求 以 下 的 概率 : 
(a) 第 一 个 到 达 的 顾客 也 第 一 个 离开 . 

令 5(t) 等 于 在 时 间 t 留 在 系统 中 的 所 有 顾客 的 剩余 服务 时 间 的 和 . 
(b) 论证 S(t) 是 复合 泊 松 随机 变量 (c) 求 B[S(t)]，(d) 求 Var(S(t)). 
以 5 记 速 率 为 的 泊 松 过 程 {N(t),t > 0} 的 第 n 个 事件 发 生 的 时 间 . 证 明 对 于 任 
意 函 数 g, 随机 变量 3 9 g(5;) 与 复合 泊 松 随机 变量 > ”g(Ui) 有 相同 的 分 布 , 其 
中 U1, Ua,.… 是 独立 于 均值 为 i 的 泊 松 随机 变量 N 的 一 系列 独立 同 分 布 的 (0, 如 均 
匀 随 机 变量 . 随 之 得 到 结论 


N(t) 


N(t) t t 2 
E bB ls)| 三 和 上 9g(Z)dz Var (: te) 一 、/ g’ (z)dz 
_ 辆 有 委 缆 车 带 着 ”个 乘客 出 发 在 缆车 相继 的 停 站 之 间 的 时 间 是 速率 为 和 的 独立 
指数 随机 变量 . 每 站 有 一 个 乘客 下 车 , 这 不 花 任 何 时 间 , 也 没有 任何 乘客 上 车 在 一 个 
乘客 下 车 后 , 他 走路 回 家 . 与 其 他 所 有 的 一 切 都 独立 , 走路 回 家 需要 速率 为 /的 指数 时 
间 . 

(a) 最 后 一 个 乘客 离开 缆车 的 时 间 的 分 布 是 什么 ? 

(b) 假定 最 后 一 个 乘客 在 时 间 t 离开 缆车 . 问 其 他 乘客 在 此 刻 都 已 回 家 的 概率 是 多 少 ? 
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73， 震 动 控 速 率 为 》 的 泊 松 过 程 发 生 , 每 个 震动 独立 地 引起 某 个 系统 失效 的 概率 为 P 以 
”TT 读 委 绕 朱 攻 赋 的 几 罗 ,其 以 N 记 发 生 的 震动 个 数 


74. 


75. 


76. 
77. 


78. 


“79. 


(a) 求 给 定 N = n 时 了 的 条 件 分 布 . 
(b) 计算 给 定 工 = 时 N 的 条 件 分 布 , 并 县 注意 它 正如 1 加 一 个 均 借 为 入 Y 一? 的 沼 


闪光 训 臣 对 等 并 分 本 

(c) 解释 为 什么 不 用 任何 计算 就 能 得 到 (b) 中 的 结果 . 本 
在 基 个 地 点 的 失物 件数 记 为 X, 它 是 一 个 均值 为 和 的 泊 松 随机 变量 . 在 搜查 这 个 地 点 及 
时 , 每 件 失物 将 独立 地 在 一 个 速率 为 / 的 指数 时 间 后 被 找到 . 找到 每 件 失物 的 报 本 为 
RR, 而 在 每 个 单位 搜查 时 间 所 用 的 搜查 费用 为 C. 假设 你 搜查 了 一 个 固定 的 时 间 然 
后 停止 

(a) 求 总 期 望 回 报 。 (b) t 取 多 少 使 总 期 望 回 报 最 大 

(c) 对 固定 时 间 搜查 的 策略 是 一 个 静态 策略 , 一 个 依赖 于 t 以 前 已 经 找到 的 失物 件数 并 
介 许 在 每 个 t 决定 是 否 停止 的 动态 策略 是 否 有 利 ? | 

提示 ， 在 t 以 前 还 没有 找到 失物 的 个 数 的 分 布 怎 样 依赖 在 此 前 已 经 找到 的 失物 个 数 ? 
假设 在 顾客 相继 到 达 一 个 单 服务 线 的 服务 站 之 间 的 时 间 是 独立 随机 变量 , 有 一 个 共同 
的 分 布 .假设 在 顾客 到 达 时 , 他 在 服务 线 有 空 时 立刻 进入 服务 或 者 在 服务 线 忙于 服 
务 另 一 个 顾客 时 加 到 等 待 队 列 的 末尾 ， 在 服务 线 对 顾客 完成 工作 后 , 这 个 顾客 离开 系 
统 , 而 若 有 顾客 等 候 , 下 一 个 顾客 就 进入 服务 . 以 Xn 记 在 第 n 个 顾客 到 达 后 系统 中 的 
顾客 数 , 而 以 Y, 记 在 第 ”个 顾客 离开 时 留 在 系统 中 的 顾客 数 ， 顾 客 的 服务 时 间 是 独 
立 的 随机 变量 (它们 也 与 到 达 间 隔 时间 独 立 ), 具有 共同 的 分 布 G. 

(a) 如 果 F 是 速率 为 和 的 指数 分 布 , 那么 {Xn}, {Ya} 中 有 马尔 可 夫 链 吗 ? 

(b) 如 果 G 是 速率 为 4 的 指数 分 布 , 那么 {Xa}, {Ya} 中 有 马尔 可 夫 链 吗 ? 

(c) 给 出 (a) 和 (b) 中 的 任意 的 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 . 

对 例 5.27, 求 在 一 个 忙 期 接受 服务 的 顾客 数 的 均值 和 方差 . 

事件 按 非 时 齐 的 泊 松 过 程 发 生 , 它 的 均值 函数 给 定 为 


m(t)=t +2t, t>0 





问 在 t=4 与 += 5 之 间 发 生 n 个 事件 的 概率 是 多 少 ? 

一 个 商店 在 上 午 8:00 开门 . 从 8:00 到 10:00 顾客 以 每 小 时 4 人 的 泊 松 速率 到 达 . 从 
10:00 到 12:00 顾客 以 每 小 时 8 人 的 泊 松 速率 到 达 . 从 12:00 到 下 午 2:00 到 达 率 稳定 
地 从 12:00 的 每 小 时 8 人 增加 到 2:00 的 每 小 时 10 人 . 而 在 下 午 2:00 到 5:00 到 达 率 稳 
定 地 从 2:00 的 每 小 时 10 人 下 降 到 5:00 的 每 小 时 4 人. 确定 在 给 定 的 一 天 进入 商店 的 
顾客 数 的 分 布 . 

考虑 一 个 非 时 齐 的 泊 松 过 程 , 它 的 强度 函数 和 A(t) 是 有 界 并 且 连 续 的 . 证 明 这 样 的 过 程 
等 价 于 一 个 速率 为 和 的 (时 齐 的 ) 泊 松 过 程 被 计数 的 事件 的 过 程 ， 其 中 一 个 在 t 的 事件 
以 概率 和 A()/ 和 \ 被 计数 (独立 于 过 去 ), 而 其 中 选取 入 使 对 于 一 切 s 都 有 入 (s) < 入 . 
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以 了 ,7T2,.… 记 一 个 具有 强度 函数 和 A(t) 的 非 时 齐 汝 松 过 程 的 事件 到 达 间 隔 时 间 . 

(a) 五 是 否 独立 ? (b) 五 是 否 同 分 布 ? (c) 求 二 的 分 布 . 

(a) 令 {Y 的 ,> 0} 是 一 个 具有 均值 函数 m(t) 的 非 时 齐 泊 松 过 程 . 给 定 N(t) =n, 证 
明 一 组 无 序 的 到 达 时 间 与 具有 分 布 函 数 为 


m(s) 。 
ro-| 全 


1, Tt 


的 ”个 独立 同 分 布 的 随机 变量 有 相同 的 分 布 . 

(b) 假设 工人 按 一 个 具有 均值 函数 m(t) 的 非 时 齐 泊 松 过 程 发 生 事故 . 又 假设 每 个 受伤 
的 人 以 一 个 具有 分 布 F 的 随机 的 时 间 离 开工 作 . 令 X(t) 为 在 时 间 t 离开 工作 的 人 数 . 
利用 (a) 求 E[X()]. 

令 Xi1,X2,… 是 独立 的 正 值 连续 随机 变量 , 具有 共同 的 密度 函数 f, 并且 假 设 这 个 序 
列 与 一 个 均值 为 和 的 泊 松 随机 变量 NN 独立 . 定义 


N(t) = 满足 i < N, Xi < t 的 i 的 个 数 . 


证 明 {N(t),t > 0} 是 一 个 以 A(t) = 和 f(t) 为 强度 函数 的 非 时 齐 的 泊 松 过 程 . 
假设 {No(t),t > 0} 是 速率 和 = 1 的 泊 松 过 程 . 以 A(t) 记 t 的 一 个 非 负 函数 , 而 令 


ys [ de 


用 N(t) = No(m(t)) 定义 N(t). 论证 {N(t),t > 0} 是 一 个 具有 强度 函数 A(t)(t > 0) 
的 非 时 齐 泊 松 过 程 
提示 : 利用 恒等式 

m(t+h) — m(t) = m (t)h + o(h) 
令 Xi1, XX2,… 是 具有 密度 函数 f(z) 的 独立 同 分 布 的 非 负 随机 变量 . 车 X 大 于 每 一 
个 它 以 前 的 值 3Y,… ,Xn_1, 则 我 们 称 一 个 记录 在 时 间 n 出 现 (一 个 记录 自动 地 在 时 
间 1 出 现 ). 如 果 一 个 记录 在 时 间 n 出 现 , 那么 Xn 称 为 一 个 记录 值 . 换 句 话说 , 一 个 记 
录 值 出 现 , 只 要 达到 了 一 个 新 高 , 而 这 个 新 高 就 称 为 记录 值 . 以 N(t) 记 小 于 或 等 于 t 
的 记录 值 的 个 数 . 描述 过 程 {N(t),t > 0}, 当 
(a)f(z) 是 一 个 任意 的 连续 密度 函数 . (b) f(x) = Xe-x=. 
提示 : 完成 以 下 句子 : 如 果 大 于 t 的 首 个 X; 在 … 之 间 , 则 存在 一 个 值 在 +t 与 t+ dt 
的 记录 值 . 
某 保险 公司 在 寿险 项 目 上 按 每 周 速率 和 = 5 的 泊 松 过 程 支付 理赔 件数 . 如 果 每 款 保险 
赔付 金额 按 均值 为 $2000 指数 地 分 布 , 问 在 4 周 的 范围 中 , 保险 公司 赔付 金额 的 均值 与 
方差 是 多 少 ? 
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90. 
. 令 X1, 六 2,…, Xn 是 独立 同 分 布 的 指数 随机 变量 . 证 明 其 中 最 大 的 大 于 其 他 的 和 的 概 
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在 好 的 年 度 , 暴风 雨 按 每 单位 时 间 速 率 3 的 泊 松 过 程 发 生 , 而 在 其 余年 度 , 按 每 单位 时 
间 速 率 5 的 泊 松 过 程 发 生 . 假设 明年 是 好 的 年 度 的 概率 为 0.3. 以 N(t) 记 明 年 的 前 t 
个 单位 时 间 中 暴风 雨 的 次 数 . 
(a) 求 P(N(t) = 站， (b) {N(),t > 0} 是 泊 松 过 程 吗 ? 
(c){N(t),t > 0} 有 没有 平稳 增 量 ? 为 什么 ? 
(d) 它 有 没有 独立 增 量 ? 为 什么 ? 
(e) 如 果 明 年 在 上 = 1 以 前 有 3 次 暴风 雨 , 这 是 一 个 好 的 年 度 的 条 件 概率 是 多 少 ? 
当 {X(t),t > 0} 是 一 个 复合 泊 松 过 程 时 , 确定 

Cov[X(t), X(t + s)] 
顾客 按 每 小 时 12 人 的 速率 的 泊 松 过 程 到 达 一 个 自动 取款 机 . 每 次 交易 取款 的 金额 是 
均值 $30 和 标准 差 $50 的 随机 变量 ( 负 的 取款 是 存款 ). 每 天 用 取款 机 15 小 时 . 求全 天 
取款 小 于 $6000 的 近似 概率 . 
有 两 个 部 件 的 系统 的 某 些 部 件 在 受到 震动 后 失效 . 3 种 类 型 的 震动 独立 地 按 泊 松 过 程 
到 达 . 第 1 型 震动 按 泊 松 速率 Xi 到 达 , 并 且 引 起 第 一 个 部 件 失效 . 第 2 型 的 那些 震动 
按 泊 松 速率 Xa 到 达 , 并 且 引 起 第 二 个 部 件 失效 . 第 3 型 震动 按 泊 松 速率 Xs 到达 , 并 且 
引起 两 个 部 件 都 失效 . 以 X1 和 X2 记 两 个 部 件 的 生存 时 间 . 证 明 Xi 和 X2 的 联合 分 
布 由 

P{X1 > s, X1 > t} = exp{—MNs — Mt — Msmax(s,t)} 

给 出 . 这 个 分 布 就 是 著名 的 二 维 指数 分 布 
在 习题 89 中 , 证 明 Xi 和 Xs 两 者 都 有 指数 分 布 . 


率 是 "w/2”  . 即 , 震 
M = max Xj 
j 


Pp {> Dm = 寺 
提示 : P (x > > Xi ) 是 多 少 ? 

证 明 方 程 (5.22). 

证 明 

(a) max(X1, X2) 二 X1 十 和 2 一 min(X1, X2). 而 一 般 地 ， 

(b) max( Xi Xn) = > Xi— ,> ,min(Xi, X;) 


i<J 


+> ,2 ,2 min(Xi， Xj, Xk) +(—1)" min(Xi, Xj;,:*., Xn) 
i<j<k 
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通过 定义 合适 的 随机 变量 Xi(i = 1,…,n) 和 在 (b) 中 取 期 望 , 显示 如 何 得 到 车 名 的 公 
式 
P (U 4)- 2 P(Ai)— >》 》 P(AiAj) + +(-1)" P(A1.…. An) 


i<I 


(c) 考虑 n 个 独立 的 泊 松 过 程 , 第 i 个 具有 速率 Xi. 推导 直到 ”个 过 程 中 有 一 个 事件 
已 经 发 生 的 平均 时 间 的 一 个 表达 式 . 

一 个 二 维 泊 松 过 程 是 一 个 在 平面 上 随机 发 生 的 事件 的 过 程 , 它 使 

(i) 对 于 面积 为 4 的 任何 区 域 , 在 这 个 区 域 中 的 事件 个 数 具 有 均值 为 和 4 的 泊 松 分 布 . 
(i) 在 不 相交 的 区 域 中 的 事件 的 个 数 是 独立 的 . 

对 于 这 样 的 过 程 , 考察 平面 中 的 一 个 任意 的 点 , 而 以 X 记 它 到 最 近 的 事件 的 距离 (其 
EI 证 明 

(a) P{X >t}=e*", (b) E[X] = A 

令 {NN(t),t > 0} 是 具有 随机 速率 工 的 条 件 泊 松 过 程 

(a) 推导 E[LIN(t) = nj 的 一 个 表达 式 . (b) 对 于 s > 求 EIN(s)|IN(t) = 

(c) 对 于 s<t, 求 es = nl]. 

对 于 条 件 泊 松 过 程 , 令 mi = E[Z],m2z = ED . 对 于 s < 利用 mi, mz, 求 Cov(N(s)， 
N(t)). 
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6.1 5| 言 


在 这 一 章 中 , 我 们 考虑 一 类 在 现实 世界 中 有 广泛 应 用 的 概率 模型 , 这 类 中 的 成 
员 是 第 4 章 的 马尔 可 夫 链 的 连续 时 间 版 本 , 这 是 由 给 定 现 在 的 状态 时 , 将 来 与 过 去 
独立 的 马尔 可 夫 性 质 描述 的 . 

连续 时 间 的 可 尔 可 夫 链 的 例子 我 们 已 经 遇 到 过 , 就 是 第 5 章 中 的 泊 松 过 程 . 因 
为 如 果 我 们 令 直 到 时 间 t 为 止 的 到 达 总 数 ( 即 N()) 为 过 程 在 时 间 t 的 状态 , 那么 
泊 松 过 程 是 一 个 具有 状态 0,1 2,… 的 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 , 它 总 是 从 状态 n 进 
行 到 状态 n 十 1, 其 中 n > 0. 这 样 的 过 程 , 称 为 纯 生 过 程 , 由 于 当 一 个 转移 发 生 时 ， 
这 个 系统 的 状态 总 是 增加 1. 更 一 般 地 , 一 个 能 够 只 从 状态 n 进行 到 (在 一 次 转移 
中 ) 状态 n 一 1 或 者 状态 n 十 1 的 指数 模型 , 称 为 生 灭 模型 . 对 于 这 样 的 模型 , 从 状 
态 n 到 状态 n 十 1 的 转移 被 设 定 为 生 , 而 从 状态 n 到 状态 n 一 1 的 转移 是 灭 . 生 灭 
模型 在 生物 系统 的 研究 中 有 广泛 的 应 用 , 而 在 排队 等 待 系统 的 研究 中 , 状态 表示 在 
系统 中 的 顾客 数 . 在 这 一 章 中 , 这 些 模型 将 得 到 广泛 的 研究 . 

在 6.2 节 中 , 我 们 定义 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 , 然后 , 将 它们 与 第 4 章 中 离散 时 
间 的 马尔 可 夫 链 相 联 系 . 在 6.3 节 中 , 我 们 研究 生 灭 过 程 , 而 在 6.4 节 中 , 我 们 推导 
两 组 微分 方程 ( 即 向 前 方程 与 向 后 方程 ). 它们 描述 了 系统 的 概率 规律 . 在 6.5 节 中 ， 
我 们 要 确定 联系 到 一 个 时 间 连 续 的 马尔 可 夫 链 的 极限 (或 长 程 ) 概率 . 在 6.6 节 中 ， 
我 们 考虑 时 间 可 道 性 的 论题 . 我 们 证 明 一 切 生 灭 过 程 都 是 时 间 可 逆 的 , 然后 阐述 这 
种 观察 对 于 排队 系统 的 重要 性 . 在 6.8 节 中 , 我 们 将 说 明 怎样 将 马尔 可 夫 链 均匀 化 ,， 
这 项 技术 对 于 数字 计算 很 有 用 . 


6.2 ”连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 


假设 我 们 有 一 个 取 值 于 非 负 整数 集合 的 连续 时 间 的 随机 过 程 {X(),t > 0}. 与 
第 4 章 中 给 出 的 离散 时 间 的 马尔 可 夫 链 的 定义 相似 , 我 们 说 过 程 {X(t),t > 0} 是 连 
续 时 间 的 马尔 可 夫 链 , 如 果 对 于 一 切 st > 0 和 非 负 整数 i,j,z(wu),0<u<s 有 


P{X(t+s) = j|X(s)=i, X(u) = 7(u),0 <u<s}=P{X(t+s) = j|X(s) 三 计 


换 句 话说 ,连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 是 具有 马尔 可 夫 性 质 的 随机 过 程 ， 即 给 定 现 在 
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X(s) 和 过 去 X(u),0 < wu < s, 将 来 X(t + s) 的 条 件 分 布 只 依赖 现在 并 独立 于 过 
去 . 此 外 , 如 果 
P{X(t+s)= j|X(s)=} 
独立 于 s, 那么 这 个 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 , 称 为 具有 平稳 的 或 者 时 齐 的 转移 概率 . 
在 这 个 课本 中 考虑 的 所 有 的 马尔 可 夫 链 都 假定 具有 平稳 的 转移 概率 . 
假设 一 个 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 在 茶 个 时 间 进 入 状态 i, 例如 , 在 时 间 0, 并 且 
假设 在 随后 的 10 分 钟 过 程 不 离开 4 即 没有 发 生 转移 ). 在 随后 的 5 分 钟 , 该 过 程 不 
离开 状态 i 的 概率 是 多 少 ? 现在 , 由 于 过 程 在 时 间 10 处 于 状态 i, 由 马尔 可 夫 性 质 
推出 , 在 时 间 区 间 [10, 15] 过 程 保持 在 这 个 状态 的 概率 正 是 它 在 状态 i 至 少 保持 5 
分 钟 的 (无 条 件 ) 概率 . 即 如 果 我 们 以 五 记 在 转移 到 一 个 不 同 的 状态 以 前 , 过 程 在 
状态 i 停留 的 时 间 , 那么 
P{T; > 15|T; > 10} = P{T; > 5} 
或 者 , 一 般 地 , 由 同样 的 推理 , 对 一 切 s,t > 0， 
P{Ti > s+tlTi > s} = P{Ti > +t} 


因此 , 这 个 随机 时 间 TZ 是 无 记忆 的 , 而 必须 是 指数 地 分 布 的 (参见 5.2.2 节 ). 

事实 上 , 上 面 的 事实 给 了 我 们 定义 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 的 另 一 个 途径 . 即 它 
是 一 个 具有 以 下 性 质 的 随机 过 程 : 每 次 进入 状态 i 时 有 

(i) 在 转移 到 不 同 的 状态 前 , 它 处 在 这 个 状态 的 时 间 是 均值 为 1/v; 的 指数 随机 
变量 . 

(ii) 当 过 程 离开 状态 i 时 , 以 某 个 概率 PB; 进入 下 一 个 状态 j. 当然 BB 必须 满 
足 

Pa = 0， 一 切 ; > Pi =1， 一切; 


J 

换 句 话说 , 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 是 一 个 随机 过 程 , 它 按 一 个 (离散 的 ) 马尔 可 夫 链 
从 状态 运动 到 状态 , 但 是 在 进入 下 一 个 状态 前 , 停留 在 每 个 状态 的 时 间 是 按 指 数 分 
布 的 . 此 外 , 过 程 停留 在 状态 i 的 时 间 和 下 一 个 访问 的 状态 必须 是 独立 的 随机 变量 . 
因为 如 果 下 一 个 访问 的 状态 依赖 工 , 那么 过 程 已 经 在 状态 i 停留 多 久 的 信息 将 影响 
下 一 个 状态 的 预报 , 而 这 与 急 尔 可 夫 性 假定 矛盾 . 
例 6.1( 一 个 控 鞋 店 ) 考察 具有 两 张 工 作 椅 (椅子 1 和 椅子 2) 的 擦 鞋 店 . 到 达 的 
”顾客 先 去 椅子 1, 鞋 被 清洁 并 擦 亮 . 完成 后 再 去 椅子 2, 鞋 用 软 材料 上 光 . 两 个 椅子 
的 服务 时 间 假 定 是 独立 的 随机 变量 , 分 别 以 速率 ji 与 jv2 指数 地 分 布 . 假设 潜在 的 
顾客 按 速率 和 的 泊 松 过 程 到 达 , 并 且 潜 在 的 顾客 只 在 两 个 椅子 都 空 时 才 进 店 . 

以 上 的 模型 可 以 用 一 个 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 来 分 析 , 但 是 , 我 们 首先 必须 确 
定 合适 的 状态 空间 . 因为 潜在 的 顾客 只 在 没有 其 他 顾客 时 才 进 店 , 由 此 推出 店 中 总 
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是 有 0 个 或 者 1 个 顾客 . 可 是 , 若 有 1 个 顾客 在 店 中 , 则 我 们 也 需要 知道 他 现在 正 
在 哪 张 椅子 上 . 因此 , 一 个 合适 的 状态 空间 可 以 由 0,1 和 2 三 个 状态 组 成 , 其 中 的 状 
态 有 以 下 解释 : 


0 店 是 空 的 
1 一 个 顾客 在 椅子 1 上 
2 一 个 顾客 在 椅子 2 上 
我 们 将 它 留 给 你 作为 习题 验证 
vo=A, v= v=h, P= P22= Po0=1 国 


6.3 生 灭 过 程 


考虑 一 个 系统 , 在 任意 时 间 它 的 状态 用 这 个 时 间 在 系统 中 的 人 数 表示 . 假设 只 
要 系统 中 有 n 个 人 , 则 (i) 新 到 达 者 以 指数 速率 和 An 进入 系统 , 而 (让 人 们 以 指数 
速率 jn 离开 系统 . 即 只 要 系统 中 有 n 个 人 , 则 直到 下 一 个 到 达 的 时 间 是 按 均值 为 
1/》Xn 指数 地 分 布 的 , 而 且 独 立 于 直到 下 一 个 离开 的 时 间 , 后 者 是 按 均 值 为 1/pn 指 
数 地 分 布 的 . 这 样 的 系统 称 为 生 灭 过 程 . 参数 {An}%o 和 {un} 呈 分 别称 为 到 达 (或 
出 生 ) 和 离开 (或 灭亡 ) 的 速率 . 

于 是 , 生 灭 过 程 是 具有 状态 {0,1,…:} 的 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 , 它 从 状态 n 的 
转移 只 能 到 状态 n 一 1 或 者 状态 n 十 1, 生 灭 率 和 状态 转移 率 与 概率 的 关系 是 


vo 一 入 0， 
一 Ai 十 1 2> 0 
Por=1 
Piiti = i 
Hi 
和 Xi 十 1 
这 是 因为 若 在 系统 中 有 i 个 人 , 如 果 生 发 生 于 灭 之 前 , 则 下 一 个 状态 将 是 i 十 1, 而 
速率 为 N 的 指数 随机 变量 早 于 一 个 (独立 的 ) 速率 为 ji 的 指数 随机 变量 发 生 的 概 
率 是 Xi/(Ai 十 由 ). 再 者 , 直到 一 个 出 生 或 一 个 灭亡 发 生 的 时 间 是 速率 为 X 二 Hi 的 
指数 分 布 (从 而 vi = Xi 十 Ai) 
例 6.2 ( 泊 松 过 程 ) 考虑 一 个 生 灭 过 程 , 它 有 


i>>0 





| 一 i>>0 
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A 入 = 和， 对 于 一 切 n >0 


这 是 一 个 绝 不 发 生 离 开 的 过 程 , 而 相继 的 到 达 之 间 的 时 间 是 均值 1/ 和 的 指数 随机 变 
量 . 因此 , 这 就 是 泪 松 过 程 . 图 
一 个 对 于 一 切 n 都 有 jn = 0 的 生 灭 过程 称 为 纯 生 过 程 . 另 一 个 纯 生 过 程 由 下 
面 的 例子 给 出 . 
例 6.3 (有 线性 出 生 率 的 纯 生 过 程 ) 考虑 一 个 总 体 , 它 的 成 员 可 以 产生 新 的 成 员 , 但 
是 不 会 死亡 . 如 果 每 个 成 员 都 独立 于 其 他 成 员 行动 , 而 以 均值 1/ 和 的 指数 时 间 产 生 
新 成 员 , 那么 , 如 果 在 时 间 t 总 体 的 大 小 是 X(t), 那么 {X(t>0} 是 和 n= nM(n > 0) 
的 纯 生 过 程 . 这 是 因为 若 总 体 由 个 成 员 组 成 而 每 个 以 指数 速率 和 出 生 , 则 出 生发 
生 的 总 速率 是 nA. 纯 生 过 程 通常 称 为 尤 尔 过 程 , G. 尤 尔 曾 将 它 应 用 到 进化 的 数学 
理论 中 , 故而 以 他 的 名 字 命 名 . 国 
例 6.4 (移民 的 线性 增长 模型 ) 一 个 


= W211 Mn=nA++0, n>0 


的 模型 称 为 移民 的 线性 增长 模型 . 这 种 过 程 自然 地 出 现在 生物 繁殖 和 群体 增长 的 研 
究 中 . 总 体 中 的 每 个 个 体 假定 以 指数 速率 和 出 生 . 此 外 , 存在 一 个 总 体 的 指数 增加 = 
率 9, 这 是 由 外 来 的 移民 所 引起 . 因此 , 有 n 个 成 员 的 系统 的 总 的 出 生 率 是 nA 二 0 
假定 总 体 的 每 个 成 员 的 死亡 以 指数 速率 / 发 生 , 所 以 jn = ny 

以 X(t) 记 在 时 间 t 总 体 的 大 小 . 假设 X(0) = 并 且 令 


M(t) = ELX(t) 


我 们 通过 推导 及 求解 一 个 满足 的 一 个 微分 方程 来 确定 M(t). 
我 们 先 通过 取 条 件 于 X(t) 推导 M(t 十 h) 的 一 个 方程 . 它 导出 


M(t+h)= EILX(t+h)] = E[E[X(t + h)|X(t)] 


现在 , 给 定 在 时 间 t 总 体 的 大 小 , 然后 忽略 概率 为 o(h) 的 事件 , 在 时 间 t 十 h 总 体 增 
加 1, 如 果 在 (t,t+h) 中 有 一 个 出 生 或 一 个 移民 发 生 ; 或 者 减少 1, 如 果 在 这 个 区 间 
有 一 个 死亡 ; 或 者 当 这 两 种 可 能 性 都 没有 出 现时 保持 不 变 . 即 给 定 世人 


X 人 十 1， ”以 概率 [6 十 半 (t) 和 Jh 十 o(h) 
X(t 二 +h)= X(t) 一 1， ”以 概率 X(t)nh 十 o(h) 
X(t), 以 概率 1 一 [0 十 X(t 和 + X(t)plh + ol(h) 


所 以 
EIX(t+ IX = X(t) + 0+ XEN — Xuh + olh) 
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取 期 望 导致 
MT 站 =MN+( 和 一 站 MT+ 久 二 To) 


或 者 , 等 价 地 


= QWM)+0+ 


M(t+h)— M(t) 
h 
当 hh 一 0 时 取 极 限 导 出 微分 方程 
M'(t)=(A—-WM(t)+0 (6.1) 
如 果 我 们 现在 定义 函数 h(t) 
h(t) = (A— nM(t)+0 


那么 
h(t) = A- M'() 


所 以 , 微分 方程 (6.1) 可 以 写 为 


及 区 
二 h(t) 或 he) = 和 A—h 
求 积 分 导致 
In[h(t)| = A—pn)t+i+ce 
或 
h(t) = Ke -+)t 
将 M(t) 代 回 上 式 给 出 


0+ A-—nM(t) = Ke 
为 了 确定 常数 K 的 值 , 我 们 用 M(0) = i, 并 给 上 式 在 t= 0 赋值 . 这样 给 出 
0+(A—n4)i=K 


代入 上 面 M(t) 的 方程 , 导致 M(t) 的 如 下 的 解 
M(t) = E [Rs 二 iet NL)t 





注意 我 们 隐 性 地 假定 了 入 冯 4. 如 果 入 = 几 那么 微分 方程 (6.1) 简化 为 


M’(t)=0 (6.2) 


对 (6.2) 求 积 分 , 并 且 利 用 M(0) = 给 出 解 
M(t)=0t+i 加 


例 6.5( 排队 系统 M/M/1) 假设 顾客 按 速率 和 的 泊 松 过 程 到 达 一 个 单 服 务 线 的 
服务 站 . 即 相 继 到 达 之 间 的 时 间 是 均值 1/ 和 的 独立 指数 随机 变量 . 每 个 顾客 在 到 达 
时 如 果 服 务 线 有 空 , 就 直接 进入 服务 ; 如 果 没 有 空 , 那么 顾客 加 入 排队 ( 即 在 队列 等 
得 ). 当 服 务 线 结束 了 一 个 顾客 的 服务 , 这 个 顾客 离开 这 个 系统 , 而 队列 中 如 果 有 人 
等 待 , 则 下 一 个 顾客 进入 服务 . 相继 的 服务 时 间 假 定 是 均值 为 1/4 的 独立 指数 随机 
变量 . 

以 上 的 是 通常 所 说 的 M/M/1 排队 系统 . 第 一 个 M 表示 到 达 间 隔 过 程 是 马尔 
可 夫 的 (因为 是 泊 松 过 程 ), 而 第 二 个 M 表示 服务 时 间 的 分 布 是 指数 的 (因此 是 马尔 
可 夫 的 ). 数字 1 表示 有 一 个 单 服务 线 . : 

如 果 我 们 以 X(t) 记 在 时 间 t 系统 中 的 顾客 数 , 则 {XX(),t > 0} 是 


Ln=4, nl1 A 三 让 入 祁 0 丽 


例 6.6 (多 服务 线 的 指数 排队 系统 ) 考虑 具有 s 条 服务 线 的 指数 排队 系统 , 每 条 服 
务 线 以 速率 / 工作 . 一 个 进入 的 顾客 先 在 队列 等 待 , 然后 走向 首 条 空 着 的 服务 线 
这 是 一 个 参数 为 


m= Pn Mn=A, n>20 
Sh, nN>s 
的 生 灭 过 程 . 弄 清 楚 为 什么 正确 , 推理 如 下 : 若 有 7 个 顾客 进入 系统 , 其 中 mn < s, 则 
n 条 服务 线 忙 着 . 因为 每 条 服务 线 以 速率 4 工作 , 总 的 离开 速率 将 是 np. 另 一 方面 ， 
硅 有 7 个 顾客 进入 系统 , 其 中 n > s, 则 所 有 的 s 条 服务 线 都 忙 着 , 因此 总 的 离开 速 
率 将 是 su. 这 是 大 家 知道 的 M/M/s 排队 模型 . 加 

现在 考虑 具有 出 生 率 {An} 与 死亡 率 {jn} 的 一 般 的 生 灭 过 程 , 其 中 jo = 0, 以 
下 记 开 始 处 在 状态 i 的 过 程 进 入 状态 i 十 1(i > 0) 的 时 间 . 我 们 从 i = 0 开始 递 推 
地 计算 E[Z],i > 0. 由 于 To 是 速率 为 Xo 的 指数 随机 变量 , 我 们 有 


1 
El[70] = 部 


对 于 i > 0, 我 们 取 条 件 于 首次 转移 使 过 程 到 达 i - 1 还 是 ?二 1 即 令 


，_/ 1， 首次 转移 从 i 到 i+1 
l 0， ”首次 转移 从 i 到 i 一 1 
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: a E[T;_1| 十 E[T:| (6.3) 


| ElT|I; = 
这 是 由 于 独立 于 第 一 次 是 从 生还 是 死 出 发 的 转移 , 直到 它 发 生 转移 的 时 间 是 速率 为 
和 i 十 Li 的 指数 随机 变量 . 现在 如 果 首 次 转移 是 一 个 生 , 那么 总 体 大 小 是 i 十 1, 所 以 
不 需要 附加 时 间 ; 然而 , 如 果 它 是 一 个 死 , 那么 总 体 大 小 变 成 i 一 1, 转移 到 i 十 1 需 
要 的 附加 时 间 等 于 它 回 到 i 的 时 间 (有 均值 E[T;_1]) 加 上 它 到 达 i 十 1 的 附加 时 间 
(有 均值 E[]). 因此 , 由 于 首次 转移 是 一 个 生 的 概率 为 Xi/(Ai 十 ji), 我 们 看 到 





BIN] 一 元 wn + (Elnal + EIT) 
或 者 , 等 价 地 
E[T] = 均 十 全 EIT 由 


由 五 [7o] = 1/Xo 开始 , 上 面 的 关系 导出 相继 地 计算 EI], E[72], 等 等 的 有 效 方法 . 
现在 假设 我 们 要 确定 从 状态 到 状态 j(i < 7) 的 平均 时 间 . 这 可 以 由 上 式 给 出 

其 中 要 注意 这 个 量 等 于 也 [Ti 十 ElTini] 十 … 十 BE[Ty-1]. 

例 6.7 对 于 具有 参数 和 i = 的 三 4 的 生 灭 过 程 


El[T;| = > -+ FED- 1] = = xl 十 /也 [7 1]) 
由 E[7o] = 1/Xo 开始 , 我 们 看 到 


E[N] = = x (1+4), E[72] = + + (和 | 


而 一 般 地 
i -ny i 二 1 
El[T;] = > 1 (人 ) +…+ ($) 一 一 和 
从 状态 k(k <j 开始 , 到 达 状 态 7 的 平均 时 间 是 
k a —k 
BE[ 从 大 到 了 的 时 间 ] = pin 人 


上 面 假定 了 入 关 4. 如 果 入 = 几 那么 


一 - 


E[T;] = ,EE[ 从 到 j 的 时 间 ] = 





707 十 1) 一 K(K 十 D) 
2 入 
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我 们 也 可 以 利用 条 件 方差 公式 计算 从 0 到 i 上 + 1 的 时 间 的 方差 . 首先 注意 方程 
(6.3) 可 以 写成 


E[TIL] = + (1— E)(E[T1] + EL)) 





Ai 十 1.i 
于 是 

Var 加) = (EIT + BI)? Var(n) = (Bn + BID)? 
其 中 Var() 的 表示 是 因为 是 参数 为 p = XN/CX + 44) 的 伯 努 利 随机 变量 . 此 外 
注意 到 若 我 们 以 X; 记 直到 从 i 发生 转移 的 时 间 , 那么 


(6.4) 





Var(Ti|1; 一 ] ) 一 Var(Xi|l1; a 1) 一 Var(Xi) 一 i (6.5) 
其 中 上 式 用 了 直至 转移 发 生 的 时 间 独 立 于 下 一 个 访问 的 状态 这 个 事实 . 此 外 
Var(Ti|J; = 0)== Var(Xi 十 回 到 5i 的 时 间 + 然后 到 达 i+1 的 时 间 ) (6.6) 


= Var(Xi) + Var(T;_1) + Var(T,) 
其 中 上 式 用 了 三 个 随机 变量 是 独立 的 事实 . 我 们 可 以 将 方程 (6.5) 与 (6.6) 改写 为 
Var (Tl) = Var(Xi) + (1 — £1)[Var(T;_1) + Var(T)] 
所 以 


1 
一 一 一 一 二 十 一 一 
WU 十 Xi” ps 


因此 , 利用 条 件 方差 公式 , 它 说 明 Var(Z;) 是 方程 (6.7) 和 (6.4) 的 和 , 我 们 得 到 


ElVar(T:i|1;)] = [Var(Ti_1) 十 Var(Z5 | (6.7) 





1 
Var(Ti:) 一 Ca FN 十 一 一 一 一 记 入 [Var(T;— 1) 十 Var(T; )] 十 a(n- 1| 十 E[T:])? 
或 者 , 等 价 地 


由 Var(7b) = 1/X0 以 及 利用 前 面 的 递 推 关系 得 到 期 望 的 公式 , 我 们 可 以 递 推 地 计算 
Var(T). 此 外 , 若 我 们 需要 从 状态 出 发 到 达 状 态 j(k < 7) 的 时 间 的 方差 , 则 它 可 
以 表示 为 从 到 十 1 的 时 间 加 上 从 十 1 到 有 十 2 的 附加 时 间 , 如 此 等 等 . 因为 由 
马尔 可 夫 性 质 这 些 相继 的 随机 变量 是 独立 的 , 由 此 推出 


7 一 1 
Var( 从 天 到 也 的 时 间 ) = 》 Var(T) 
i=k 
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6.4 ”转移 概率 函数 Piy(?) 
， 
Pi(t) =P{X(t+s) =j|X(s) = 


记 现 在 处 在 状态 i 的 过 程 在 时 间 t 后 处 在 状态 7 的 概率 . 这 些 量 常 称 为 连续 时 间 马 
尔 可 夫 链 的 转移 概率 . 

在 有 不 同 的 出 生 率 的 纯 生 过 程 的 情形 我 们 可 以 用 显 式 确定 Pi;(t). 对 于 这 样 

的 过 程 , 以 Xk 记 在 转移 到 状态 十 1(k > 1) 以 前 过 程 在 状态 停留 的 时 间 . 假设 

i 2 令 7 > i 那么, 因为 X; 是 在 转移 到 状态 i 十 1 以 前 过 程 在 状 

态 i 停留 的 时 间 , 而 Xi 是 在 转移 到 状态 i 十 2 以 前 过 程 在 状态 i 十 1 停留 的 时 间 ， 


如 此 等 等 , 由 此 推出 3 是 进入 状态 ; 所 用 的 时 间 . 现在 , 如 果 过 程 直到 时 间 t 
为 止 还 没有 进入 状态 ， % 则 它 在 时 间 + 的 状态 小 于 j, 而 反之 亦 然 . 即 
X(t) a de >+ 


所 以 , 对 于 i < j, 我 们 对 于 纯 生 过 程 有 


P{X(t) <j|X(0)=} =P rl > L 


k=; 


面 的 事实 以 及 给 出 i 的 尾 分 布 的 方程 (5.9), 我 们 得 到 


天 一 2 


P{X(t) <jIlX(0) = = Te IT 2 2 





k=i r#¥k, r=1 
在 上 式 中 用 jy 十 1 代替 j 给 出 
了 了 
P{X(t) <j+1|X(0)=} = >》 et [I 入 人 
k=1 rk, r=i S 


由 于 
P{X(t) =j|X(0)=}=P{X(t) <j+1|X(0)=}—P{X(t) <jIX(0) = 


以 及 由 于 Pi(t) = P{Xi > } = e-*t, 我 们 已 经 证 明了 下 面 的 命题 . 
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命题 6.1 ”对 于 当 i 关 j 时 X 关 》 的 纯 生 过 程 有 








二 —Akt 2 和 Ar 。 —Art 0 Na 入 r 
. .人 7 k , . r k 
k=1i 7 天 大 ,7 一 ? k=1i rz#¥k,r=1i 


P, 人 Em eit 


例 6.8 考虑 尤 尔 过 程 , 它 是 一 个 纯 生 过 程 , 其 中 总 体 中 的 每 个 个 体 独 立地 给 出 出 
生 率 和 从 而 和 n= nA,n > 1. 令 i= 1, 我 们 由 命题 6.1 得 到 











了 7 5 | 
CR —kMt 7 一 5AXt 7 
Py 2 II es [I r—k 
k=1 rk,r=1 k=1 r#¥k,r=1 
2 | He 
~e-MTT— Ve 2 We 
r 二 1 =y k=1 rz¥k,r=1 7 一 rxk,7r=1 rk 
el 7 一 1 
过 6 二 1)=1 十 >》 eext ( _ 1 [I 
k=1 7 一 rk,r=1 7 一 
现在 
一 1 。 
本 TI C00 JJ 
jh dr-k (有 2 一 有 人 -1 有 0 一 | k—1 
所 以 
| kA k—1 A et We 
Pj(t) = >», 人 1 (DT =e > | i js (-D)' =e (le ™) 
k=1 i=0 


于 是 , 以 单个 的 个 体 开始 , 在 时 间 总体 的 大 小 有 一 个 均值 为 es 的 几何 分 布 . 如 果 
总 体 开始 有 i 个 个 体 , 那么 我 们 可 以 将 每 个 个 体 看 成 开始 它 有 自己 的 独立 的 尤 尔 过 
程 , 所 以 在 时 间 t 总体 是 ;个 参数 为 e 的 独立 同 分 布 的 几何 随机 变量 的 和 . 但 这 
意味 着 , 对 给 定 的 X(0) = i, X(t) 的 条 件 分 布 相同 于 , 抛掷 一 枚 每 次 正面 朝 上 的 概 
率 为 e 的 硬币 , 要 收集 到 总 共有 宇 个 正面 时 所 必须 抛掷 的 次 数 的 分 布 . 因此 , 在 
时 间 总 体 的 大 小 有 一 个 参数 为 i 和 e-X 的 负 二 项 分 布 , 从 而 


一 1 a 
Pi;(t) = (: _ | —e Ti, j>i>1 


(当然 , 我 们 可 以 用 命题 6.1 立刻 得 到 Pi(t) 的 方程 , 而 不 只 是 得 到 Pij(t), 但 是 , 需 
要 用 来 证 明 最 终 的 表达 式 与 前 面 的 结果 等 价 的 代数 推演 已 在 某 种 程度 上 论 及 )， 国 
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我 们 现在 将 推导 一 般 的 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 Pi;(t) 满足 的 一 组 
微分 方程 . 然而 , 我 们 首先 需要 一 个 定义 以 及 一 对 引 理 . 
对 于 一 对 6,j, 令 z 
qi; = viP; 
由 于 vw 是 过 程 处 于 状态 i 时 的 转移 速率 , 而 PPB; 是 这 个 转移 为 到 状态 7 的 概率 , 由 
此 推出 qi; 是 过 程 处 于 状态 i 时 转移 到 状态 j 的 速率 . 量 qi; 称 为 联 时 转移 率 . 由 于 


Vi 一 D> Wi 一 > ,qi 
7 了 


d d 

万” 过 A 

7 2 gi; 
由 此 推出 特定 的 瞬时 转移 率 确定 了 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 的 参数 . 
引 理 6.2 
(a) limn_,o VU; (b) limp_,o 兰 通 产 当 过 过 肘 
证 明 ”我 们 首先 注意 , 由 于 直到 发 生 一 个 转移 的 时 间 是 指数 地 分 布 的 , 由 此 推出 在 
时 间 h 中 有 两 次 或 两 次 以 上 转移 的 概率 是 o(h). 于 是 , 过 程 在 时 间 0 处 于 状态 i 而 
在 时 间 hh 不 在 状态 i 的 概率 1 一 Pi(h) 等 于 在 时 间 h 内 发 生 一 次 转移 的 概率 加 上 
关于 hh 的 某 个 无 穷 小 量 . 所 以 
1— Pi (h) 一 vih 本 o(h) 


这 就 证 明了 (a). 关于 (b) 的 证 明 , 我 们 注意 过 程 在 时 间 h 内 由 状态 i 转移 到 状态 j 
的 概率 Pi;(h) 等 于 在 这 段 时 间 中 发 生 一 个 转移 的 概率 乘 以 这 个 转移 是 到 状态 7 的 
概率 , 并 加 上 关于 h 的 某 个 无 穷 小 量 . 即 

P; (h) 一 hviPi; 二 o(h) 
这 就 证 明了 (b). 图 
引 理 6.3 ”对 于 一 切 s 立 0, 上 ty>0 


1— Pi(h) 


Pj(t+s) = Patt) Pe) (6.8) 
k=0 


证 明 ”为 了 过 程 在 时 间 s 十 t 中 从 状态 i 达到 状态 j, 它 必须 在 时 间 t 处 于 某 处 , 故 


而 
P(t+s)=P{X(t+s) =jX(0) = 


= >》 _P{X(t+s)=j,X(t) = kX(0) = 
k=0 
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= 》 _P{X(t+s)=jIX(t) = k,X(0) =i}-P{X(t) = kX(0) = 村 
5 


= = SPIX(t+ a) = = k}.P{X(t) = kIX(0) = 
k= 0 


= > Pj;(s)Pix(t) 
k=0 
这 就 完成 了 证 明 . 用 
(6.8) 这 组 方程 是 大 家 知道 的 C-K 方程 . 由 引 理 6.3, 我 们 得 到 
Piy(h+t)— P(t)= >_ Pix(h)Pes(t) — P(t) 
= BPa(WPrs() ~ ~ Pa(WIPs() 
从 而 


现在 假定 我 们 可 以 将 上 式 中 的 极限 与 求 和 交换 次 序 , 并 且 应 用 引 理 6.2, 我 们 得 到 
P(t) = > gig Pes(t) — viPi(t) 


kzi 
这 个 次 序 的 交换 事实 上 是 可 以 验证 的 , 因此 , 我 们 有 下 述 定理 . 
定理 6.1( 科 尔 莫 戈 罗 夫 向 后 方程 ) 对 于 一 切 状态 i,7 和 时 间 t >> 0， 


Pi(t) = > gir Pej(t) — viPi(t) 


kA 
例 6.9 ”对 于 纯 生 过 程 , 向 后 方程 变 成 
Pij(t) = AH 的 一 AR 人 国 
例 6.10 ”对 于 生 灭 过 程 , 向 后 方程 变 成 
Po;(t) = MNP;(t) — Mo Po;(t), 








入 ; Hi 
人 a — (A 2 
; 十 1,7 (t) 和 Fs 1,7 @)| (入 ) 7 (t) 


Py = Ott) [i 


或 者 , 等 价 地 
Po;(t) = NlPi;(t) — Po;(t)), (6.9) 


292 第 6 章 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 


2 OT TI 
P(t) = NAPs(t) + piPi-ys(t) — (Mit+pi)Pis(t), i>0 省 


例 6.11 (由 两 个 状态 组 成 的 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 ) 考察 一 个 在 失效 前 按 均 值 1/ 入 
的 指数 时 间 工 作 的 机 器 , 并 且 假 设 要 用 均值 为 1/4 的 指数 时 间 修复 这 个 机 髓 . 如 采 
机 器 在 时 间 0 时 它 在 工作 , 那么 在 时 间 t= 10 时 它 还 在 工作 的 概率 是 多 少 ? 

为 了 回答 这 样 一 个 问题 , 我 们 注意 这 个 过 程 是 生 灭 过 程 (以 状态 0 表示 机 釉 在 
工作 , 而 以 状态 1 表示 机 器 在 修理 ), 具有 参数 


和 0 一 入 Hl 三， Xi 一 0， 1 天 0， Mi = 0, 1 天 1 


我 们 将 通过 求解 在 例 6.10 中 给 出 的 一 组 微分 方程 来 推导 这 个 所 要 求 的 概率 ， 即 
Poo(10). 由 方程 (6.9), 我 们 得 到 


Pio(t) = APio(t) — Poo(t)], (6.10) 
Plo(t) = pPoolt) — pPiolt) (6.11) 
将 方程 (6.10) 乘 以 ,而 将 方程 (6.11) 乘 以 X, 然后 将 两 个 方程 相 加 , 导出 
Poolt) + APio(t) =0 


通过 求 积 分 , 我 们 得 到 
LPoo (t) 十 入 Pio (t) Se 


可 是 , 因为 Poo(0) = 1 以 及 Pio(0) = 0, 我 们 得 到 c =， 因此 
uPoo(t) + APio(t) 三 以 (6.12) 


或 者 , 等 价 地 . 
APio(t) = nll — Poo(t)] 


通过 将 这 个 结果 代入 方程 (6.10), 我 们 得 到 


Pis(t) = ull — Poo(t)] — APoolt) = 4 — (p+ NPoo (t) 


必 


a 2 
我 们 有 


WE) = (pt [hlO + | = (+ Nn 
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h(t) 
ye 一 十 入) 


通过 两 边 求 积 分 , 我 们 得 到 


Inh(t)= (4+A)t+c 或 h(t) = Ke (t+)t 





从 而 
— Ke-(tNt 上 人 
: Poo(t) = Ke /十 人 
通过 置 上 = 0 和 利用 事实 Poo(0) = 1, 最 终 导致 
A Ne 
Poo(t) ee FS L+HNt 十 厅 直 志 
从 方程 (6.12), 它 也 蕴含 
=) 
Piolt) = pr BTA 
因此 我 们 所 要 求 的 概率 Poo(10) 等 于 
Pyo(10) 一 Ey 十 | | 


也 可 以 推导 不 同 于 加 后 方程 的 另 一 组 微分 方程 . 这 组 方程 是 大 家 知道 的 科 尔 莫 
区 罗 夫 向 前 方程 , 推导 如 下 . 从 C-K 方程 ( 引 理 6.3) 我 们 有 


Pj(+h) Py(d)= Pa(D Ps(h) - Py(d) 
k=0 


=》 Pp(t)Pes(h) — [1 — Py(h)]Pi(t) 
kA] 


。 Fijlt h)— P(t Prj(h 1l— Pi(h 
加 b> | mo 


并 且 假 定 我 们 可 以 交换 极限 与 求 和 , 我 们 从 引 理 6.2 得 到 


P(t) = > qs Pix(t) — vi Pis(t) 
1 
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但 是 , 我 们 不 总 能 验证 极限 与 求 和 的 次 序 可 交换 , 因此 , 上 式 并 不 总 是 成 立 的 . 然而 ， 
它们 在 多 数 模型 中 成 立 , 这 些 模 型 包括 生 灭 过 程 和 一 切 有 限 状 态 模型 . 这 样 我 们 有 
如 下 的 定理 . 

定理 6.2 ( 科 尔 莫 戈 罗 夫 向 前 方程 ) 在 合适 的 正则 条 件 下 ， 


有 的 = 》 qj Pir(t) — vi Pi (t) (6.13) 


k¥1 
现在 我 们 对 于 纯 生 过 程 求解 向 前 方程 . 对 于 这 种 过 程 , 方程 (6.13) 简化 为 
Pi 的 = Ni1Pi,j-1(t) — NPi;(t) 


然而 , 注意 到 只 要 7 < i 就 有 Pi;(t) = 0( 因 为 没有 死亡 发 生 ), 我 们 可 以 重 写 上 述 方 
程 得 到 


Pi(t) = —NPa(t), Pis(t) =N-1P,-i(t) -NPs(t), ji+1 (6.14) 
命题 6.4 ”对 于 纯 生 过 程 ， 
Pailt) 一 et >0 
t 
P;(t) = Ne | eis ,ji—1(s)ds, 7 之 ?十 1 
0 
证 明 ”从 方程 (6.14) 通过 求 积分 以 及 利用 PBi(0) = 1, 得 到 Pi(t) = e 而 对 于 
Pij(t) 的 对 应 结果 的 证 明 , 我 们 注意 由 方程 (6.14) 得 到 
eNt[P!(t) + NPi(t)] = eV MN-1P,s-1(t) 
四 d 
mle Ps (t)] = NM-1e Pj-1(t) 


因此 , 由 于 Pi;(0) = 0, 我 们 得 到 所 要 的 结果 . 羡 
例 6. 2 生 灭 过 程 的 向 前 方程 ) 对 于 一 般 的 生 灭 过 程 的 向 前 方程 (方程 6.13) 是 


Po 的 = > qroPin(t) — MPiolt) = Pailt) ~ MPiolt) (6.15) 
kz¥0 
P(t) = > qr; Pir(t) — Oi + p13)Pi(t) (6.16) 
KR 天 7 


= Nj_1Pg 1(t) + ptiPissti(t) — Ny +H)Py(t) 时 
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6.5 极限 概率 


与 离散 时 间 的 马尔 可 夫 链 的 一 个 基本 结果 类 似 , 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 在 时 间 
t 处 在 状态 i 的 概率 常常 收敛 到 一 个 独立 于 初始 状态 的 极限 值 . 即 如 果 我 们 记 这 个 
值 为 P;, 那么 
P; = lim P(t) 
其 中 我 们 假定 了 极限 存在 而 且 独 立 于 初始 状态 i. 
为 了 推导 万 的 一 组 方程 , 首先 考虑 这 组 方程 的 向 前 方程 : 


P(t) = >》 qkij Pik(t) — vj Pi;(t) (6.17) 
大 天 7 


现在 如 果 我 们 让 t 趋 于 co, 那么 假定 我 们 可 以 交换 极限 和 求 和 的 次 序 , 我 们 得 到 


Jim Pi(t) = Lim > qxi Pik(t) — vj Piy 9 = 2 qrj Pe — vjP; 
J J 


然而 , 因为 Pij(t) 是 一 个 有 界 函 数 (是 一 个 概率 , 它 总 是 在 0 和 1 之 间 ), 由 此 推出 如 
果 Pi(t) 收敛 , 那么 它 必须 收敛 到 0 (为 什么 ?). 因此 , 我 们 必须 有 


Uy >》 gri Pe 一 vjP; 


kz#j 
或 
vjPj = >》 qkjyPe， 一 切 状态 5 (6.18) 
kA7 
上 面 的 一 组 方程 与 方程 
》 户 =1 (6.19) 
7 


联合 起 来 可 以 用 来 求解 极限 概率 
注 (i) 我 们 假定 了 极限 概率 忆 存在 . 对 此 的 一 个 充分 条 件 是 

(a) 马尔 可 夫 链 的 所 有 状态 在 下 述 意 义 下 互通 : 对 于 一 切 6,j, 从 状态 i 出 发 有 
一 个 最 终 进入 状态 7 的 正 概率 

(b) 马尔 可 夫 链 在 下 述 意 义 下 正常 返 从 任意 状态 出 发 , 回 到 这 个 状态 的 平均 
时 间 有 限 . 

若 条 件 (a) 和 (b) 成 立 , 则 极限 概率 存在 , 而 且 满足 方程 (6.18) 和 (6.19). 此 外 ， 
PP 也 解释 为 这 个 过 程 在 状态 7 的 时 间 的 长 程 比例 
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(ii) 方程 (6.18) 和 (6.19) 有 一 个 很 好 的 解释 : 在 任意 时 间 区 间 (0, 中 , 转移 到 
状态 j 的 次 数 必须 在 相差 1 的 范围 内 等 于 转移 出 状态 j 的 次 数 (为 什么 ?) . 因此 ， 
在 长 程 中 , 转移 到 状态 j 发 生 的 速率 必须 等 于 转移 出 状态 7 发 生 的 速率 . 现在 , 当 过 
程 处 在 状态 7 时 , 它 以 速率 v; 离开 , 而 PP 是 它 处 在 状态 7 的 时 间 的 比例 , 于 是 推出 


vj = 过 程 离开 状态 7 的 速率 


类 似 地 , 当 过 程 处 在 状态 & 时 , 我 们 看 到 它 以 速率 gr; 从 状态 k 进入 状态 j. 因此 ， 
及 作为 在 状态 大 的 时 间 的 比例 , 我 们 看 到 从 大 到 7 的 转移 发 生 的 速率 正 是 quj 及 . 
于 是 
》 qkjP: = 过 程 进入 状态 j 的 速率 . 

ki 

所 以 , 方程 (6.18) 正 是 一 个 过 程 进入 和 离开 状态 7 的 速率 相等 的 一 个 陈述 . 因为 它 
平衡 (即使 之 相等 ) 了 这 些 速 率 , 方程 (6.18) 有 时 被 认 作 平 衡 方 程 . 

(ii) 当 极 限 概率 已 存在 时 , 我 们 说 这 个 链 是 遍历 的 . 有 时 万 称 为 平稳 概率 , 因 
为 可 以 证 明 (正如 离散 时 间 情 形 ) 否 初 始 状 态 按 分 布 { 万 } 选取 , 则 对 于 一 切 t, 在 时 
间 t 处 于 j 的 概率 是 万 

现在 让 我 们 确定 生 灭 过 程 的 极限 概率 . 由 方程 (6.18) 或 等 价 地 , 使 过 程 离开 一 
个 状态 的 速率 与 它 进入 这 个 状态 的 速率 相等 , 我 们 得 到 


状态 离开 它 的 速率 = 进入 它 的 速率 
0 MPo = WP 
1 (Ai 十 JI) 五 = pb + NP 
2 (N+ 2) 已 = pst+ AAP 
N,N 之 工 (和 nm 二 Ws) Pr 三 An 二 In 二 1i 十 Ap-iLn -1 
通过 将 每 一 个 方程 与 它 前 面 的 一 个 方程 相 加 , 我 们 得 到 
MPo = p11, 
和 1 万 = 12P,, 


M2P = 13Ps, 


A = mis 7 之 0 


通过 ho 求解 ， 导出 


ss 
H1 
访 = 凶 -Ap 
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入 
sy M2A1N0 P, 
KH3H2H1 





Se 
| 
人 


入 入 有 
0 An-l2n-2… AlA0 及 
Ln De ee 


通过 利用 》_P, = 1, 我 们 得 到 


n=0 


Anie 1° .A1N0 
1- B+m)) Hn*** H2H1 


7 一 | 


Po = 
ee 
1 十 
>) Me H1H2: 


所 以 
AoA1 …， An- 1 


AR 
HU2 Min 人 
r21 HIH2 …HNnr 


“上述 方程 也 向 我 们 展示 了 , 什么 样 的 条 件 对 于 这 些 极限 的 存在 是 必须 的 . 即 必须 
要 有 


P, = n>1 (6.20) 


AOA :+ Mn_1 
| HI1H2°*** Hn 
也 可 以 证 明 这 些 条 件 是 充分 的 . 
在 多 服务 线 的 指数 排队 系统 ( 例 6.6) 中 , 条 件 (6.21) 简化 为 


OO 和 ma 


< oo (6.21 ) 


一 一世 COO 
ne (SH)™ 


它 等 价 于 和 /sw < 1. 
对 于 移民 的 线性 增长 模型 ( 例 6.4), 条 件 (6.21) 简化 为 


Sy 0+ Ot nN) 


| Oo 
nM 


n= 二 1 


利用 比例 判别 法 , 为 保证 上 式 收敛 , 只 需 


人 | 
ee 0(0++ A 和):…(0+nA) nly” 0+nAM A 


人 全 
nco (n+l)lpntl 00+ 和 (0+ -TD ooo+DA kh 
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即 在 和 <j 时 条 件 满足 . 当 和 > 1 时 , 容易 证 明 条 件 (6.21) 并 不 满足 . 

例 6.13 (机 器 修理 模型 ) 考察 由 M 台 机 器 和 一 个 服务 工 组 成 的 一 个 加 工 车 间 . 候 
设 每 台 机 器 在 失效 前 的 运行 时 间 具 有 均值 为 1/ 的 指数 分 布 , 并 且 假 设 服务 工 修理 
一 台 机 器 的 时 间 具 有 均值 为 1/y 的 指数 分 布 . 我 们 要 回答 这 些 问 题 , (a) 没 使 用 的 
机 器 的 平均 台数 是 多 少 ? (b) 每 台 机 器 在 使 用 中 的 时 间 比 例 是 多 少 ?” 

解 ” 如 果 n 台 机 器 不 在 使 用 中 , 我 们 就 说 系统 处 在 状态 mw 那么 上 面 的 是 一 个 具有 
参数 


jn 三 以 了 之] 
》 (M — n)A, n<M 
” 0， M 


的 生 灭 过 程 . 在 下 述 意义 下 正确 , 即将 失效 的 机 器 当 作 一 个 到 达 , 并 且 将 修复 的 机 器 
当 作 离开 . 如 果 任 何 机 器 失效 , 那么 因为 修理 工 的 速率 是 j, 有 jn = 从 另 一 方面 ， 
如 果 n 台 机 右 不 在 使 用 中 , 那么 由 于 余下 的 在 使 用 中 的 M 一 n 台 机 器 中 的 每 一 台 
都 以 速率 和 失效 , 由 此 推出 和 n= (M 一 n) 和 . 从 方程 (6.20) 我 们 得 到 ” 台 机 器 不 在 
使 用 中 的 概率 已, 为 
1 
态 = 一 一 六 一 一 一 
1 十 > [MA(M -TAX (M -n+ 1Mp"] 
1 


1+》 NVMYM -nm)! 


p NOMYM-m) 


TN n=0,1,...,M 
1+ 2 NW" MY/(M —n)! 


因此 , 不 在 使 用 中 的 机 器 的 平均 台数 为 


M D> nN MYM -Am 
》 mnP = -一 一 0 一 一 一 (6.22) 
n=0 1 十 > _ /WM! /(M —n)! 


为 了 得 到 一 台 给 定 的 机 带 在 工作 的 时 间 的 长 程 比例 , 我 们 计算 它 在 工作 的 等 价 极限 
概率 . 为 此 我 们 取 条 件 于 不 在 工作 的 机 器 的 台数 , 得 到 


M 
P{ 机 器 在 工作 } = 》 P{ 机 器 在 工作 In 台 不 在 工作 }P， 


7 一 0 
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M 
其 中 》_nP 由 方程 (6.22) 给 出 . 国 
7 一 0 


例 6.14(M/M/1 排队 系统 ) 在 M/M/1 排队 系统 中 , 和 n= 入 ,jn = 4. 因此 从 方程 
(6.20), 若 和 /4 < 1, 就 有 


Bd 
1+ SO 
n 二 1 


显然 , 为 了 存在 极限 概率 和 必须 比 / 小 . 顾客 以 速率 入 到达, 而 以 速率 / 接受 服 
务 , 因此 若 和 > , 则 以 比 接受 服务 的 速率 更 快 的 速率 到 达 , 队列 的 长 度 将 趋向 无 穷 
入 =4 的 情形 更 像 4.3 节 中 的 对 称 随 机 游 动 , 它 是 零 常 返 , 因此 没有 极限 概率 ， 国 
例 6.15 让 我 们 重新 考虑 例 6.1 中 的 擦 皮鞋 店 , 并 且 确 定 过 程 处 在 0,1 2 中 每 一 个 
状态 的 时 间 的 比例 . 因为 这 不 是 一 个 生 灭 过 程 (由 于 过 程 可 以 从 状态 2 直接 到 状态 
0), 我 们 从 极限 概率 的 平衡 方程 开始 . 


状态 ”离开 它 的 速率 = 进入 它 的 速率 


0 入 Po = uP 
1 LP 一 入 [0 
2 /12 饭 = HP 


利用 忆 求解 导出 
二 5 J 科 高 
H2 Hl1 


由 于 古 十 已 十 书 =1 它 草 含 


H2 Hl 
或 
P= SE 
HH2 十 入 (HUI + /2) 
以 及 


入 入 
二 2 es 6 六 
HH2 十 A(K1 十 2) HIH2 + 入 (U1 十 12) 
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例 6.16 考察 一 组 n 个 部 件 与 一 个 修理 工 . 假设 部 件 i 运行 了 一 个 速率 为 Xi 的 
指数 分 布 的 时 间 后 失效 . 用 来 修理 部 件 i 的 时 间 是 速率 为 ja(i = 1,…,nn) 的 指数 随 
机 变量 .假设 如 果 存 在 多 于 一 个 部 件 失效 , 修理 工 总 是 修理 最 近 失 效 的 部 件 . 例如 ， 
如 果 现 在 有 两 个 部 件 失效 , 即 部 件 1 和 部 件 2, 其 中 部 件 1 是 最 新 近 失效 的 , 那么 修 
理工 将 修理 部 件 1. 然而 , 若 部 件 3 在 部 件 1 完成 修理 前 失效 , 则 修理 工 将 停止 修理 
部 件 1 而 去 修理 部 件 3( 即 最 近 失 效 的 部 件 优先 服务 ) 

用 一 个 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 分 析 上 面 的 情形 , 其 状态 必须 代表 按 失效 的 次 序 
失效 的 部 件 的 集合 . 即 如 果 五 ，……, 纹 是 个 失效 的 部 件 (其 他 的 n 一 个 部 件 在 运 
行 ), 以 1 为 最 近 失 效 的 (因此 是 现在 正在 修理 的 ), 以 iz 为 第 二 个 最 近 失 效 的 , 如 此 
等 等 , 那么 这 时 的 状态 将 是 (1，…, 计 ). 因为 对 于 一 组 固定 的 个 失效 部 件 共有 凡 
种 可 能 的 排序 , 而 选取 这 样 的 组 共有 (”) 种 , 由 此 推出 共有 


~ /n 一 nl! < 


KE 
个 可 能 的 状态 . 
极限 概率 的 平衡 方程 如 下 : 
(wm 十 > MPG 一 >》， 已 (人 1 十 已 (2 和) 和 il 
ed 
SAP(G) = > Pli)ps (6.23) 
d=1 i 


其 中 由 是 所 有 的 部 件 都 在 工作 的 状态 . 上 面 的 方程 是 因为 , 状态 ( 订 ,…,ix) 的 离开 
发 生 于 , 当 一 个 任意 附加 部 件 失效 , 或 者 部 件 i 修理 完成 . 此 外 , 状态 (ia，…… 人 处 ) 的 
进入 发 生 于 , 当 状 态 是 (写生 ，…, 钦 ) 时 部 件 ;修理 完成 , 或 者 当 状 态 是 (i2,…,ik) 时 
部 件 失效 . 

然而 , 如 果 我 们 取 


Ni Xi Xi 
(0) (6.24) 


P(il,. ,ik) 
Vii2 NA 


那么 容易 看 到 方程 (6.23) 是 满足 的 . 因此 , 由 唯一 性 这 些 必须 是 极限 概率 , 并 且 确定 
P(g) 使 它们 的 和 为 1. 即 


一 1 
bo 
P($)= |1+ es 
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作为 说 明 , 假设 n= 2, 因而 有 5 个 状态 : 办 1,2, (1,2), (2,1). 我 们 从 上 面 有 





A M2 2NN21 A 
P=|1+ 竺 + 各 + 2 ，P() = 和 p(y) 
_ po 
有 趣 的 是 , 利用 方程 (6.24), 注意 对 于 给 定 失效 的 部 件 组 , 这 些 部 件 的 可 能 排序 是 等 
可 能 的 . z | 


6.6 ”时 间 可 逆 性 


考察 一 个 连续 时 间 的 遍历 的 马尔 可 夫 链 , 让 我 们 从 一 个 与 前 面 不 同 的 观点 考察 
其 极限 概率 忆 . 如 果 我 们 考察 访问 的 状态 序列 , 而 不 管 在 一 次 访问 中 在 每 个 状态 停 
留 的 时 间 , 那么 这 个 序列 构成 一 个 以 PP; 为 转移 概率 的 离散 时 间 的 马尔 可 夫 链 , 称 
为 组 入 链 . 让 我 们 假定 这 个 离散 时 间 的 马尔 可 夫 链 是 遍历 的 , 并 且 用 ri; 记 它 的 极限 
概率 . 即 ri 是 


ni= 》 TiP, 对 一 切 ; 2 
J i 


的 唯一 解 . 

现在 , 由 于 zi 表示 过 程 转移 到 状态 i 的 比例 , 而 因为 1/w 是 在 一 次 访问 中 处 在 

状态 i 的 平均 时 间 , 显然 , 在 状态 i 的 时 间 比 例 PB 将 是 zi 的 加 权 平均 , 其 中 x; 权 

重 比例 于 1/vi. 即 
P= i/Y (6.25) 


Yr/v; 
7 
为 了 验证 上 式 , 回忆 极限 概率 已 必须 满足 


viP = 》 Pqn， 对 一 切 i 
jx1 


或 者 等 价 地 , 由 于 Ps =0 
ui = >》 万 oj Pi 对 一 切 ; 


7 
因此 , 对 于 由 方程 (6.25) 给 出 的 忆 , 下 面 的 等 式 是 必要 的 
Ti = OriP, 对 一 切 i 
7 
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这 些 当然 成 立 , 因为 事实 上 这 正 是 xi 的 定义 . 

假设 现在 这 个 连续 时 间 的 马尔 可 夫 过 程 已 经 运行 了 很 长 的 时 间 , 而 且 假设 它 开 
始 于 某 个 (很 大 的 ) 时 间 工 , 我 们 按时 间 的 倒 向 进行 追踪 这 个 过 程 . 为 了 确定 这 个 逆 
向 过 程 的 概率 结构 , 我 们 首先 注意 , 给 定 在 某 个 时 间 t 我 们 处 于 状态 i, 我 们 已 经 处 
在 这 个 状态 的 时 间 大 于 s 的 概率 正 是 e-”. 这 是 由 于 


—_s ， 态 
P{ 过 程 在 一 s,4 都 在 状态 iX(t) = 让 = | 


本 P{X(t—s)=i}e 
P{X(t) = 


由 于 对 于 大 的 九 P{X(t 一 s) == 让 =P{X()= 生 = 
换 句 话说 , 按时 间 倒 向 地 进行, 过 程 在 状态 i 停留 的 时 间 也 是 速率 为 w 的 指数 
随机 变量 . 此 外 , 如 在 4.8 节 中 所 示 , 逆向 过 程 所 访问 的 状态 序列 构成 一 个 离散 时 间 
的 马尔 可 夫 链 , 其 转移 概率 Qij 给 出 为 
Qu = 2 


Mi 


因此 , 我 们 从 上 面 看 到 , 这 个 倒 向 过 程 是 一 个 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 , 与 具有 一 步 转 
移 概率 Qi 的 向 前 时 间 过 程 有 相同 的 转移 速率 . 所 以 , 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 在 时 
间 倒 向 的 过 程 与 原 过 程 有 相同 的 概率 结构 的 意义 下 , 是 时 间 可 逆 的 , 如 果 嵌 入 链 是 
时 间 可 逆 的 , 即 者 


二 8 


miPi; = Ti Ps 对 一 切 i, 7 
现在 利用 P; = (zi/v;)/ > (mr/o)， 我 们 看 到 上 面 的 条 件 等 价 于 
Pgi; = Pqji; 对 一 切 和 7 (6.26) 


由 于 BB 是 处 于 状态 i 的 时 间 的 比例 , 而 qi; 是 处 在 状态 i 的 过 程 到 状态 7 的 速率 ， 
时 间 可 逆 性 的 条 件 是 , 过 程 直接 从 状态 1 到 状态 了 的 速率 等 于 它 直 接 从 状态 了 到 状 
态 i 的 速率 . 应 该 注意 到 , 这 正 是 一 个 遍历 的 离散 时 间 的 马尔 可 夫 链 是 时 间 可 逆 的 
所 需 的 相同 条 件 (参见 4.8 布 ). 
关于 上 述 时 间 可 道 性 的 条 件 的 一 个 应 用 , 引出 生 灭 过 程 的 下 述 命题 

命题 6.5 ”一 个 遍历 的 生 灭 过 程 是 时 间 可 逆 的 . 

证 明 ”我 们 必须 证 明 一 个 生 灭 过 程 从 状态 i 到 状态 ;+ 1 的 速率 等 于 从 状态 i 十 1 
到 状态 i 的 速率 . 现在 , 在 任意 长 的 时 间 t 内 , 从 i 到 i+1 的 转移 次 数 必须 在 相差 1 
以 内 等 于 从 ?十 1 到 ;的 转移 次 数 (由 于 过 程 每 次 从 i 到 i+1 的 转移 必须 回 到 i, 而 
这 只 能 通过 i 十 1 发生, 而 反之 亦 然 ). 因此 , 当 t 一 oo 时 , 这 样 的 转移 的 次 数 趋 于 无 
穷 , 由 此 推出 从 i 到 i 二 1 的 转移 速率 等 于 从 i 二 +1 到 i 的 转移 速率 . 
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命题 6.5 可 以 用 来 证 明 一 个 重要 的 结果 : 一 个 M/M/s 排队 系统 的 输出 过 程 是 
泊 松 过 程 . 我 们 将 它 叙 述 为 一 个 推论 . 
推论 6.6 ”考察 一 个 M/M/s 排队 系统 , 其 中 顾客 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 到 达 , 并 
且 在 s 条 服务 线 的 任意 一 条 接受 服务 , 每 条 有 一 个 速率 为 1 的 指数 分 布 的 服务 时 
间 . 如 果 入 < s/, 那么 在 过 程 运行 很 长 的 时 间 以 后 , 顾客 离开 的 输出 过 程 是 一 个 速 
率 为 和 的 泊 松 过 程 . 
证 明 ”以 X(t) 记 在 时 间 t 系统 中 的 顾客 数 . 由 于 M/M/s 排队 系统 是 一 个 生 灭 过 
程 , 由 命题 6.5 推出 {X(t),t > 0} 是 时 间 可 道 的 . 现在 按时 间 向 前 进行 , 使 X(t) 增 
加 1 的 时 间 点 构成 一 个 泊 松 过 程 , 因为 它们 正 是 顾客 的 到 达 时 间 . 因此 , 由 时 间 可 
道 性 当 我 们 按时 间 倒 向 进行 时 , 使 X(t) 增加 1 的 这 些 时 间 点 也 构成 一 个 泪 松 过 程 . 
但 是 后 面 的 这 些 点 恰 是 顾客 离开 的 时 间 点 (参见 图 6.1). 因此 , 离开 时 间 构 成 速率 
为 入 的 泊 松 过 程 . 加 


Pan 


x= 按时 间 倒 向 进行 时 , 和 XD) 增加 的 时 间 点 
= 按时 间 向 前 进行 时 , X(D) 减 少 的 时 间 点 


图 6.1 系统 中 的 人 数 


例 6.17 考虑 一 个 先 来 先 服务 的 M/M/1 排队 系统 , 其 中 到 达 率 为 和 , 服务 率 为 ， 
入 <k, 它 处 在 稳 态 . 给 定 顾客 C 在 系统 中 总 共 花 了 时 间 t. 当 C 到 达 时 出 现 的 其 他 
顾客 人 数 的 条 件 分 布 是 什么 ? 
解 ” 假 设 C 在 时 间 s 到 达 , 并 且 在 时 间 t+s 离开 . 因为 系统 是 先 来 先 服务 的 ,在 C 
到 达 时 系统 中 的 人 数 等 于 发 生 在 时 间 s 后 而 在 时 间 t 十 s 前 离开 的 其 他 人 数 , 它 等 
于 道 过程 在 这 个 区 间 到 达 的 人 数 . 现在 , 在 道 过 程 中 , C 在 时 间 上 + s 到 达 并 且 在 时 
间 s 离开 . 因为 逆 过 程 也 是 一 个 M/M/1 排队 系统 , 在 长 度 为 t+ 的 区 间 中 到 达 的 人 
数 是 均值 为 X 的 泪 松 分 布 . (对 于 一 个 更 加 直接 的 论据 , 参见 8.3.1 节 ) 图 

我 们 已 经 证 明了 , 过 程 是 时 间 可 逆 的 当 且 仅 当 

Pqi; = Pq 对 一 切 i #3 

仿照 离散 时 间 的 马尔 可 夫 链 的 结果 , 如 果 我 们 能 够 找到 满足 上 述 条 件 的 概率 癌 
量 P, 那么 马尔 可 夫 链 是 时 间 可 道 的 , 而 PB 就 是 长 程 概率 . 即 我 们 有 下 述 命题 . 
命题 6.7 ”如 果 对 某 一 组 { 己 } 有 

2_P=1, PR>0 
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以 及 
Pqi; = Pq;; 对 一 切 i 天 7 (6.27) 

那么 这 个 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 是 时 间 可 逆 的 , 而 且 BP 表示 在 状态 i 的 极限 概率 . 
证 明 对 于 固定 的 i, 在 方程 (6.27) 中 对 所 有 的 50 夭 祁 求 和 , 我 们 得 到 

>》 Pg = >》 Pg : 

jzx1 JI 天 
或 者 , 因为 >》 gj 一 Vi, 

jz1 
viP; = >》_ Pgs 


J#x1 
因此 , BB 满足 平衡 方程 , 从 而 表示 极限 概率 . 因为 方程 (6.27) 成 立 , 这 个 链 是 时 间 可 
逆 的 . 国 


例 6.18 考察 一 组 n 台 机 器 和 为 它们 服务 的 单 台 修理 设备 假设 当 机 絮 i(i = 
1,.…,n) 失效 时 需要 速率 为 /vi 的 指数 地 分 布 的 工作 量 使 它 修 复 . 修理 设备 等 可 能 
地 修理 所 有 失效 的 部 件 , 即 只 要 有 KR 台 机 需 失 效 , 1 < 有 < n, 每 台 以 每 个 单位 时 间 
速率 1/k 接受 修理 . 最 后 , 假设 每 次 机 器 回 到 运行 时 , 它 保持 运行 一 个 速率 为 入 i 
的 指数 分 布 时 间 . 

上 述 情形 可 以 用 一 个 有 2” 个 状态 的 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 来 分 析 , 其 中 它 在 
任意 时 间 的 状态 对 应 于 在 此 时 间 失 效 的 机 器 的 集合 . 因此 , 例如 , 如 果 机 峰 1,…… ,ik 
都 失效 , 而 其 他 机 器 都 在 运行 , 这 时 的 状态 就 是 (2 ，… ,ix). 而 瞬时 转移 速率 如 下 

q(i1, 0 OR); (21， A , bk) = > q(i1, My ik), (21, ee ,Lk—1) = Lin /天 
其 中 生 ,…,ix 都 是 不 同 的 . 这 是 由 于 机 表 i 的 失效 率 总 是 入,, 而 在 有 上 个 机 和 右 失 
效 时 , 机 需 ix 的 修复 率 是 pi/k. z : 
因此 时 间 可 逆 性 方程 是 
P(i1, ,ip)Hin /Kk = Pi , ip—1)Nin 


或 友和 Ai， ，. 
P(?1， So , Lk) 和 一 一 了 (1， Se jo ) 
Hix 
kA; k 1 Ai 二 十 四 2 LS > 
ip 进行 迭代 
Hix Hir-1 


J | 
= Ek! | [Gi /pi)P(Y) 


j=1 
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其 中 6 是 所 有 机 器 都 在 工作 这 个 状态 . 因为 
P(9) + >》_P(i1,., ik) = 1 
我 们 看 到 


$1 2 7=1 


和 <] 
P(g) = | + DA nC] (6.28) 


其 中 上 面 的 求 和 遍及 {1,2,…,n} 的 所 有 2” 一 1 个 非 空子 集 (1,…,ix). 因此 , 因为 
对 于 这 样 选 取 的 向 前 概率 向 量 满足 时 间 可 逆 方 程 , 由 命题 6.7 推出 这 个 链 是 时 间 可 
逆 的 , 而 且 


k 
Pl, ,it) = ITO /pi)P() 


具有 (6.28) 给 出 的 P(9). 
例如 , 假设 有 两 台 机 器 . 那么 , 从 上 面 我 们 将 有 
1 
5 十 和 Al/HU1 + MN/p2 十 2Al1X2/HHa2 
Pp(1) = A1/H1 
1 十 Ai/ 十 和 X2/1pa + 2AMN2 /L112 
P(2) = Np 
1 十 和 Ai/HU1i 十 Xo/1p2 十 2AIX2/11H2 
P(1,2) 2 天 


~ ppoll + A/pr + NM/ p12 + MN2/ 1112] 
考虑 一 个 状态 空间 为 5S 的 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 . 我 们 说 这 个 马尔 可 夫 链 截 

止 在 集合 4 C 8 上 , 如 果 对 于 一 切 i € 4,7 4 4, 将 qi; 改变 为 0. 即 不 再 允许 从 类 

4 中 转移 出 去 , 而 在 4 中 的 状态 保持 以 前 相同 的 速率 . 一 个 有 用 的 结果 是 , 如 果 这 

个 链 是 时 间 可 道 的 , 那么 其 截止 的 链 也 是 时 间 可 逆 的 . 

命题 6.8 ”一 个 具有 极限 概率 万 (Is 5) 的 时 间 可 逆 的 链 , 其 截止 在 集合 4C 3 而 

保持 不 可 约 的 链 也 是 时 间 可 逆 的 , 而 且 具 有 由 


| 





给 出 的 极限 概率 PA. 
证 明 ”由 命题 6.7, 对 于 给 定 的 PA, 我 们 需要 证 明 


有 Pf gy 对 i€E A,7€EAh 
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或 者 , 等 价 地 

Pigi; = Pq 对 i€E A,j EA 
但 是 , 它 成 立 是 由 于 假定 原来 的 链 是 时 间 可 逆 的 . 图 
例 6.19 考察 一 个 M/M/1 排队 系统 ， 其 中 到 达 者 只 要 发 现 系 统 中 有 N 人 就 不 再 进 
入 . 这 种 有 限 容量 的 系统 可 以 看 成 M/M/1 排队 系统 在 状态 集合 4 = {0,1,…, 信 } 
上 的 截止 ， 因 为 在 MV/M/1 排队 系统 中 的 人 数 是 时 间 可 道 的 ; 而 且 具 有 极限 概率 


| 
Pp = (2) ( > ) 由 命题 6.6 推出 , 有 限 容量 的 模型 也 是 时 间 可 北 的 , 而 且 有 由 


7 
下 一 (0  )? yO0 NN | 
> (MA 


给 出 的 极限 概率 . 

另 一 个 有 用 的 结果 由 下 面 的 命题 给 出 , 其 证 明 留 作 一 个 习题 
命题 6.9 ”如 果 对 于 1 二 1,…,n, {Xi(t),t > 0} 都 是 独立 的 时 间 可 道 的 连续 时 间 的 
马尔 可 夫 链 , 那么 向 量 过程 {(X1(t),… ,Xn(t)),t > 0} 也 是 时 间 可 逆 的 连续 时 间 的 
马尔 可 夫 链 . 
例 6.20 ”考察 一 个 n 个 部 件 的 系统 , 其 中 部 件 i(i = 1 …,m) 按 速率 X 运行 一 个 
指数 时 间 , 然后 失效 . 在 它 失 效 时 , 对 部 件 i 的 修理 开始 , 修理 需要 用 一 个 速率 为 ps 
的 指数 分 布 时 间 . 部 件 一 旦 修复 , 将 与 新 的 同样 好 . 部 件 运行 是 彼此 独立 的 , 除了 当 
只 有 一 个 部 件 工作 时 系统 将 暂时 停止 直至 完成 了 一 次 修理 , 然后 以 两 个 部 件 重新 运 
行 . 

(a) 系统 停止 的 时 间 比 例 是 多 少 ? 

(b) 正在 修理 的 部 件 的 (极限 ) 平均 个 数 是 多 少 ? 

解 。 首先 考虑 系统 不 设 在 只 有 一 个 部 件 在 工作 时 系统 停止 的 限制 ， 令 
Xi(D)(i 二 1.…n) 等 于 4 如 果 部 件 i 在 时 间 t 正 在 工作 ,而 等 于 0, 如 果 它 失效 ,那么 
(xb,t 之 0}(i 二 1.…,n) 都 是 独立 的 生 灭 过 程 . 因为 生 灭 过 程 的 时 间 可 逆 的 , 由 合 
题 6.9 推出 , 过 程 {CKa(b)，…，,Xn(b)it> 0} 也 是 时 间 可 逆 的 . 现在 , 以 


Pi(j) = lim P{Xi(t) =j},， j=0,1 


我 们 有 z 
: Hi i _ i 
0 /十 和 Ai Pi(0) i 二 + A 








PO Bs ,jn) 二 Jim P{Xi(t) = ji, = 1,.… ,n} 
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由 独立 性 推出 
P(ji,%, jn) = | RG), j=0,1,i=1,..,n 
+ 尘 ] 


现在 , 注意 带 有 只 有 一 个 部 件 工 作 时 系统 就 停止 的 约束 , 等 价 于 将 上 面 的 无 约束 的 
”系统 截止 在 除了 所 有 的 机 器 都 失效 的 那个 状态 以 外 的 所 有 的 状态 组 成 的 集合 上 . 所 
以 , 以 Pr 记 这 个 截止 系统 的 概率 , 我 们 由 命题 6. 8 有 


| 。 P 1 ， i ) 
Pr(ji1,: ” ,jn) 2 Un jn) > > 0 


其 中 n 
C= P(0,.…,0)= [[ AN/ + Ns) 


7 二 1 
第 i 个 位 置 上 , 我 们 有 


Pr( 系 统 失 效 ) = 2 1i) 


人 Ha 


加 CO) pi/X 
1 








以 RR 记 正 在 修理 的 部 件 的 个 数 . 那么 令 五 等 于 1 , 如 果 部 件 i 正在 修理 , 否则 令 它 
等 于 0, 我 们 对 于 无 约束 ( 非 截 止 ) 系统 有 


Ba-B | -DR = DN/at 


但 是 , 此 外 
ELR|= E(RI 所 有 的 部 件 都 在 修理 )C 
十 E(RI 不 是 所 有 的 部 件 都 在 修理 )(1 一 CC) 
= nC + Er[RI(1 — OC) 
多 含 


> Ai/ (Wi 十 Ai) — nC 


rs ey 
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6.7 均 习 化 


考虑 一 个 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 , 它 处 在 一 个 状态 的 平均 时 间 对 于 所 有 的 状态 
都 相同 . 即 假设 对 于 所 有 的 有 vi = v. 在 这 种 情形 由 于 在 一 次 访问 期 间 在 每 个 状 
态 所 处 的 时 间 以 速率 v 指数 地 分 布 , 由 此 推出 , 如 果 我 们 以 N(t) 记 直 到 时 间 t 为 止 
状态 转移 的 次 数 , 那么 TV,t> 0} 是 速率 为 v 的 泪 松 过 程 四 
为 了 计算 转移 概率 Pi;(t), 我 们 可 以 取 条 件 于 N(6): 


P(t)= P{X(t) =j|X(0) = 


= >_P{X(t)=j|X(0) =i, N(t) = n}P{N(t) = n|X(0) = 
n=0 

= >》_P{X(t)= jlX(0) =i, N(t) = nje-" Co 
n=0 


现在 , 直到 时 间 t 为 止 已 经 有 n 次 转移 , 这 告诉 我 们 某 些 关于 在 前 n 个 被 访问 的 状 
态 中 的 每 一 个 上 所 处 的 时 间 , 但 是 由 于 在 每 一 个 状态 停留 的 时 间 的 分 布 对 于 所 有 的 
状态 是 相同 的 , 由 此 推出 , 知道 了 Ntt) = 并 没有 给 我 们 有 关 哪 些 状态 已 访问 的 信 
息 . 因此 

P{X(t) =jIX(0) =i N(O) =n} = PD 


其 中 Ps 正 是 具有 转移 概率 Pi 的 离散 时 间 的 马尔 可 夫 链 的 n 步 转移 概率 . 所 以 在 
vi 三 v 时 
Pj(t) = > (6.29) 
方程 (6.29) 在 计算 的 角度 常常 很 有 用 , 因为 它 使 我 们 通过 取 一 个 部 分 和 , 而 后 计算 
(利用 转移 概率 矩阵 的 矩阵 乘法 ) 有 关 的 n 步 概率 Po 以 近似 Pi;(t). 
然而 , 方程 (6.29) 的 可 应 用 性 似乎 十 分 有 限 , 因为 它 假定 了 vi 三 v, 最 终 用 允许 
状态 到 它 自己 的 一 个 虚拟 转移 的 诀窍 , 使 大 部 分 马尔 可 夫 链 可 以 放 进 这 个 形式 中 . 
为 了 看 它 如 何 运作 , 考虑 w 都 是 有 界 的 一 个 马尔 可 夫 链 , 而 令 v 是 一 个 任意 的 数 ， 
满足 
vi < v， 对 十 切 ; (6.30) 


现在 , 当 处 在 状态 i 时, 过 程 实际 上 以 速率 v 离开 . 但 是 这 等 价 于 假设 转移 以 速率 v 
发 生 , 但 是 只 有 vi/v 部 分 的 转移 是 真实 的 (从 而 实际 转移 以 速率 w 发 生 ), 而 余下 的 
1 -vi/v 部 分 是 虚拟 的 转移 , 它 使 过 程 留 在 状态 i. 换 句 话说 , 任意 满足 条 件 (6.30) 
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的 马尔 可 夫 链 可 以 想象 为 , 一 个 以 速率 v 的 指数 时 间 处 在 状态 i, 然后 以 概率 P* 转 
移 到 7 的 过 程 , 其 中 间 
万 一 | Vi 7 , (6.31) 


因此 , 我 们 从 方程 (6.29) 有 : 转移 概率 可 以 由 


Ri 的 = 和 Eee 
九 一 0 
计算 , 其 中 By 是 对 应 于 方程 (6.31) 的 n 步 转移 概率 . 这 种 从 每 个 状态 出 现 到 它 自 
身 的 转移 使 均匀 化 速率 的 技术 , 称 为 均匀 化 . 
例 6.21 让 我 们 重新 考察 例 6.11, 它 给 工作 的 一 台 机 器 (或 者 在 运行 , 或 者 不 在 运 
行 ) 建 模 为 一 个 两 个 状态 的 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 , 具有 
Po1 = Pio = 1, vo=A,， v1=k 
令 v = 和 +/ 上面 的 均匀 化 版 本 是 考虑 一 个 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 , 具有 


Poo = =1— hi Ne Ee vi= 和 +h, i=1,2 


KH 
和 +h 和 + 
A/( 入 十 由). 因为 类 似 的 结果 对 于 状态 1 是 正确 的 , 由 此 推出 n 步 转移 概率 为 
Ee n>1,i=0,1 
一 < 有 之 1 一 0,1 
21 入 十 i 
因此 


RR 入 十 内 如” 
Poolt) = >》， 0 Le Ly 


n=0 
_ oa—(A+p)t — H —(A+p)t [A+ px)d]” 
0 


三 e 一 (和 十/)t 再 [1 和 e— +p)t] H 
和 + 





= ee A —(A+p)t 
入 十 内 到 入 tp 


类 似 地 _ 
Pi1(t)= 2 Phie- Ot 二 人 全 


?一 0 
e-O+At 十 [1 _e-CO+rab A 
和 + 
入 H 
一 十 —(A+p)t 
入 十 人 入 十 人 
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其 余 的 概率 是 | | 
Poilt) = 1— Poolt) = ed 二 二 的 可 
Polt) = 1— Pl(t) = ee a A 
例 6.22 ”考虑 例 6.21 中 的 两 状态 链 , 并 且 假设 初始 状态 是 0. 以 O(t) 记过 程 在 区 
间 (0,t) 中 处 在 状态 0 的 时 间 总 量 . 随机 变量 O(t) 常常 称 为 占 位 时 间 . 我 们 现在 计 
算 它 的 均值 . 
如 果 我 们 令 
3 ro=| 5 
0 ;和 (5) 二 1 


那么 我 们 可 以 将 占 位 时 间 表 示 为 
Ol) = 上 Ra 


取 期 望 并 且 利 用 我 们 可 以 在 积分 号 内 取 期 望 (因为 一 个 积分 基本 上 是 一 个 和 ), 我 们 
得 到 ， 
Elod]= | ElI(s)]ds = Pp{X(s) = 0}ds 


其 中 最 后 的 等 式 得 目 对 


e 一 (入 十 /)s 





P 
bo(5) = Re 


求 积分 (对 于 E[O(t)] 的 另 一 个 推导 , 参见 习题 38). 可 


6.8 ”计算 转移 概率 
对 于 任意 的 一 对 状态 i 和 j, 令 


” 一 i, 厢 i = 7 


用 这 个 记号 , 我 们 可 以 改写 科 尔 莫 戈 罗 夫 回 后 方程 
有 的 = >》 ginr Pej(t) — viPis(t) 


ki 


6.8 计算 转移 概率 


以 及 向 前 方程 
P(t) = > gry Pir(t) ~— vi P(t) 
kz 
为 : 
Pi(t) = >_rinPej(t) (向 后 ) P(t) = 2》_rkjyPix(t) (向 前 ) : 
k k a 


当 我 们 使 用 矩阵 记号 时 , 这 个 表示 特别 地 清楚 .定义 矩阵 R, P(t), P'(t), 令 
息 阵 在 i 行 j 列 的 元 素 分 别 为 rij, Piy(t), Pi(t)， 因 为 向 后 方程 说 矩阵 gO a 
i 行 j 列 的 元 素 可 以 由 矩阵 慷 的 i 行 乘 以 矩阵 P(t) 的 7 列 得 到 , 它 等 价 于 矩阵 
方程 : 

P’'(t) = RP(t) (6.32) 
类 似 地 , 向 前 方程 可 以 写成 

P’'(t) = PG)R (6.33) 


现在 , 正如 数量 的 微分 方程 f(t) = cf(t)( 或 者 , 等 价 地 , 7(t) = f(t)e) 的 解 是 /四 = 
f(0)e*， 可 以 证 明和 矩阵 微分 方程 (6.32) 和 (6.33) 的 解 为 P(t) = P(0)eR&.， 由 于 
P(0) = 了 (单位 矩阵 ), 这 导致 


P(t) = eR (6.34) 
其 中 矩阵 ee 由 
人 -Dm (6.35) 


定义 , 而 R" 是 R( 和 矩阵 ) 自 乘 n 次 . 

”用 方程 (6.35) 直接 计算 P(t) 难以 无 效 , 这 有 两 个 原因 , 首先 , 矩阵 R 既 包含 正 
的 元 率 , 又 包含 负 的 元 素 (对 角 线 外 的 元 素 是 gi;, 而 第 i 个 对 角 线 元 素 是 Wi); 
我 们 计算 R 的 短 时 , 存在 计算 机 的 舍 入 误差 问题 . 第 二 , 我 们 必须 常常 计算 无 穷 项 
的 和 (6.35) 的 许多 项 以 便 得 到 好 的 近似 . 然而 , 存在 某 种 间接 的 途径 , 使 我 们 能 够 利 
用 关系 (6.34) 有 效 地 近似 矩阵 P(t). 我 们 现在 介绍 两 个 这 样 的 方法 . 

近似 方法 1 与 其 用 (6.35) 计算 e 飞 , 我 们 不 如 用 恒等式 


Nn 
Sr (1 i 一 ) 
NN—OO 7 


的 矩阵 等 价 式 , 它 说 明 
(CT 
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于 是 , 如 果 我 们 取 n 为 2 的 震 , 例如 说 , n = 2*, 那么 我 们 可 以 用 增加 矩阵 M = 
I+ Rt/n 到 第 ”次 朝 近似 P(t), 这 可 以 由 上 个 矩阵 乘法 来 完成 (首先 由 慷 腾 上 它 
自己 得 到 R?, 然后 将 它 乘 上 它 自己 得 到 R“, 如 此 等 等 ). 此 外 , 由 于 只 有 RR 的 对 角 
线 元 素 是 负 的 (而 单位 矩阵 的 对 角 线 元 素 都 是 1), 通过 选取 足够 大 的 mw 我 们 可 以 
保证 矩阵 工 + Rt/n 的 所 有 元 素 都 非 负 . 

近似 方法 2 第 二 个 近似 e 已 的 方法 用 恒等式 


72 一 OO 


mo- 区 -只 了 


因此 , 如 果 我 们 再 选取 n 为 2 的 一 个 大 的 短 , 例如 说 , n = 2*, 我 们 可 以 近似 P()， 
首先 通过 计算 矩阵 工 - Ri/n 的 道 , 增加 这 个 矩阵 到 ”次 寡 (通过 用 上 个 矩阵 乘法 ). 
可 以 证 明和 矩阵 (I 一 Rt/n)” 将 只 有 非 负 元 素 . 

注 ”上面 的 两 种 近似 P(t) 的 计算 方法 都 有 概率 解释 (参见 习题 41 和 习题 42). 


et = lim (7 有 Rt ) ~ (7 Rt ) 对 大 的 n 


从 而 


习 题 


1. 一 个 有 机 体 的 总 体 由 雄性 与 肉 性 成 员 组 成 . 在 一 个 小 的 殖民 地 , 某 个 特定 的 雄性 可 能 与 
一 个 特定 的 肉 性 以 概率 和 h + o(h) 在 任意 长 度 为 h 的 时 间 区 间 里 交配 . 每 次 交配 立即 
等 可 能 产生 一 个 雄性 或 肉 性 的 后 代 . 以 Ni(t) 和 N2(t) 分 别 记 在 时 刻 t 总 体 中 的 雄性 
与 肉 性 的 个 数 . 推导 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 {和 N10),N2()}, 即 6.2 市 中 的 参数 vi, Piy. 

*2. 假设 一 个 单 细胞 的 有 机 体 可 以 处 在 状态 A 或 状态 B. 处 在 状态 A 的 个 体 将 以 指数 速 
率 a 转变 到 状态 B, 处 在 状态 B 的 个 体 将 以 指数 速率 6 分 裂 为 两 个 在 状态 A 的 新 个 
体 . 对 这 样 的 有 机 体 的 总 体 定义 一 个 合适 的 连续 时 间 马 尔 可 夫 链 , 并 且 确 定 这 个 模型 
的 合适 的 参数 

3. 考察 两 台 由 某 个 修理 工 维修 的 机 器 . 机 器 i 在 失效 前 运行 了 速率 为 yi 的 一 个 指数 时 
间 , i = 1,2. 修理 时 间 (对 任 一 台 机 器 ) 是 速率 为 4 的 指数 . 我 们 能 否 将 它 分 析 为 生 灭 
过 程 ? 如 果 是 , 参数 是 什么 ? 如 果 不 是 , 我 们 应 如 何 分 析 它 ? 

*4. 潜在 的 顾客 按 速 率 为 和 的 泊 松 过 程 到 达 一 个 单 服务 线 的 服务 站 . 然而 , 如 果 到 达 者 发 
现在 系统 中 已 经 有 n 个 人 , 那么 他 将 以 概率 an 进入 系统 . 假定 一 个 速率 为 4 的 指数 
服务 时 间 , 将 它 建 模 为 一 个 生 灭 过 程 , 并 且 确 定 出 生 率 与 死亡 率 . 


5. 在 一 个 总 体 中 有 N 个 个 体 , 它们 中 的 一 些 受 到 某 种 感染 , 其 传播 方式 如 下 : 这 个 总 体 
中 的 两 个 个 体 之 间 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 接触 . 每 一 次 接触 等 可 能 地 涉及 在 总 体 中 的 


“11. 
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人 | 对 个 体 中 的 任意 一 对 . 如 果 一 次 接触 涉及 一 个 受 感染 的 与 一 个 没有 受 感染 的 个 
体 , 那么 没有 感染 者 将 以 概率 p 变 成 受 感染 者 ， 一 旦 受到 感染 , 该 个 体 始终 保持 受 感 
染 . 以 X(#) 记 总 体 在 时 间 t 受 感染 成 员 的 个 数 . 

(a) {X(s),t > 0} 是 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 吗 ? ”(b) 指定 它 的 类 型 . 

(c) 开始 只 有 一 个 受 感染 的 个 体 , 问 直 到 所 有 的 成 员 都 受 感染 的 期 望 时 间 是 多 少 ? 


. 考虑 一 个 具有 出 生 率 和 ; = (i 十 1) 和 A(i > 0) 与 死亡 率 jvi = iy(i > 0) 的 生 灭 过 程 . 


(a) 确定 从 状态 0 到 状态 4 的 期 望 时 间 .”(b) 确定 从 状态 2 到 状态 5 的 期 望 时 间 . 
(c) 确定 (a) 和 (b) 中 的 方差 . 


个 体 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 加 入 一 个 俱乐部 ,每 个 新 成 员 变 成 俱乐部 会 员 必须 通过 


k 个 连续 的 阶段 . 通过 每 个 阶段 的 时 间 是 速率 为 j 的 指数 分 布 的 . 以 _Ni(t) 记 在 时 
间 t 恰好 已 通过 i 个 阶段 的 俱乐部 成 员 的 人 数 , i = 1,…,k 一 1. 此 外 , 令 N(t) = 
(Ni1(t), N2(t),.:., Nk—1(t)). 

(a) {NN(t),t 之 0} 是 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 吗 ? 

(b) 如 果 是 , 给 出 无 穷 小 转移 速率 . 即 对 于 任意 状态 n = Pi ,ng-1) 给 出 可 能 的 下 
一 个 状态 与 它们 的 无 穷 小 速率 . 


. 考察 两 台 机 器 , 两 者 都 有 均值 为 1/ 和 的 指数 寿命 . 有 一 个 修理 工 可 以 以 指数 速率 , 服 


务 于 机 句 . 建立 科 尔 莫 戈 罗 夫 向 后 方程 , 不 需要 求解 . 


.具有 参数 An = 0 和 jn = An > 0) 的 生 灭 过 程 , 称 为 纯 灭 过 程 . 求 Pi;(t). 
. 考察 两 台 机 器 . 机 器 i 运行 了 速率 为 X 的 指数 时 间 后 失效 . 它 的 修理 时 间 是 速率 为 几 


的 指数 时 间 , i = 1 2. 机 器 彼此 独立 地 运行 . 定义 一 个 联合 地 描述 两 台 机 器 的 条 件 的 4 
个 状态 的 马尔 可 夫 链 . 用 独立 性 的 假定 计算 这 个 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 , 然后 验证 转 
移 概率 满足 向 后 与 向 前 方程 . 

考虑 一 个 尤 尔 过 程 , 开始 有 一 个 个 体 , 即 假设 X(0) = 1. 以 ZT 记过 程 从 总 体 大 小 为 i 
到 达 大 小 为 i 十 1 所 用 的 时 间 . 

(a) 论证 (i = 1,…,j) 是 分 别 以 认 为 速率 的 独立 指数 随机 变量 . 

(b) 以 X1,.…,X; 记 独 立 的 指数 随机 变量 , 每 个 具有 速率 和 , 并 且 将 X; 解释 为 部 件 i 
的 寿命 . 论证 max(X1,…,X;) 可 以 解释 为 


max(Xi1,..*, Xi;) 一 E1 十 ca 十 …: 十 5j 


其 中 e1,…,&; 分 别 是 速率 为 JN, (i 一 1) 和 ,…, 入 的 独立 的 指数 随机 变量 . 
提示 : 将 s; 解释 为 在 第 i 一 1 个 和 第 i 个 失效 之 间 的 时 间 . 
(c) 用 (a) 和 (b) 论证 


P{Ti + + Dt}=(1-e yy 
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(d) 利用 (c) 得 到 
Piy(t)= (1—e 1— (1~e =e (1—e *)’! 

因此 , 在 给 定 X(0) = 1 时 , X(t) 有 参数 为 了 = e * 的 几何 分 布 

(e) 现在 推断 结论 

: Pi(t) = (1) ei(1 — et)™ 

假定 在 一 个 生物 总 体 中 的 每 个 个 体 以 指数 速率 和 出 生 , 而 以 指数 速率 / 死亡 . 此 外 ， 


由 于 移民 , 存在 一 个 增长 的 指数 速率 0. 然而 , 当 总 体 的 大 小 是 NN 或 更 大 时 , 不 再 允许 
移民 . 


”(a) 用 生 灭 过 程 建立 模型 . 


13. 


14. 


15. 


“16. 


17. 


(b) 如 果 NN = 3,1 = 0 = 入 ,4 = 2, 确定 移民 受 限制 的 时 间 比 例 . 

一 个 理发 师 经 营 的 小 理发 店 最 多 能 容纳 两 个 顾客 . 潜在 的 顾客 以 每 小 时 3 个 的 速率 的 
泊 松 过 程 到 达 , 而 相继 的 服务 时 间 是 均值 为 1/4 小 时 的 独立 的 指数 随机 变量 . 求解 下 
面 各 项 . 

(a) 在 店 中 顾客 的 平均 数 . (b) 进入 店 中 的 潜在 顾客 的 比例 . 

(c) 如 果 该 理发 师 工作 的 速率 快 至 两 倍 , 他 将 做 多 少 更 多 的 生意 ? 

潜在 的 顾客 以 速率 每 小 时 20 辆 车 的 泊 松 过 程 到 达 一 个 全 方位 服务 的 单个 加 油泵 的 加 
油 站 . 然而 , 顾客 只 在 不 超过 两 辆 车 在 泵 上 时 (包括 现在 正 试图 进入 的 一 辆 ) 才 进 入 加 
油 站 . 假设 服务 一 辆 车 需要 的 时 间 是 均值 为 5 分 钟 的 指数 随机 变量 . 


(a) 用 于 汽车 服务 的 服务 员 的 时 间 的 比例 是 多 少 ? (b) 流失 的 潜在 顾客 的 比例 是 多 少 ? 


一 个 服务 中 心 由 两 条 服务 线 组 成 . 每 条 以 平均 每 小 时 2 个 服务 的 指数 速率 工作 . 如 果 
顾客 以 速率 每 小 时 3 个 的 泊 松 过 程 到 达 , 假定 系统 的 容量 至 多 为 3 个 顾客 . 

(a) 潜在 顾客 进入 系统 的 比例 是 多 少 ? 

(b) 如 果 只 有 单 服务 线 , 而 他 的 速率 快 两 倍 ( 即 /= 4), (a) 的 值 是 多 少 ? 

下 面 的 问题 来 目 分 子 生物 学 . 细菌 的 表面 有 几 个 位 置 , 在 那里 接触 到 外 来 分 子 一 有 些 
是 可 接受 的 , 而 有 些 是 不 可 接受 的 . 我 们 考虑 一 个 特殊 的 位 置 , 假设 分 子 按 速率 为 和 的 
泊 松 过 程 到 达 该 位 置 . 在 这 些 分 子 中 , 以 比例 a 是 可 接受 的 . 不 可 接受 的 分 子 在 该 位 置 
按 参 数 为 jw 的 指数 分 布 停留 一 个 时 间 长 度 , 而 可 接受 的 分 子 在 该 位 置 停留 参数 为 2 
的 指数 时 间 . 一 个 到 达 的 分 子 被 接触 只 当 这 个 位 置 没有 其 他 分 子 . 问 这 个 位 置 被 可 接 
受 的 分 子 (不 可 接受 的 分 子 ) 占据 的 时 间 的 百分比 是 多 少 ? 

每 次 一 全 机 融和 修复 后 , 保持 运行 速率 为 和 的 指数 分 布 时 间 . 然后 失效 , 并 且 其 失效 有 两 
种 类 型 . 奉 是 第 一 类 失效 , 则 修复 它 的 时 间 是 速率 为 ji 的 指数 时 间 ; 若是 第 二 类 失效 ， 
则 修复 它 的 时 间 是 速率 为 yw2 的 指数 时 间 . 每 次 失效 独立 于 机 器 到 失效 所 用 的 时 间 , 第 
一 类 失效 的 概率 是 p, 而 第 二 类 失效 的 概率 是 1 一 p. 由 第 一 类 失效 引起 机 器 不 能 运行 
的 时 间 比 例 是 多 少 ? 由 第 二 类 失效 引起 机 器 不 能 运行 的 时 间 比 例 是 多 少 ?” 机 器 正常 运 
行 的 时 间 比 例 是 多 少 ? 
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机 器 在 修复 后 运行 了 速率 为 和 的 指数 时 间 , 然后 失效 . 失效 时 修理 过 程 就 开始 .修理 
过 程 经 过 上 个 不 同 的 阶段 相继 地 进行 . 首先 必须 进行 阶段 1 修理 , 然后 阶段 2, 如 此 等 
等 . 完成 这 些 修 理 的 时 间 是 独立 的 , 阶段 i 需 用 速率 为 ji(i = 1,…,k) 的 指数 时 间 . 
(a) 机 器 进行 阶段 i 修理 的 时 间 比 例 是 多 少 ? (b) 机 器 运行 的 时 间 比 例 是 多 少 ? 
一 个 修理 工 照看 机 器 1 和 2. 每 次 修复 后 , 机 器 i 保持 正常 运行 一 个 速率 为 和 i(i = 1,2) 
的 指数 时 间 . 当 机 器 i 失效 时 需要 以 速率 为 5 的 指数 分 布 的 工作 量 完成 它 的 修理 . 在 
机 器 1 失效 时 修理 工 总 是 先 修理 它 . 例如 , 若 正在 修理 机 器 2 时 机 器 1 突然 失效 , 则 修 
理工 将 立刻 停止 修理 机 器 2, 而 开始 修理 机 器 1. 问 机 器 2 失效 的 时 间 比 例 是 多 少 ? 

有 两 台 机 器 , 其 中 一 台 作 备用 . 一 台 工 作 的 机 器 将 运行 速率 为 和 的 指数 时 间 , 然后 失 
效 . 此 时 , 如 果 另 一 台 在 可 工作 状态 , 则 立刻 用 来 代替 它 , 而 它 则 送 入 修理 车 间 . 修理 工 
作 只 由 一 个 人 进行 , 他 用 速率 / 的 指数 分 布 时 间 修 复 一 台 失 效 的 机 器 . 如 果 修 理工 朵 
着 , 则 新 失效 的 机 器 马上 进行 修理 . 如果 修 理工 忙 着 , 则 等 到 另 一 台 机 器 修复 ,此 时 新 
修复 的 机 器 进入 运行 , 再 开始 修理 另 一 台 . 开始 时 两 台 机 器 都 在 可 工作 条 件 , 求 直 到 两 
台 都 进入 修理 车 间 的 时 间 的 


” (a) 期望 值 。 (b) 方差 . 
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(c) 有 一 台 可 工作 的 机 器 的 长 程 时 间 比 例 是 多 少 ? 
假设 在 习题 20 中 两 台 机 器 都 不 能 运行, 第 二 个 修理 工 就 应 召 修理 新 失效 的 机 器 . 假设 
所 有 的 修复 时 间 保持 速率 为 / 的 指数 随机 变量 . 现在 求 至 少 有 一 台 机 器 可 工作 的 时 间 
的 比例 , 将 你 得 到 的 答案 与 习题 20 中 得 到 的 作 比较 

顾客 按 速率 为 的 泊 松 过 程 到 达 一 条 单 服务 线 的 排队 系统 然而 , 发 现 系统 中 已 有 
个 顾客 的 到 达 者 ,只 以 概率 1/(n + 1) 加 入 系统 即 这 样 的 到 达 者 将 以 概率 n/(n + 1) 
不 进入 系统 . 证 明 在 系统 中 的 顾客 数 的 极限 分 布 是 均值 为 和 /4 的 泊 松 分 布 . 
一 个 车 间 有 3 台 机 器 和 2 个 修理 工 . 机 器 在 失效 前 工作 的 时 间 以 均值 10 指数 地 分 布 . 
如 果 一 个 修理 工 修复 一 台 机 器 使 用 的 时 间 以 均值 8 指数 地 分 布 , 那么 

(a) 处 在 使 用 中 的 机 器 的 平均 台数 是 多 少 ? (b) 两 个 修理 工 都 在 忙 的 时 间 比 例 是 多 少 ? 
考察 一 个 出 租车 的 车 站 , 其 中 出 租车 与 顾客 分 别 按 速率 为 每 分 钟 1 辆 与 每 分 钟 2 人 的 
泊 松 过 程 到 达 . 无 论 有 多 少 出 租车 在 那里 , 新 来 的 出 租车 都 会 等 待 . 然而 , 若 顾客 到 来 
发 现 没有 出 租车 就 会 离 去 . 求 

(a) 在 等 待 的 出 租车 的 平均 数 。 (b) 到 达 的 顾客 措 到 出 租车 的 比例 

顾客 按 速 率 为 和 的 泊 松 过 程 到 达 由 单个 服务 员 操作 的 服务 站 , 后 者 以 指数 速率 Ai 服 
务 .在 服务 结束 后 , 顾客 进入 以 指数 速率 ua 服务 的 第 二 个 系统 ， 这 样 的 系统 , 称 为 惠 
行 排队 系统 , 或 序 叶 排队 系统 . 假定 入 < ii = 1,2. 确定 极限 概率 . 

提示 : 确定 C,a,6 试探 形 如 Pm = Co"B” 的 解 : 
考虑 一 个 处 在 稳 态 ( 即 在 长 时 间 后 ) 的 遍历 的 M/M/s 排队 系统 , 论证 现在 在 系统 中 的 
人 数 独立 于 过 去 的 离开 时 刻 的 序列 . 即 例如 , 知道 已 经 在 2,3,5 和 10 个 时 间 单 位 前 有 
顾客 离开 , 并 不 影响 现在 在 系统 中 人 数 的 分 布 . 
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第 6 章 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 


在 M/M/s 排队 系统 中 , 如 果 你 允许 服务 速率 依赖 于 系统 中 的 人 数 (但 是 , 以 保证 系统 
为 遍历 的 方式 ), 你 认为 输出 过 程 是 什么 ? 当 服务 速率 / 保持 不 变 , 但 是 和 > sp 时 , 它 
又 如 何 ? 


.如果 { 风 } 和 {Y(t)} 是 独立 的 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 , 两 者 都 是 时 间 可 逆 的 . 证 明 


{X(t),Y(t)} 也 是 一 个 时 间 可 逆 的 马尔 可 夫 链 . 
考察 一 组 n 台 机 器 和 服务 于 这 些 机 器 的 单个 修理 设备 . 假设 当 机 器 i(i = 1,.…,n) 失 
效 时 , 修复 工作 量 是 速率 ji 的 指数 分 布 . 又 假设 等 可 能 地 修理 所 有 失效 的 机 器 . 即 当 
共有 上 大 个 失效 的 机 器 时 , 每 个 失效 机 器 在 每 个 单位 时 间 以 速率 1/k 接受 修理 工作 . 如 
果 总 共有 r 台 在 工作 的 机 器 , 包括 机 器 i, 那么 机 器 i 以 瞬时 速率 Xi/r 失效 . 

(a) 确定 合适 的 状态 空间 使 上 述 系统 能 分 析 为 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 . 

(b) 给 出 瞬时 转移 速率 ( 即 给 出 gi;).， (c) 写 出 时 间 可 道 性 方程 . 

(d) 求 极限 概率 , 并 且 证 明 这 个 过 程 是 时 间 可 逆 的 . 


的 定义 参见 3.6.2 节 ). 假设 一 个 粒子 沿 这 个 图 如 下 地 移动 : 事件 按 速率 为 和 i; 的 独立 
泊 松 过 程 沿 着 弧 (i,7) 发 生 . 一 个 沿 着 弧 (i,7) 发 生 的 事件 使 这 个 弧 被 激活 . 如 果 在 弧 
(i,7) 被 激活 的 时 刻 , 粒子 在 顶点 i, 那么 它 立 刻 移动 到 顶点 j(i,j = 1,…,n). 以 已 记 
粒子 在 顶点 7 的 时 间 的 比例 . 证 明 P; = 1/n. 

提示 : 利用 时 间 可 道 性 . 

总 共有 NN 个 顾客 在 7 条 服务 线 之 间 以 如 下 方式 移动 : 接受 服务 线 i 服务 的 顾客 ,以 
概率 1/(r 一 1) 再 去 服务 线 j,i 关 i, 如 果 他 去 的 服务 线 空 闲 , 则 进入 服务 , 否则 他 加 
入 队列 等 候 .服务 时 间 都 是 独立 的 ,服务 线 i 的 服务 时 间 是 速率 为 j 的 指数 随机 变 
量 , i = 1 7. 令 状 态 在 任意 时 间 为 向 量 (ni1,… ,nr), 其 中 ni 是 服务 线 i 的 顾客 数 ， 
0 1 Yn 一 八 . 

(a) 论证 如 果 X(t) 是 在 时 间 t 的 状态 , 则 { 民 的, > 0} 是 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 . 

(b) 给 出 这 个 链 的 瞬时 速率 . 

(c) 证 明 这 个 链 是 时 间 可 道 的 , 并 求 它 的 极限 概率 . 

顾客 按 速率 为 的 泊 松 过 程 到 达 一 个 有 两 条 服务 线 的 服务 站 . 顾客 到 达 后 进入 一 个 单 
一 的 队列 . 只 要 一 条 服务 线 空闲 , 队 中 第 一 个 人 就 进入 服务 . 服务 线 i 的 服务 时 间 是 速 
率 为 ji 的 指数 随机 变量 , i = 1 2, 其 中 ji + pa > 入. 一 个 到 达 者 发 现 两 条 服务 线 都 空 
朵 时 等 可 能 地 进入 任意 一 条 . 对 于 这 个 模型 , 定义 一 个 合适 的 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 ， 
证 明 它 是 时 间 可 逆 的 , 并 且 求 它 的 极限 分 布 . 

考虑 两 个 具有 参数 和 ; 和 pi(i = 1,2) 的 M / M /1 排队 系统 . 假设 他 们 共用 一 个 最 多 
容纳 3 个 顾客 的 等 待 厅 . 即 只 要 一 个 到 达 者 发 现 服务 线 都 在 忙 , 并 且 有 3 个 顾客 在 等 
待 厅 , 她 就 离开 . 求 在 系统 中 有 7 个 顾客 在 队列 1, m 个 顾客 在 队列 2 的 极限 概率 . 
提示 : 结合 截止 的 概念 利用 习题 28 的 结果 . 


习 题 317 


34. 4 个 工人 共用 一 间 有 4 个 电话 的 办 公 室 . 在 任意 时 刻 每 个 工人 或 者 在 工作 , 或 者 在 打 
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电话 . 工人 i 的 每 段 在 工作 的 时 期 持续 一 个 速率 为 Xi 的 指数 分 布 时 间 , 而 每 段 在 打 电 
话 的 时 期 持续 一 个 速率 为 ui 的 指数 分 布 时 间 , i = 1, 2, 3, 4. 
(a) 所 有 工人 都 在 工作 的 时 间 的 比例 是 多 少 ? 
令 Xi(t) 等 于 1 如果 在 时 间 t 工 人 i 在 工作 , 否则 令 它 等 于 0. 令 关 (t) = (Xi1(t), X2(t)， 
Xa(t), Xa(t)). 
(b) 论证 {入 (t),t > 0} 是 一 个 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 , 并 且 给 出 它 的 无 穷 小 速率 . 
(c) {六 (t)} 是 否 时 间 可 道 ? 为 什么 ? 
现在 假设 其 中 一 个 电话 损坏 了 . 假设 想 用 电话 但 是 发 现 所 有 电话 都 在 使 用 的 一 个 工人 
开始 了 一 个 新 的 在 工作 时 期 . 
(d) 所 有 工人 都 在 工作 的 时 间 的 比例 是 多 少 ? 
考察 一 个 具有 无 穷 小 转移 速率 gj 和 极限 概率 {PP} 的 时 间 可 道 的 连续 时 间 的 马尔 可 
夫 链 . 以 4 记 这 个 链 的 一 个 状态 集合 , 并 且 考 虑 一 个 转移 速率 qi; 为 

| co， 若 i€ A,j¢ A 

Qij, 其 他 
的 新 的 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 , 其 中 c 是 一 个 任意 的 正常 数 . 证 明 这 个 链 是 时 间 可 逆 
的 , 并 求 它 的 极限 概率 . 
考虑 一 个 有 个 部 件 的 系统 , 部 件 i 的 工作 时 间 是 速率 为 和 ; 的 指数 分 布 , i = 1,…,n. 
然而 , 失效 时 , 部 件 i 的 修复 速率 依赖 于 有 多 少 个 失效 的 部 件 . 特别 地 , 假设 当 总 共有 
k 个 失效 的 部 件 时 , 部 件 i (i = 1,…,n) 的 瞬时 修复 率 是 w ji. 
(a) 解释 为 什么 我 们 可 以 用 一 个 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 分 析 上 述 模型 . 定义 这 个 链 的 
(b) 在 稳定 状态 , 证 明 这 个 链 是 时 间 可 道 的 , 并 计算 它 的 极限 概率 . 
对 于 习题 3 中 的 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 , 介绍 一 个 均匀 化 的 版 本 . 
在 例 6.21 中 , 我 们 用 开始 在 状态 0 的 两 状态 的 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 , 计算 了 直到 时 
间 为 止 在 状态 0 的 平均 占 位 时 间 m(t) = E[O(t)]. 另 一 个 得 到 这 个 量 的 途径 是 导出 
它 的 一 个 微分 方程 . 


(a) 证 明 
m(t+h)= m(t) + Poo(t)h + o(h) 
(b) 证 明 
m (t) = 莫 二 
(c) 求解 mm 人 的. 


令 O(t) 是 两 状态 的 连续 时 间 的 马 可 尔 夫 链 在 状态 0 的 占 位 时 间 . 求 E[O()|X(0) = 1. 
考虑 两 状态 的 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 . 开始 过 程 处 于 状态 0, 求 Cov(X(s), 生 (让 
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第 6 章 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 


以 了 记 独 立 于 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 {X(t)} 的 一 个 速率 为 和 的 指数 随机 变量 , 而 令 


Pi; = P{X(Y) = j|X(0) = 


(a) 证 明 


1 A 
Pi; = 于 二 2 4 rr 

其 中 当 2 一 7 时 6i; 是 1， 当 i 时 6i; 是 0. 

(b) 证 明 上 述 的 一 组 方程 的 解 由 五 = (T - /和 )-! 给 出 , 其 中 忆 是 分 量 为 By 的 抵 
阵 , 工 是 单位 矩阵 , 而 RR 是 在 6.8 节 中 指定 的 矩阵 . 

(c) 现在 假设 页,…… 丈 是 独立 的 速率 为 和 的 指数 随机 变量 , 它们 独立 于 {XX()}. 证 明 


P{X(Yi + +Y) =jIX(0) = 


等 于 矩阵 P ”在 i 行 7 列 的 元 素 . 

(d) 解释 上 述 结论 与 在 6.8 节 中 的 近似 方法 2 的 关系 . 

(a) 证 明 在 6.8 节 中 的 近似 方法 1 等 价 于 用 使 vt = n 的 一 个 值 v 使 连续 时 间 的 马尔 
可 夫 链 均匀 化 , 然后 用 P33” 近似 Pi;(t). 

(b) 解释 为 什么 上 述 方法 将 得 到 一 个 良好 的 近似 . 

提示 : 均值 为 n 的 泊 松 随机 变量 的 标准 差 是 什么 ? 
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第 7 章 ”更 新 理论 及 其 应 用 


7.1 5| 言 


” ”我们 已 经 看 到 泊 松 过 程 是 一 个 计数 过 程 , 它 的 相继 事件 之 间 的 时 间 是 有 相同 指 
数 分 布 的 独立 随机 变量 . 一 种 可 能 的 推广 是 考虑 一 个 计数 过 程 , 其 两 次 相继 事件 之 
间 的 时 间 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 . 这 样 的 计数 过 程 , 称 为 更 新 过 程 . 
” 令 {N(t),t > 0} 是 一 个 计数 过 程 , 而 以 Xn 记 这 个 过 程 的 第 n 一 1 个 和 第 nn 个 

事件 之 间 的 时 间 , n > 1. 
定义 7.1 如果 非 负 随 机 变量 列 {Xi, X2,…} 是 独立 同 分 布 的 , 那么 计数 过 程 
{N(t),t > 0} 称 为 更 新 过 程 . 

于 是 , 一 个 更 新 过 程 是 一 个 计数 过 程 , 其 直到 第 一 次 事件 发 生 的 时 间 有 某 个 分 
布 FF, 第 一 个 和 第 二 个 事件 之 间 的 时 间 独 立 于 第 一 个 事件 的 时 间 , 并 且 有 同样 的 分 
布 F, 以 此 类 推 . 当 一 个 事件 发 生 时 , 我 们 说 发 生 了 更 新 . 

举 一 个 更 新 过 程 的 例子 . 假设 我 们 有 无 穷 个 灯泡 , 它们 的 寿命 是 独立 同 分 布 的 . 
再 假设 某 个 时 间 我 们 使 用 一 个 灯泡 , 而 当 它 失效 时 , 就 立刻 换 上 一 个 新 的 . 在 这 些 条 
件 下 , 用 N(t) 表示 直到 时 间 t 为 止 失 效 的 灯泡 个 数 , 则 {N(t),t > 0} 是 一 个 更 新 过 
程 . 
对 于 到 达 间 隔 时 间 为 X1, X2,… 的 一 个 更 新 过 程 , 令 


nN 
So = 0, Sn > Xo n>1 
i 二 1 


即 51 = Xi1 是 第 一 次 更 新 的 时 间 ; 5S。 = Xi 十 X2 是 第 一 次 更 新 的 时 间 加 上 第 一 次 
与 第 二 次 更 新 之 间 的 时 间 , 即 52 是 第 二 次 更 新 的 时 间 . 一 般 地 , Sn 记 第 n 次 更 新 
的 时 间 ( 见 图 7.1). 

Oo > 


0 5 S S$， 时间 


1 2 


图 7.1 更 新 和 到 达 间 隔 时 间 


我 们 将 以 记 到 达 间 隔 分 布 , 而 为 了 避免 平凡 情形 , 我 们 假定 F(0) = P(X = 
0) <1. 此 外 , 我 们 令 
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是 相继 更 新 之 间 的 平均 时 间 . 由 Xn 的 非 负 性 并 且 X 非 恒 等 于 0 推出 上 > 0. 

我 们 想 要 回答 的 第 一 个 问题 是 , 在 总 量 为 有 限 的 时 间 中 , 是 否 可 能 有 无 穷 多 个 
事件 发 生 . 即 对 于 t 的 某 个 (有 限 的 ) 值 ,N(t) 能 否 是 无 穷 ? 为 了 说 明 这 不 可 能 发 
生 , 我 们 首先 注意 到 , 5S% 作为 第 n 次 更 新 的 时 间 , 故 N(t) 可 以 写成 


N(t) = max{n : Sn < +t} (7.1) 


为 了 搞 清 方程 (7.1) 为 什么 成 立 , 假设 5S4 < t, 但 是 55 > t. 因此 , 第 4 次 更 新 已 经 
在 时 间 t 之 前 发 生 , 但 是 第 5 次 更 新 在 t 后 面 发 生 , 或 者 换 句 话说 , 在 时 间 t 之 前 发 
生 的 更 新 次 数 N(t) 必须 等 于 4. 现在 , 利用 强大 数 定律 , 由 此 推出 以 概率 为 1 地 
> 一 人 当 n 一 co 时 
但 是 , 由 于 /人 > 0, 这 意味 着 , 当 一 oo 时 5n 必须 趋向 无 穷 . 于 是 , 至 多 只 有 有 限 
个 mw 使 5% 小 于 或 等 于 ,因此 由 方程 (7.1) 推出 N(t) 必须 有 限 . 

然而 , 虽然 对 于 每 个 t, N(t) < co, 下 式 以 概率 为 1 地 成 立 : 


N(00) = lim N(t) = oo 


它 是 由 于 发 生 的 更 新 总 数 N(oo) 可 能 是 有 限 的 唯一 途经 , 是 到 达 间 隔 之 一 是 无 穷 
的 . 

所 以 
\ P{N(o0) < 00} = P{Xn = o0, 对 于 某 个 n} 


二 {Dt a oj < > Pen ee 


7.2 NU 的 分 布 


N(t) 的 分 布 至 少 在 理论 上 可 以 得 到 , 首先 通过 注意 到 下 面 的 重要 关系 : 时 间 

之 前 的 更 新 个 数 大 于 或 等 于 n 当 且 仅 当 第 n 次 更 新 发 生 在 时 间 t 之 前 或 在 时 间 坏 
即 

N(t) >n®e Sn <t (7.2) 


从 方程 (7.2) 我 们 得 到 


P{N(#) =n}=P{N() > n} —P{N(t) > n+1) 


(7.3) 
=P{S, <t}—-P{Sni1 < 


现在 由 于 随机 变量 Xi(i > 1) 是 独立 的 , 而 且 有 共同 的 分 布 F, 由 此 推出 多 = 
2_,_, Xi 与 下 与 它 自己 的 n 次 卷 积 (2.5 节 )Fn 同 分 布 . 所 以 , 从 方程 (7.3) 我 们 得 
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P{N() =n} = F(t) ~ Funi(®) 
例 7.1 假设 P{X, = 让 =p(1 一 Dp) 一 1,i > 1 即 假设 到 达 间 隔 分 布 是 几何 分 布 . 现 


在 S1 = Xi 可 以 解释 为 , 当 每 次 试验 以 概率 p 成 功 时 为 了 得 到 一 次 成 功 所 必须 的 
“试验 次 数 . 类 似 地 , Sn 可 以 解释 为 达到 n 次 成 功 所 必须 的 试验 次 数 , 从 而 有 负 二 项 


一 kl 
P{S -| (ed -mr 


0, k<n 


于 是 , 从 方程 (7.3) 我 们 有 
四 四 
P{N(t) = 一 1 2 1)? "(1 Ss p)*—" ee >》 和 本 i a DB) 1 
k= 二 nn 二 1 


等 价 地 , 由 于 在 每 个 时 间 n 二 1,2,… 一 个 事件 以 概率 p 独立 地 发 生 
PING = = (1 )PG -De 国 
利用 方程 (7.2), 我 们 可 以 计算 Nb) 的 均值 m() 
m(t) = EIN()] = > P{N(t) > n} = > Se > Fd) 
”其 中 我 们 用 了 如 下 事实 , 即 如 果 X 是 非 负 整数 值 , 那么 
-二 fx- k} = Spx- k} = > > k} = > PCc> > n} 


k=1 n=1 n=1 k=n 
函数 m(t) 是 大 家 知道 的 均值 函数 , 或 更 新 函数 ， 
可 以 证 明 均 值 函 数 m(t) 唯一 地 确定 了 更 新 过 程 . 特别 地 , 存在 到 达 间 陋 分 布 玉 
与 均值 函数 m(t) 之 间 的 一 个 一 一 对 应 . 
例 7.2 假设 我 们 有 一 个 更 新 过 程 , 它 的 均值 函数 给 定 为 
m(t)=2t, tt 过 0 


问 在 时 间 10 之 前 发 生 的 更 新 次 数 的 分 布 是 什么 ? 

解 ” 因 为 m(t) = 2t 是 速率 为 2 的 泊 松 过 程 的 均值 函数 , 由 到 达 间 隔 分 布 与 均 
值 函数 m(t) 之 间 的 一 一 对 应 推出 , F 必须 是 均值 为 1/2 的 指数 分 布 . 于 是 这 个 更 
新 过 程 是 速率 为 2 的 泊 松 过 程 , 因此 


P{N(10) = n} = Ts n>0 加 
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我 们 不 加 证 明 地 叙述 另 一 个 有 趣 的 结果 是 
m(t) < oo 对 于 一 切 了 上 < oo 


注 (人 由 于 ml(t) 唯一 地 确定 了 到 达 间 隔 分 布 , 由 此 推出 泊 松 过 程 是 具有 线性 均值 
函数 的 唯一 更 新 过 程 . 
(ii) 有 些 读者 可 能 想 m(t) 的 有 限 性 应 该 直接 由 N(t) 以 概率 1 地 有 限 的 事实 推 
出 . 然而 , 这 种 推理 是 不 成 立 的 . 考察 如 下 例子 : 令 Y 是 随机 变量 , 有 如 下 的 概率 分 
布 
2 以 概率 (了 ) ，n 之 1. 


P{Y < oo} -DP =2") -> G3) 


但 是 , 
E[Y] = S 2np{Y = = 27} = > > (3 ) = oo 


n=1 


因此 , 即使 了 有限, 仍旧 可 能 使 E[Y] = 
更 新 函数 满足 的 一 个 积分 方程 , 可 以 通过 对 首次 更 新 的 时 间 取 条 件 得 到 . 假定 
到 达 间 隔 分 布 F 是 连续 的 , 而 且 有 和 密度 函数 f, 这 导致 


mm) = ENO = / EINGIX1 = f(s)dz (7.4) 


现在 假设 首次 更 新 的 时 间 z 小 于 t. 由 于 更 新 过 程 概率 地 在 一 次 更 新 发 生 后 重新 开 
始 , 利用 这 一 事实 推出 , 在 时 间 上 之 前 的 更 新 次 数 将 与 1 加 上 前 t+ 一 z 时 间 单 位 中 的 
更 新 次 数 有 相同 的 分 布 . 所 以 


EIN(t)|X1 =2z]=1+EIN(t—7z)| 者 z<t 


由 于 显然 
EIN(t)|X1 =7z]=0 当 z>t 


我 们 由 方程 (7.4) 得 到 
ml(t) = [1 +m(t—27)|f(rz)dz = F(t)+ | m(t— 7z)f(z)dz (7.5) 


方程 (7.5) 称 为 更 新 方程 , 而 且 有 时 可 以 求解 它 得 到 更 新 函数 . 
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例 7.3 更 新 方程 可 能 求解 的 一 种 情况 是 到 达 间 隔 分 布 是 均匀 分 布 , 例如 说 在 (0,1) 
上 的 均匀 分 布 . 现在 , 当 t < 1 时 , 我 们 在 这 种 情形 介绍 一 个 解法 . 对 这 样 的 t 值 , 更 
新 方程 变 为 


m0)=t+ | me-s)dr =t+ | may 用 替换 y =t 一 z 


对 上 述 方程 求 微 商 , 导出 
m(t)=1+m(t) 


令 h(t) = 1+m(t), 我 们 得 到 
h(t) = 二 h(t) 或 者 Inh(t)=t+C 


或 者 h(t) = Ket 或 者 m(t) = Ket-1 
由 于 m(0) = 0, 我 们 看 到 K = 1, 所 以 我 们 得 到 


m(t)]=e:—1, Og<t<gl1 z 医 
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上 面 我 们 已 经 证 明了 , 在 t 趋 于 无 穷 时 , N(t) 以 概率 1 趋 于 无 穷 . 然而 , 如 果 知 
道 N(t) 趋 于 无 穷 的 速率 就 更 好 了 . 即 我 们 更 愿意 知道 有 关 limz_,oo N(t)/t 的 情况 . 

作为 确定 N(t) 增长 速率 的 前 奏 , 让 我 们 首先 考察 随机 变量 Sv). 这 个 随机 变 
量 表示 什么 呢 ? 为 归纳 地 说 明 , 我 们 假设 , N(t) = 3, 那么 9Swd = Ss 表示 第 3 个 事 
件 发 生 的 时 间 . 因为 只 有 3 个 事件 在 t 之 前 发 生 , 53 也 代表 早 于 或 等 于 时 间 t 的 最 
后 的 事件 发 生 的 时 间 . 事实 上 Sn) 所 表示 的 是 早 于 或 等 于 时 间 上 的 最 后 的 更 新 的 
时 间 . 类 似 的 推理 导出 结论 : Swd+i 表示 时 间 t 后 (参见 图 7.2) 的 第 一 个 更 新 的 时 
间 . 现在 我 们 已 经 做 好 证 明 下 述 命题 的 准备 . 


命题 7.1 概率 为 1 地 有 
2 


当 t 一 oo 
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证 明 ”由 于 Swo 是 早 于 或 等 于 时 间 t 的 最 后 的 更 新 的 时 间 , 而 Sv(wy+1 是 时 间 + 
后 的 第 一 个 更 新 的 时 间 , 我 们 有 


NO < 寺 -2NG+l 
或 Nt) < NE < NG) C59) 





SN(t) St < NG)+1l 


然而 , 由 于 Sw()/N() = DXi/N(t) 是 Nt) 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 的 平均 
值 , 由 强大 数 定律 推出 当 N(t) 一 co 时 , Sv)/N(t) 一 上 但 是 , 因为 当主 一 oo 时 


N(t) 一 oo, 我 们 得 到 
ON(t) 加 

















Nt) 1 当 上 一 oo 
另外 , 对 于 
N(t)+1 N(t)+1 N(t)+1 
N(t) a N(t) ) 
由 与 上 面相 同 的 推理 以 及 
bt 


我 们 有 SNG)+1/N(t) 十 1 一 k. 因此 


ON(t)+1 


Nt) WL 当 t 一 oo 


现在 由 方程 (7.6) 得 出 结论 , 这 是 由 于 t/N(t) 在 两 个 随机 变量 之 间 , 当 t+ 一 co 时 其 


中 每 一 个 都 收敛 到 j. 图 
注 ”(i) 即使 更 新 闻 的 平均 时 间 / 是 无 穷 时 , 上 面 的 命题 也 正确 . 在 这 种 情形 , 1/4 
为 0. : 


(i 数 1/1 称 为 更 新 过 程 的 速率 . 

(ii) 因为 在 更 新 间 的 平均 时 间 是 人 , 显然 , 每 4 个 时 间 单 位 发 生 更 新 的 平均 速 
率 为 1. 转 

命题 7.1 是 说 , 当 t 一 ce 时 , 到 时 间 t 的 平均 更 新 率 以 概率 为 1 地 收敛 到 1/p. 
平均 更 新 率 的 期 望 是 什么 ?m(t)/t 收敛 到 1/p 也 正确 吗 ? 这 个 结果 是 著名 的 基本 
更 新 定理 , 这 里 并 不 给 出 其 证 明 . 


基本 更 新 定理 
mt) 1 


当 上 一 oo 


如 前 , 当 风 = co 时 , 1 人 /为 0. 
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注 ”年 一 看 , 基本 更 新 定理 似乎 是 命题 7.1 的 简单 推论 . 就 是 说 , 由 于 平均 更 新 率 
以 概率 为 1 地 收敛 到 1//, 这 不 应 该 推出 平均 更 新 率 的 期 望 收敛 到 IR 吗 ? 然而 ， 
我 们 必须 小 心 , 为 此 考察 以 下 的 例子 . 

例 7.4 令 U 是 在 (0,1) 上 均匀 分 布 的 随机 变量 , 并 且 定 义 随机 变量 丈 (" > 1) 为 


et 1 
0， 若 U > 一 
7 = 


i 1 
70， 右 U 芭 一 
nN 


现在 由 于 U 以 概率 为 1 地 大 于 0, 由 此 推出 , 对 于 充分 大 的 一 切 n, 7 将 等 于 0. 即 
对 于 充分 大 的 n 使 得 UV > 1/n, Yi 将 等 于 0. 因此 , 概率 为 1 地 


hh —0 当 m 一 oo. 


然而 
Bo] =np {Uv < =} =n =1 
n Nn 


所 以 , 即使 随机 变量 列 丈 收敛 到 0, 3 的 期 望 值 也 恒 等 地 是 1. 二 
例 7.5 贝 弗 莉 有 一 台 使 用 单个 电池 的 收音 机 . 一 旦 电池 失效 , 贝 弗 莉 立刻 换 上 新 
电池 . 如 果 电 池 的 寿命 (小 时 ) 在 区 间 (30,60) 上 均匀 分 布 , 那么 贝 弗 莉 以 什么 速率 
更 换 电池 ? 

解 ”大 我 们 以 N(t) 记 到 时 间 t 为 止 失效 的 电池 的 个 数 ， 由 命题 7.1, 我 们 有 贝 弗 莉 
更 换 电 池 的 速率 为 oe 


a 


即 长 远 来 看 , 贝 弗 莉 必 须 每 45 小 时 更 换 一 次 电池 . 加 
例 7.6 假设 在 例 7.5 中 , 贝 弗 莉 手头 没有 任何 多 余 的 电池 , 而 每 次 失效 发 生 时 , 她 
必须 去 购买 新 电池 . 如 果 她 买 到 新 电池 需要 用 的 时 间 在 (0, 1) 均匀 分 布 , 那么 贝 弗 
莉 更 换 电 池 的 平均 速率 是 什么 ? 

解 ”在 这 种 情形 , 两 次 更 换 之 间 的 平均 时 间 由 yj = EBUi + BU2 给 出 , 其 中 总 在 
(30, 60) 均匀 分 布 , 而 U2 在 (0,1) 均匀 分 布 . 因此 


1 f 
三 
人 4 2 


所 以 长 远 来 看 , 贝 弗 莉 以 速率 2/91 放 进 一 节 新 电池 . 即 她 将 在 每 91 小 时 放 进 2 个 
新 电池 . 园 
例 7.7 假设 潜在 的 顾客 按 速 率 为 和 的 泊 松 过 程 来 到 只 有 一 个 服务 窗口 的 银行 . 然 
而 , 假设 潜在 的 顾客 只 当 服 务 和 窗口 有 空 时 才 进 入 银行 . 即 如 果 在 银行 中 已 经 有 一 个 
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顾客 , 那么 后 来 者 并 不 进入 银行 而 转身 回 家 . 如 果 我 们 假定 进入 银行 的 顾客 在 银行 
停留 的 时 间 是 一 个 具有 分 布 G 的 随机 变量 , 那么 

(a) 顾客 进入 银行 的 速率 是 多 少 ? (b) 潜在 的 顾客 确实 进入 银行 的 比例 是 多 少 ? 
解 ” 要 回答 这 些 问 题 , 让 我 们 假设 在 时 间 0 恰好 有 一 个 顾客 进入 银行 ( 即 我 们 定义 
过 程 在 第 一 个 顾客 进入 银行 时 开始 ). 如 果 我 们 以 ne 记 平 均 服 务 时 间 , 那么 由 泪 松 
过 程 的 无 记忆 性 质 推出 , 进入 的 顾客 之 间 的 间隔 时 间 的 均值 是 


1 

HH= HG 十 ~ 
因此 , 进入 银行 的 顾客 的 速率 将 由 

ee 

/1 十 MG 
给 出 . 另 一 方面 , 由 潜在 的 顾客 将 以 速率 入 到 达 推 出 , 进入 银行 的 顾客 的 比例 将 由 

MG+Mej 1 
z | 入 1+M\e 

给 出 . 特别 地 , 如 果 入 = 2( 在 每 小 时 中 ), 而 ya = 2, 那么 5 个 顾客 中 只 有 1 个 将 确 
实 进 入 这 个 系统 . 图 


”命题 7.1 的 一 个 特殊 应 用 , 由 我 们 下 一 个 例子 给 出 . 

例 7.8 ”每 一 个 试验 以 概率 P 出 现 的 结果 是 数 i,1 二 1,…,n, 》 ，_， R=1. 观察 
一 系列 独立 的 试验 直至 同样 的 结果 连续 出 现 夺 次, 则 这 个 结 果 被 宣布 为 游戏 的 胜利 
者 . 例如 , 如 果 有 = 2, 而 且 一 个 结果 的 序列 是 1, 2, 4, 3, 5, 2, 1, 3, 3, 那么 我 们 在 9 
个 试验 后 停止 , 而 且 宣 布 结果 3 是 胜利 者 . 数 i(i = 1,…,n) 的 胜利 者 的 概率 是 多 
少 ? 而 期 望 试验 次 数 是 多 少 ? 

解 。” 我 们 先 计 算 抛 掷 硬 币 直至 连贯 地 出 现 大 次 正面 的 期 望 抛掷 次 数 , 称 之 为 E[ 了 TI]. 
这 些 抛 搓 是 独立 的 , 而 且 其 中 的 每 一 个 出 现 正面 的 概率 是 p. 通过 对 首次 出 现 反面 
的 时 间 取 条 件 , 我 们 得 到 


k 
= >》_(1 -pp (+ ET]) + kp" 
j=1 : 
求解 EIT] 导出 
. (1—») ,7 一 1 
El]=k+ 2 ip 


经 过 化 简 , 我 们 得 到 


1+p+.…+p 1! 1—p* 
SD 0 
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现在 我 们 回 到 这 个 例子 , 并 且 让 我 们 假设 一 旦 一 次 游戏 的 胜利 者 被 确定 , 我 们 
立刻 开始 进行 另 一 次 游戏 . 对 于 每 个 i, 让 我 们 确定 结果 i 赢 的 速率 . 现在 , 在 每 次 i 
赢 时 , 一 切 又 重新 开始 , 于 是 , 由 i 赢 构成 一 个 更 新 . 因此 , 由 命题 7.1 


; 赢 的 速率 = 





1 
ELVi] 
其 中 mi 记 在 结果 i 相继 赢 两 次 之 间 的 试验 ( 即 游戏 ) 次 数 . 因此 , 从 方程 (7.7) 我 们 
看 到 


PB) (7.8) 


泳 的 速率 = 瑟 忆 一 
因此 , 游戏 由 数 i 赢 的 长 程 比例 (long-run proportion) 由 
Pr(1 一 总 ) 
i 说 的 速率 1— PK 


2》_,_1) 启 的 速率 pn Te 





i 万 的 比例 = 


给 出 . 然而 , 由 强大 数 定律 推出 , 数 i 赢 的 长 程 比例 以 概率 1 地 等 于 任意 一 次 游戏 中 


数 i 说 的 概率 , 因此 | 
Pr(1— P) 
1— Pr 
n Pr(l—P) 

ji=1 1—Pr 


为 了 计算 游戏 的 期 望 时 间 , 我 们 首先 注意 





P{: 顾 } = 





P 


游戏 结束 的 速率 = 》 “i 谅 的 速率 = 由 方程 (7.8)] 


i 二 1 一 1 
现在 ， 利用 当 一 个 游戏 结束 时 一 切 都 从 头 开始 ， 由 命题 7.1 推出 , 游戏 结束 的 速率 等 
于 游戏 平均 时 间 的 倒数 . 因此 
1 1 
EI 一个】 时 间 ] = 一 一 一 一 一 一 一 = 二 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 
RE 7E 


在 证 明基 本 更 新 定理 时 的 一 个 关键 因素 是 建立 直到 时 间 t 为 止 平均 更 新 的 次 
数 ml(t) 与 在 时 间 上 后 首次 更 新 的 期 望 时 间 ESwd+i] 之 间 的 关系 ， 人 
独立 性 . 令 
g(t) = E[SN()+1] 
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对 首次 更 新 的 时 间 取 条 件 , 对 于 g(t) 我 们 推导 一 个 类 似 于 更 新 方程 的 积分 方程 . 这 
导致 
ol) = 人 BlsveorlX =af(e)de 
其 中 我 们 假设 了 到 达 间 隔 时 间 是 连续 的 随机 变量 , 具有 密度 f. 现在 如 果 首 次 更 新 
发 生 在 时 间 z, 而 x > t, 那么 显然 在 t 后 首次 更 新 的 时 间 是 z. 另 一 方面 , 如 果 首次 
更 新 发 生 在 时 间 z < ,那么 将 z 看 成 新 的 原点 , 由 此 推出 从 这 个 原点 在 时 间 t 一 z 
后 首次 更 新 发 生 的 期 望 时 间 是 g(t - x). 即 我 们 看 到 


g(t 一 2Z) 十 2 石 Z 一 ;t 


ElSNG)+1ilX1 一 2| = | -于 
六 右 Z >>t 


将 它 代 入 上 面 的 方程 , 给 出 
g(t) = | (gt 一 Z) 十 Z)Fz)dz 十 [ Zjf(z)dz = | g(t — 7z)f(z)dz+ [ rf (zr)dz : 


或 t 
gO = p+ | go) (ea 


它 与 更 新 方程 ， 
m(t) = F(t) + 上 m(t—z)f(z)ds 


十 分 类 似 . 事实 上 , 如 果 我 们 令 


t 
: ql) = A 一 1 
我 们 看 到 
gq1(t)+1= 1+/ [g(t — 7)+1)f(z)dz 
或 t 
al) = FO+ { glt— a)f(o)dr 
即 9 的 = YL _] 满足 更 新 方程 , 从 而 由 唯一 性 , 它 必须 等 于 m 人 我 们 已 
经 证 明了 以 下 的 命题 
命题 7.2 


ElSnG)+1] = plm(t) + 1 
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命题 7.2 的 第 二 个 推导 将 在 习题 13 和 14 中 给 出 . 为 了 看 到 怎样 用 命题 7.2 建立 基 
本 更 新 定理 , 我 们 将 从 t 到 下 一 次 更 新 的 时 间 记 为 Y(t), Y(t) 称 为 在 上 的 额外 奉命， 
或 剩余 寿命 . 由 于 t 后 首次 更 新 发 生 在 t 十 Y(), 我 们 看 到 


SN(+1 =t+Y(t) 


取 期 望 , 并 利用 命题 7.2, 导出 





um(t) +1|=t+ EIY(t)] (7.9) 
它 比 合 
mt) _1_1, EY 
4k th 
基本 更 新 定理 现在 可 以 通过 证 明 
, EY _, 
t 一 CO t 
而 得 证 (参见 习题 14). 


关系 式 (7.9) 显示 , 如 果 我 们 能 够 确定 在 t 的 平均 超额 时 间 E[Y(t)], 那么 我 们 
可 以 计算 m(), 而 反之 亦 然 . 
例 7.9 ”考察 更 新 过 程 , 它 的 到 达 间 隔 分 布 是 两 个 指数 分 布 的 卷 积 , 即 


= 厂 * 了 fo， 其 中 i(t)=1-e Yi,i=1,2 


我 们 将 通过 首先 确定 E[Y(t)] 来 确定 更 新 函数 . 为 了 得 到 在 t 的 平均 超额 时 间 , 想 
象 每 个 更 新 对 应 于 使 用 一 台新 的 机 器 , 并 且 假 设 每 台 机 器 有 两 个 组 件 , 开始 组 件 1 
在 使 用 , 而 它 持续 一 个 速率 为 u1 的 指数 时 间 , 然后 使 用 组 件 2, 它 持续 一 个 速率 为 
12 的 指数 时 间 . 当 组 件 2 失效 时 , 一 台新 的 机 器 开始 使 用 ( 即 一 个 更 新 发 生 ) 现在 
考虑 过 程 {X(t),t > 0}, 其 中 X(t) = i, 如 果 组 件 i 在 时 间 t 在 使 用 中 . 容易 看 出 
{X(t),t > 0} 是 一 个 两 状态 的 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 , 所 以 , 利用 例 6.11 的 结 采 , 它 
的 转移 概率 是 





hi 一 (1 十 pa2)t /2 
Pi(t) = e 2 十 一 一 
u(t) Hl 二 kK2 LH1+ NA2 


为 了 计算 使 用 中 的 机 器 在 时 间 t 的 平均 剩余 寿命 , 我 们 取 条 件 于 在 使 用 的 是 第 一 
个 组 件 还 是 第 二 个 组 件 ， 若 它 的 第 一 个 组 件 仍 在 使 用 中 , 则 它 剩余 寿命 是 


二 十 二 而 若 它 已 经 使 用 第 二 个 组 件 ， 则 它 的 平均 剩余 寿命 是 二 .因此 , 以 p(t) 记 
在 时 间 + 在 使 用 中 的 机 器 用 的 是 它 的 第 一 个 组 件 的 概率 ， 我 人 有 


E[Y (| = (去 和 F 过 人 2 = 二 率 2 
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但 是 , 由 于 在 时 间 0 第 一 台 机 器 使 用 它 的 第 一 个 组 件 , 由 此 推出 p(t) = Pi(), 所 以 ， 
用 上 面 Pii(s) 的 表达 式 , 我 们 得 到 





和 -ptt HH2 
E[Y(t)] = 十 pr tH) 十 i (7.10) 
现在 从 方程 (7.9) 推出 
m(t)+1= - 十 = (7.11) 


其 中 到 达 间 隔 时 间 的 均值 岂 在 这 种 情形 由 
a RR i 
H1 HH2 H1H2 


给 出 . 将 方程 (7.10) 以 及 上 面 的 方程 代入 方程 (7.11), 经 过 化 简 , 导出 


m(t) = Hb? 入/ = [1 一 e—(p1+p2)t] 吴 
Mi 十 Ha (ki+ pk2) 


HH 二 





注 ”利用 方程 (7.11) 中 的 关系 和 由 两 状态 的 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 的 结果 , 用 在 
例 7.9 中 对 于 到 达 间 隔 分 布 


F(t)=pF(t)+(1—p)F2(t) 和 F(t) = pF(t) + (1 —p)(F1* 2)(t) 


同样 的 方式 得 到 更 新 函数 , 其 中 Fi(t) = 1 一 emt,t > 0,1i= 1,2. 

一 个 重要 的 极限 定理 是 更 新 过 程 的 中 心 极限 定理 . 它 叙 述 为 , 对 于 大 的 t, N(t) 
近似 于 均值 为 t/h 和 方差 为 to?/p 的 正 态 分 布 , 其 中 内 和 c” 分别 是 到 达 间 隔 分 布 
的 均值 和 方差 . 即 我 们 有 下 述 定 理 , 这 里 并 不 给 出 其 证 明 . 

更 新 过 程 的 中 心 极限 定理 


J NU 一世 1 人 _ 212 
lim P <7T?=C—— e-? /2dz 
t—00 | A /to* /nL3 | V 2N 一 CO 


此 外 , 因为 由 更 新 过 程 的 中 心 极限 定理 能 够 预期, 可 以 证 明 了 < 下 收 全 到 
红 , 即 可 以 证 明 
Tn 





lim eel (6)) _ 
例 7.10 ”两 台 机 器 相继 地 处 理 无 穷 个 零 活 . 在 机 器 1 上 处 理 一 个 零 活 的 时 间 是 参 
数 为 n = 4 和 入 =2 的 伽 玛 随机 变量 , 而 在 机 器 2 上 处 理 一 个 零 活 的 时 间 在 0 和 4 
之 间 均 名 地 分 布 . 求 到 时 间 t= 100 为 止 , 两 个 机 器 一 起 至 少 可 以 处 理 90 个 零 活 的 
概率 的 近似 值 . 


o/s (7.12) 
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解 ” 如 果 我 们 以 Ni(t) 记 到 时 间 t+ 为止 机 器 ; 可 以 处 理 的 零 活 个 数 ,那么 {Ni(,t > 
0} 与 {Na(b),t > 0} 是 独立 的 更 新 过 程 . 第 一 个 更 新 过 程 的 到 达 间 隔 分 布 是 参数 为 
n = 4 和 入 =- 2 的 伽 玛 随机 变量 , 故而 有 均值 2 和 方差 1. 相应 地 , 第 二 个 更 新 过 程 
的 到 达 间隔 在 0 和 4 之 间 均匀 分 布 , 故而 有 均值 2 和 方差 16/12. 

所 以 , Ni(100) 近似 地 是 均值 为 50 和 方差 为 100/8 的 正 态 随机 变量 , 而 Nz(100) 
近似 地 是 均值 为 50 和 方差 为 100/6 的 正 态 随机 变量 . 因此 ,Ni(100) + N2(100) 近 
似 地 是 均值 为 100 和 方差 为 175/6 的 正 态 随机 变量 .于 是 以 B® 记 标 准 正 态 分 布 函 
数 , 我 们 有 





Ni(100) + N2(100) -100 89.5 — 100 
P{Ni(100) + N2(100) > 89.5}=P [和 | 


175/6 175/6 
v1_s (105 
175/6 


S| ld 0 国 
175/6 
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大 量 的 概率 模型 是 下 述 模 型 的 特殊 情形 . 考虑 到 达 间 隔 时 间 Xn(n > 1) 的 更 新 
过 程 {N(t),t > 0}, 并 且 假 设 每 次 更 新 发 生 时 我 们 接受 一 次 报酬 . 我 们 以 Rn 记 在 
第 n 次 更 新 时 得 到 的 报酬 . 我 们 假定 Rn(n > 1) 独立 同 分 布 , 然而 , 我 们 允许 Rm 可 
以 依赖 于 (而 通常 是 依赖 于 ) 第 n 个 更 新 区 间 的 长 度 X。. 如 果 我 们 令 


R(t) = 3 Rn 
-| 
那么 R(t) 表示 到 时 间 + 为 止 赚 到 的 全 部 报酬. 令 
EP[R] 一 也 [Rnj， 了 EX] = 了 EXn] 
命题 7.3 。” 如果 E[R] < ce 和 E[X] < co, 那么 
(a) 概率 为 1 地 Jim 全 = 下 和 
证 明 ”我 们 只 给 出 (a) 的 证 明 . 为 了 证 明 它 , 写 出 


REO) Dn Rn (Ss 站 全 


了 [有 Rb _ EIA] 
(b) im 人 


t t N(t) t 
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由 强大 数 定 律 , 我 们 得 到 





N(t) 
2 — E[R] 当 t— co 
而 由 命题 7.1 es - 
a BX 当 t — oo 
于 是 得 到 结果 . 图 


注 ”(i) 如 果 每 当 发 生 一 次 更 新 , 我 们 说 完成 一 个 箱 环 , 那么 命题 7.3 说 明 单位 时 间 
的 长 程 平均 报酬 , 等 于 在 一 个 循环 中 赚 到 的 期 望 报酬 除 以 一 个 循环 的 期 望 长 度 . 

(i) 虽然 我 们 假设 了 报酬 是 在 更 新 的 时 间 赚 到 的 , 当 报 酬 是 在 整个 循环 逐步 赚 
到 时 , 结果 仍然 成 立 . 
例 7.11 在 例 7.7 中 , 如 果 我 们 假设 相继 的 顾客 在 银行 的 存款 数 是 独立 的 随机 变 
量 , 具有 相同 的 分 布 互 , 那么 累计 存款 率 lim:_,oo(t 之 前 的 总 存款 )/t 由 


E[ 一 个 循环 中 的 存款 数 ] HH 





E[ 一 个 循环 的 时 间 yo + = 


给 出 , 其 中 pc + 是 一 个 循环 的 时 间 的 均值 , 而 pa 是 分 布 五 的 均值 四 
例 7.12 (汽车 购买 模型 汽车 的 寿命 是 一 个 具有 分 布 也 和 密度 h 的 连续 的 随机 变 
量 . 布朗 先生 使 用 一 个 策略 是 , 一 旦 他 的 车 坏 了 或 者 用 了 7 年 , 他 就 购买 一 辆 新 车 
假设 一 辆 新 车 的 价格 为 C1 美元 , 而 且 只 要 布朗 先生 的 车 坏 了 就 引起 一 个 附加 花费 
C2 美元 . 在 用 过 的 车 没有 再 卖 的 价值 的 假定 下 , 布朗 先生 的 长 程 平均 费用 是 多 少 ? 

如 果 每 次 布朗 先生 得 到 一 个 新 车 , 我 们 就 说 完成 了 一 个 循环 , 那么 从 命题 7.3 
推出 (用 价格 替代 报酬 ) 他 的 长 程 平均 花费 等 于 

B[ 一 个 循环 中 引起 的 费用 
B[ 一 个 循环 的 长 魔 

现在 令 X 是 在 一 个 任意 的 循环 中 布朗 先生 的 车 的 寿命 , 那么 在 这 个 循环 中 引起 的 


费用 将 由 
C1， 在 和 SI C1 十 C2， 和 在原 区 人 


表示 . 所 以 , 在 一 个 循环 上 引起 的 期 望 费用 是 
CiP{X > 7T} 十 (C1 二 C2)P{X < T} 一 C1 十 C2H(T) 


同样 , 循环 的 长 度 是 
X, 若 和 入 下 T, 若 忒 > 克 
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所 以 一 个 循环 的 期 望 长 度 是 
7 co 下 
上 Th(z)dz 十 [ Th(z)dz = 上 ZhA(zZ)dz + Tl — H(T)] 
0 5 0 


。 所 以 , 布朗 先生 的 长 程 平均 费用 将 是 


Ci C2 (7.13) 


上 adz 上 TIE 下 
0 


”现在 假设 一 辆 车 的 寿命 (以 年 计 ) 是 在 (0, 10) 上 均匀 地 分 布 , 而 假设 C1 是 3 千 美 元 
以 及 C2 是 1/2 千 美 元 . 问 是 什么 值 使 布朗 先生 的 长 程 平均 花费 最 小 ? 
若 布朗 先生 使 用 值 T(T < 10) 时 , 则 由 方程 (7.13), 他 的 长 程 平均 费用 等 于 


3+ 3(7/10) 3+T/20 60+T 
T 72/20+ (10T-7T2)/10 207 一 了 2 
上 (z/10)dz + T(1 — T/10) 
0 


现在 我 们 可 以 利用 微 积分 使 它 达 到 最 小 . 令 


60+ 工 
9(T) = HT 73 


we (20T — T2) — (60 +T)(20 — 27) 
/ a 本 轴 
| g (7) > (20T-7T22 
将 它 与 0 相等 , 导出 
z 20T — T? = (60 +T)(20— 27) 
或 者 , 等 价 地 
T?2+120T—1200=0 


它 导出 解 

: Tx9.25 和 T2129.25 
由 于 了 < 10, 由 此 推出 布朗 先生 的 最 佳 策 略 是 , 一 旦 他 的 旧 车 用 了 9.25 年 就 购买 新 
车 . 国 
例 7.13 (火车 发 车 ) 假设 旅客 按 一 个 到 达 间 隔 时 间 的 均值 为 / 的 更 新 过 程 到 达 一 
个 火车 站 . 一 旦 有 N 个 乘客 等 候 在 火车 站 , 就 发 出 一 辆 火车 . 如 果 火 车 站 在 有 n 个 
乘客 等 待 时 会 引起 速率 为 每 个 单位 时 间 nc 美元 的 费用 , 问 火 车 站 引起 的 平均 费用 


是 多 少 ? 
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如 果 发 出 一 辆 火车 , 我 们 就 说 完成 了 一 个 循环 , 那么 上 面 的 是 一 个 更 新 报酬 过 
程 . 一 个 循环 的 期 望 长 度 是 需要 到 达 N 个 乘客 的 期 望 时 间 , 而 由 于 到 达 间 隔 时 间 的 
均值 为 彤 它 等 于 
: E[ 一 个 循环 的 长 度 ] = NA 


如 果 我 们 以 Th 记 在 一 个 循环 中 第 n 个 到 达 者 与 第 n 十 1 个 到 达 者 之 间 的 时 间 , 那 
么 一 个 循环 中 的 期 望 费用 可 以 表示 为 


E[ 一 个 循环 的 费用 | = ElcTi 十 2cT2 十 …: 十 (N 一 1)cTrn-i| 


由 于 E[T,] 三 WW， 它 等 于 
calN-—1) 


因此 , 火车 站 引起 的 平均 费用 是 


cuN(N—1) c(N-1) 
Ny 2 


现在 假设 每 开 出 一 辆 火车 引起 车 站 费用 6 个 单位 . 问 当 c= 2 = 工时 , N 取 
什么 值 时 车 站 的 长 程 平均 费用 最 少 ? 
在 这 种 情形 , 当 火 车 站 用 NN 时 , 我 们 有 单位 时 间 的 平均 费用 是 
6+cuN(N—1)/2 6 


将 它 当 作 入 的 连续 函数 处 理 , 并 且 利 用 微 积分 , 我 们 得 到 使 它 最 小 的 N 的 值 是 
N=V6%2G2.45 


因此 , N 的 最 佳 整数 值 是 2 或 者 3, 它们 导出 平均 费用 的 值 4 因此 , N = 2 或 N=3 
使 火车 站 的 平均 费用 最 少 . 加 
例 7.14 ”假设 顾客 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 到 达 一 个 单 服 务 线 的 系统 . 在 到 达 时 必 
须 通 过 一 个 通 向 服务 线 的 一 个 门 . 然而 , 每 次 有 人 通过 的 随后 的 t 单位 时 间 内 门 会 
锁 住 . 看 到 门 锁 住 的 顾客 将 流失 并 由 系统 引起 一 个 费用 c. 看 到 一 个 未 锁定 的 门 的 
顾客 将 通过 服务 线 , 如 果 服 务 线 在 闲 着 , 这 个 顾客 就 接受 服务 ; 如 果 服 务 线 在 忙 , 则 
顾客 不 接受 服务 而 离开 , 并 引起 一 个 费用 K. 如 果 一 个 顾客 的 服务 时 间 是 速率 为 1/ 
的 指数 分 布 , 求 此 系统 引起 的 单位 时 间 的 平均 费用 . 

解 ”可 以 考虑 上 面 为 更 新 报酬 过 程 , 每 次 一 个 到 达 的 顾客 发 现 门 未 锁 , 就 开始 一 个 
新 的 循环 . 这 是 因为 , 无 论 到 达 者 看 到 服务 线 是 否 在 闲 着 , 门 在 随后 的 t 单位 时 间 内 
都 会 锁定 , 而 服务 线 将 忙 一 个 速率 为 4 的 指数 分 布 时 间 X( 奉 服务 线 在 亲 着 , 则 X 
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是 进入 的 顾客 的 服务 时 间 ; 若 服 务 线 忙 着 , 则 X 是 在 服务 的 顾客 的 剩余 服务 时 间 ). 
由 于 下 一 个 循环 将 开始 于 时 间 t 后 首次 到 达 的 时 刻 , 由 此 推出 


B[ 一 个 循环 的 时 间 ] = + 十 过 
以 Ci 记 在 一 个 循环 中 由 于 到 这 者 看 到 门 锁 着 而 引起 的 费用 . 那么 由 于 在 循环 中 
前 面 的 时间 单位 中 的 每 一 个 到 达 者 将 引起 一 个 费用 。 我 们 有 
ECi] = Xtc 
同样 , 以 Cs 记 在 一 个 循环 中 由 于 一 个 到 达 者 看 到 门 开 着 但 是 服务 线 在 忙 而 引起 的 


费用 . 那么 , 因为 如 果 在 循环 开始 后 服务 线 还 在 忙 一 个 时 间 0 K, 故而 在 
这 时 间 以 后 的 下 一 个 到 达 发 生 在 循环 完成 前 , 我 们 看 到 


入 
A+ 





E[C»|] = Ke 


从 而 
MKe-rt 


Atc 十 了 
每 单位 时 间 的 平均 费用 = 一 人 + 人 加 
t 十 一 
入 


例 7.15 考虑 按 顺序 地 生产 产品 的 制造 过 程 , 每 个 产品 或 者 是 废品 , 或 者 是 可 接受 
的 . 下 面 的 抽样 方案 常常 用 于 检测 并 尽量 多 地 消除 废品 . 开始 , 每 个 产品 都 要 检查 ， 
而 且 一 直 进行 到 有 相继 的 & 个 可 接受 的 产品 为 止 . 在 这 时 100% 检 查 结 束 , 不 再 检 
查 所 有 产品 随后 的 每 个 产品 以 概率 a 独立 地 检查 . 这 种 部 分 检查 持续 到 遇 到 一 个 
废品 为 止 , 这 时 100% 检 村 量 新 建立 , 而 过 程 重新 开始 . 如 果 每 个 产品 独立 地 以 概率 
4 为 废品 . 

(a) 被 检查 的 产品 的 比例 是 多 少 ? 

(b) 如 果 检 测 到 的 废品 都 拿 走 , 留 下 的 废品 的 比例 是 多 少 ? 
注 ”在 开始 分 析 之 前 , 注意 上 述 抽 样 方案 是 为 产生 废品 的 概率 随时 间 而 变化 的 情 
痪 设计 的 . 它 希 望 将 100% 检 查 关联 于 废品 率 大 的 时 间 , 而 将 废品 率 小 的 时 间 关 联 于 
部 分 检查 . 然而 , 在 废品 率 始终 保持 为 常数 的 极端 情形 , 弄 明 白 这 个 方案 的 原理 是 
很 重要 的 . 
解 ”首先 注意 到 可 以 将 上 述 处 理 为 一 个 更 新 报酬 过程 , 一 个 新 的 循环 开始 于 每 次 
运行 100% 检 查 之 时 . 于 是 我 们 有 





了 杏 » 向 ， = 
和 FE[ 在 一 个 循环 中 生产 的 个 数 
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以 Ns 记 直 到 有 相继 的 大 个 可 接受 的 产品 时 被 检查 的 产品 个 数 . 一 旦 部 分 检查 开始 
( 即 在 Ni 个 产品 已 经 生产 后 ), 由 于 每 个 被 检查 的 产品 以 概率 9 是 废品 , 由 此 推出 找 
到 一 个 废品 所 必须 检查 的 期 望 产 品 数 是 1/9. 因此 


E[ 在 一 个 循环 中 被 检查 的 个 数 | = ELNi] 二 


此 外 , 由 于 在 部 分 检查 时 每 个 产品 独立 地 被 检查 , 而 以 概率 ad 发 现 是 废品 , 由 此 推 
出 直至 一 个 产品 被 查 出 是 废品 的 期 望 产品 数 是 1/ag, 所 以 


E[ 在 一 个 循 不 中 产品 的 个 数 ] = E[Na] 二 元 


同样 , 由 于 E[Nxk] 是 当 每 个 产品 以 概率 p = 1 一 g 是 可 接受 时 需要 得 到 一 列 大 个 可 
接受 产品 的 期 望 试 验 ( 即 检查 ) 次 数 , 由 此 从 例 3.14 推出 : 


1 | 1 (1/p)*—1 
el es CD 


1 
DSA ee 
p 也 p d 





因此 , 我 们 得 到 


i = 被 检查 产品 的 比例 = 一 ?人 一 . 
CE 

p Q 
为 了 回答 (b), 首先 注意 由 每 个 产品 以 概率 9 是 废品 推出 , 既 被 检查 又 发 现 是 废品 的 
产品 比例 是 gR. 因此 , 对 于 很 大 的 入, 在 前 NN 个 生产 的 产品 中 , 有 (近似 地 ) NgP 
个 被 发 现 是 废品 而 被 拿 走 . 因为 在 前 NN 个 产品 中 包含 (近似 地 ) Nag 个 废品 , 由 此 推 
出 有 Ng 一 NgP 个 废品 没有 发 现 , 因此 ， 
Nall ~ 一 PP) 


没有 拿 走 的 废品 的 比例 法 N(1 — gqP) 


当 NN 一 co 时 , 近似 变 成 精确 , 我 们 看 到 


没有 拿 走 的 废品 的 比例 = 一世， 

一 人 
例 7.16 (更 新 过 程 的 平均 年 龄 ) 考虑 一 个 具有 到 达 间隔 分 布 的 更 新 过 程 , 而 且 
定义 A() 为 最 后 一 次 更 新 到 t 的 时 间 . 若 更 新 表示 旧 的 零件 失效 而 将 换 上 一 个 新 
的 , 则 4(t) 表示 在 使 用 中 的 零件 在 时 间 + 的 年 龄 . 由 于 Siw) 表示 早 于 时 间 t 或 在 
时 间 t 的 最 后 一 次 事件 的 时 间 , 我 们 有 
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我 们 要 求 年 龄 的 平均 值 , 即 





为 了 确定 这 个 量 , 我 们 以 如 下 的 方式 运用 更 新 报酬 理论 : 让 我 们 假定 在 任意 时 间 以 
大 小 等 于 此 时 更 新 过 程 的 年 龄 的 速率 接受 钱 . 即 在 时 间 t 以 速率 4(b) 接受 钱 , 所 以 
| 4rbdt 表示 我 们 在 时 间 s 的 全 部 所 赚 . 因为 在 更 新 发 生 时 一 切 都 从 头 开始 , 由 
此 推出 
EF a 个 更 新 人 环 中 的 报 本 
一 个 更 新 循环 的 时 间 ] 


现在 Ee Nan ;的 年 龄 正 是 我们 有 
X XxX2 
在 一 个 更 新 循环 中 的 报酬 = | tdt = 全 
其 中 X 是 更 新 循环 的 时 间 . 因此 , 我 们 有 


Aat 
年 龄 的 平均 值 = Jim, 4 一 一 = 下 [| (1.19) 
其 中 X 是 具有 分 布 函数 的 到 达 间 隔 时 间 | 
例 7.17 (更 新 过 程 的 平均 超额 寿命) 与 更 新 过 程 相 系 的 另 一 个 量 是 在 时 间 + 的 超 
阁 寿 命 了 人 ,了 () 定义 为 等 于 从 上 直到 下 一 个 更 新 的 时 间 , 而 这 表示 在 时 间 使 用 
的 产品 的 剩余 (或 残留 寿命 . 超额 寿命 的 平均 值 ， 即 
lim 


| y(t)dt 
0 
5 一 co S 


也 可 以 容易 地 由 更 新 报酬 理论 得 到 . 为 此 假设 在 任意 时 间 t 以 速率 Y(t) 获取 报酬， 
由 更 新 报酬 理论 每 单位 时 间 我 们 的 平均 报酬 由 





超额 寿命 的 平均 值 三 三 I el eg 0 A eS he le) 
[个 刘 新 依 环 的 时 闻 | 


给 出 . 现在 , 以 X 记 一 个 更 新 循环 的 长 度 , 我 们 有 


XX: 
在 一 个 循环 中 的 报酬 = (X tb)dt = 
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于 是 超额 寿命 的 平均 值 是 


E[X?] 
2E[X] 


它 与 更 新 过 程 的 年 龄 的 平均 值 是 一 样 的 . 网 


超额 寿命 的 平均 值 = 


7.5 再 生 过 程 


考虑 一 个 状态 空间 为 0,1,2,… 的 随机 过 程 {X(t),t > 0}, 它 具 有 如 下 的 性 质 : 
存在 一 些 (随机 的 ) 时 间 点 使 过 程 (概率 地 ) 在 这 些 点 重新 开始 . 即 假设 以 概率 为 1 
地 存在 一 个 时 间 对, 使 这 个 过 程 的 时 间 超 过 五 的 部 分 是 从 0 出 发 的 整个 过 程 的 概 
率 复 制品 . 注意 这 个 性 质 推 出 存在 更 多 的 时 间 T2, Ts,… 与 有 同样 的 性 质 . 这 样 
的 随机 过 程 , 称 为 再 生 过 程 . 

由 上 面 推出 ,72,.… 构成 一 个 更 新 过 程 的 到 达 时 间 , 每 次 一 个 更 新 出 现 , 我 们 
就 说 完成 了 一 个 循环 . 
例 ”() 一 个 更 新 过 程 是 再 生 的 , 而 TT 表示 首次 更 新 的 时 间 . 

(ii) 一 个 常 返 的 马尔 可 夫 链 是 再 生 的 , 而 了 表示 首次 转移 回 初 始 状态 的 时 间 . 

我 们 想 要 确定 一 个 再 生 过 程 处 在 状态 j 的 长 程 时 间 比 例 . 为 了 得 到 这 个 量 , 让 
我 们 想象 , 在 过 程 处 在 状态 j 时 我 们 以 每 单位 时 间 价 格 为 1 的 速率 赚 取 报酬 , 而 在 
其 他 情形 价格 为 0. 即 若 I(s) 表示 在 时 间 s 赚 到 的 价格 , 那么 


人 1 车 X(e) 一 5 
0， 车 X(s) 六] 


而 
t 前 赚 到 的 总 报酬 = | I(s)ds 


因为 上 面 显然 是 一 个 更 新 报酬 过 程 , 它 在 循环 时 间 了 重新 开始 , 我 们 从 命题 7.3 看 


到 
单位 时 间 的 平均 报酬 = 了 HA 和 
E[T1] 
然而 , 单位 时 间 的 平均 报酬 正好 等 于 过 程 在 状态 j 的 时 间 的 比例 . 即 我 们 有 如 下 的 
命题 


命题 7.4 ”对 于 一 个 再 生 过 程 , 长 程 


E[ 一 个 循环 中 在 状态 j 的 时 间 量 ] 


状态 7 的 时 间 的 比例 = 
在 状态 7 的 时 间 的 比例 P 记 不 循环 的 时 间 
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注 “者 循环 时 间 嫉 是 一 个 连续 的 随机 变量 , 则 利用 一 个 称 为 “关键 更 新 定理 ”的 
较 高 水 平 的 定理 , 可 以 证 明 上 式 也 等 于 系统 在 时 间 t 处 在 状态 ; 的 极限 概率 . 即 如 
采 卫 是 连续 的 , 那么 


_ 了 [一 个 循环 中 在 状态 /的 时 间 量 
BE[ 一 个 循环 的 时 间 ] 


例 7.18 考虑 初始 处 在 状态 i 的 正常 返 的 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 . 由 马尔 可 夫人 性 ， 
在 过 程 每 次 再 进入 状态 i 的 时 刻 , 它 重 新 开始 . 于 是 , 回 到 状态 i 是 一 次 更 新 , 而 且 
构成 一 个 新 的 循环 的 开始 . 由 命题 7.4 推出 , 长 程 
和 下 中 在 关 胡 贿 时 间 其 
其 中 jii 表示 回 到 状态 i 的 平均 时 间 . 如 果 我 们 取 7 为 i, 那么 我 们 得 到 
在 状态 的 时 间 的 比例 = 2 国 

例 7.19 ( 按 更 新 过 程 到 达 的 一 个 排队 系统 ) 考虑 一 个 等 待 时 间 系 统 , 其 中 顾客 按 任 
意 的 一 个 更 新 过 程 到 达 , 而 由 具有 一 个 任意 服务 时 间 分 布 的 单 服务 线 提供 每 次 一 个 
的 服务 . 吞 我 们 假设 时 间 0 第 一 个 顾客 恰好 到 达 , 则 {X(t),t > 0} 是 一 个 再 生 过 程 ， 
其 中 X(t) 记 系 统 中 在 时 间 t 的 顾客 数 . 这 个 过 程 在 一 个 顾客 到 达 并 且 发 现 服务 线 
在 朵 着 时 再 生 . 图 
例 7.20 ”虽然 一 个 系统 只 需 一 台 机 器 运行 , 它 有 一 台 附 加 的 机 器 作为 后 备 . 在 使 
用 的 机 融 运 行 一 个 具有 密度 函数 f 的 随机 时 间 以 后 失效 . 如 果 一 台 机 器 失效 而 另 一 
台 在 工作 条 件 , 则 后 者 进入 使 用 , 同时 , 刚 失效 的 机 器 开始 修理 . 如 果 一 台 机 器 失效 
而 另 一 台 正 在 修理 , 那么 , 新 失效 的 机 器 等 着 直到 修理 完成 . 这 时 修复 的 机 器 进入 使 
用 , 同时 , 最 新 失效 的 机 器 的 修理 开始 . 所 有 的 修理 时 间 有 密度 g. 求 五 , 疡 , 肠 , 其 
中 PB 是 恰 有 :;* 台 机 器 在 工作 条 件 的 极限 概率 . 
解 ” 我们 说 系统 处 在 状态 i, 如 果 恰 有 i 台 机 器 在 工作 条 件 , i = 0, 1,2. 容易 证 明 在 
每 个 进入 状态 1 的 时 间 , 系统 概率 地 重新 开始 . 即 系 统 重 新 开始 每 当 一 台 机 器 在 使 
用 中 , 同时 另 一 个 开始 修理 . 每 当 系 统 进入 状态 1, 就 说 一 个 循环 开始 . 如 果 我 们 以 
XX 记 一 个 循环 开始 时 使 用 的 机 器 的 工作 时 间 , 而 令 RR 为 男 一 台 机 融 的 修理 时 间 , 那 
么 循环 的 长 度 工 可 以 表示 为 


lm P(X(0) = 了 


Te = max(X, R) 


当 铸 < RR 时 , 上 式 成 立 是 由 于 在 这 种 情形 , 正 使 用 的 机 器 在 另 一 台 修复 前 失效 , 所 
以 一 个 新 的 循环 开始 于 修理 完成 时 . 类 似 地 , 当 和 > RR 时 , 上 式 成 立 是 因为 修复 首 
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先 发 生 , 所 以 一 个 新 的 循环 开始 于 使 用 中 的 机 器 失效 的 时 刻 . 同时 , 令 Ti(i 二 0 2) 
是 在 一 个 循环 中 系统 处 在 状态 i 的 时 间 数 量 的 比例 . 于 是 , 因为 在 一 个 循环 中 没有 
机 器 在 工作 的 时 间 数 量 是 : R 一 六, 当 这 个 量 是 正 的 情形 ， 或 者 在 其 他 情形 为 0, 即 
我 们 有 

To=(R-X)+ 


类 似 地 ， 因为 在 一 个 循环 中 单个 机 器 在 工作 的 时 间 数 量 是 min(X, R), 我 们 有 
T= min(X, R) 


最 后 , 因为 在 一 个 循环 中 两 台 机 器 都 在 工作 的 时 间 数 量 是 : X 一 R, 当 这 个 量 是 正 的 
情形 , 或 者 在 其 他 情形 为 0, 即 我 们 有 : 


4 人 


因此 , 我 们 得 到 


BE[(R-X)+l » _ Plmin(X,R)| p - EI(X — BR)!| 
= Elmax(X,R)]’ Elmax(X,R)] 2 Efmax(X, R)] 


Po 
而 十 呈 十 忆 =1 得 上 自 容易 验证 的 恒等式 
: max(zZ,r) = min(x,7) + (7 一 r+ 二 + (rz) 
上 面 的 期 望 可 以 计算 如 下 : 
Elmax(X, R)]= 人 人 max(zx,7)f (x)g(7)dzdr 
= | | rf(xz)g(7r)dzdr 十 | /| zf (x)g(r)dzrdr 
aR- x) = ff de 
和 三 fe — 7)f(z)g(r)dzrdr 
0 Jo 
Elmin(X, R)] = | | min(7x,7)f (z)g(r)dzdr 


= 人 人 Zf(z)g(r)dzdr 十 是 rz)g(r)dzdr 


B(x -B+]= 人 / (sn)f(z)g(r)drdz 
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交替 更 新 过 程 

再 生 过 程 的 另 一 个 例子 是 熟知 的 交替 更 新 过 程 , 它 考 虑 一 个 可 能 处 在 两 个 状态 
( 开 或 关 ) 之 一 的 系统 . 开始 它 在 开 , 而 且 在 开 保持 一 个 时 间 21; 然后 变 成 关 , 而 且 它 
在 关 保 持 一 个 时 间 志 ; 然后 变 成 一 段 时 间 22 开 ; 然后 一 段 时 间 到 关 ; 然后 开 , 如 此 
等 等 . 
我 们 假设 随机 向 量 (2 丈 )(n > 1) 独立 同 分 布 . 即 随机 变量 列 {2,} 和 随机 变 
量 列 {Yh} 两 者 都 是 独立 同 分 布 的 , 但 是 我 们 允许 2 和 Yi, 有 依赖 关系 . 换 句 话说 ， 
每 次 过 程 开 始 处 在 开 , 一 切 都 重新 开始 , 但 是 当 它 变 成 关 时 , 我 们 允许 关 的 时 间 长 度 
依赖 于 前 面 开 的 时 间 . 

以 EI2Z] = E[Zn] 和 E[Y] = E[Y%] 分 别 记 一 个 开 和 一 个 关 的 周期 的 平均 长 度 . 

”我 们 关注 系统 处 在 开 的 长 程 时 间 比 例 户 -. 如 果 我 们 令 


Xn=Yn+2Zn, n>1 
那么 在 时 间 X1 过 程 重新 开始 . 即 过 程 在 一 个 包含 一 个 开 和 一 个 关 的 区 间 的 完全 的 


循环 后 重新 开始 换 句 话说 , 一 个 更 新 发 生 , 只 要 完成 一 个 循环 ， 所 以 我 们 从 命题 
7.4 得 到 


让 E[Y]+E[Z] BE 开 ] 上 + 也] 
同样 , 如 果 我 们 以 Px 记 系 统 处 在 关 的 时 间 的 长 程 时 间 比 例 , 那么 


El2) 也 | 开 | (7.15) 


a BS 
Pd i (7.16) 


例 7.21 (一 个 生产 过 程 ) 交替 更 新 过 程 的 一 个 例子 是 一 个 生产 过 程 (或 机 器 ), 它 
工作 一 段 时 间 32, 然后 停止 并 且 必 须 修理 ( 它 使 用 时 间 巧 ), 然后 工作 一 段 时 间 22， 
然后 停止 一 段 时 间 到, 如 此 等 等 . 如 果 我 们 假设 机 器 在 修复 后 与 新 的 一 样 好 , 那么 
这 构成 一 个 交替 更 新 过 程 . 值得 注意 的 是 假设 修理 时 间 依 赖 于 在 失效 前 过 程 工作 的 
时 间 数 量 是 有 意义 的 . 国 
例 7.22 茶 个 保险 公司 对 参 保 人 的 收费 率 交 替 在 rl 和 ro 之 间 . 一 个 新 的 参 保 人 
开始 在 每 单位 时 间 的 收费 率 为 r1. 当 一 个 收费 率 为 ri 的 参 保 人 在 最 近 的 s 个 单位 
时 间 没 有 理赔 , 那么 他 的 收费 率 变 成 单位 时 间 ro. 收费 率 保持 在 ro 直到 作 了 一 次 
理赔 , 这 时 收费 率 回转 到 ri. 假设 给 定 一 个 参 保 人 永远 活着 , 而 且 按 速率 为 和 的 泊 
松 过 程 要 求 理 赔 , 求 

(a) 参 保 人 以 速率 m 付费 的 时 间 的 比例 忆 ,i = 1,2. (b) 单位 时 间 所 付 的 长 程 
平均 金额 . 
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解 ” 如 果 当 参 保 人 按 速率 付费 时 , 我 们 说 系统 处 在 “ 开 ”, 而 当 参 保 人 按 速 率 ro 
付费 时 , 说 系统 处 在 “ 尖 ”, 那么 这 个 开 - 关系 统 是 一 个 交替 更 新 过 程 , 以 每 作 一 次 
理赔 开始 一 个 新 的 循环 . 如 果 XX 是 相继 的 理赔 之 间 的 时 间 , 那么 在 这 个 循环 中 处 于 
开 的 时 间 是 s 和 X 中 小 的 一 个 (注意 车 X < s, 则 关 的 时 间 是 0). 由 于 X 是 速率 
为 和 的 指数 分 布 ,上 面 导出 


E[ 循 环 中 开 的 时 间 ] = Emin(X, s)] = 上 zzXe-xzdz 十 se-》Xs = (1 _ er-》s) 
0 


因为 EIX] = 1/ 和 , 我 们 看 到 
用 = 于 人 le, P=1—-Ph=e”s 
单位 时 间 所 付 的 长 程 平均 金额 是 


roPo +riP =71— (71 一 ro)e™”s 加 


例 7.23 (更 新 过 程 的 年 龄 ) 假设 我 们 想 要 确定 更 新 过 程 的 年 龄 小 于 某 个 常数 c 的 
时 间 的 比例 . 为 此 , 令 一 个 循环 对 应 于 一 个 更 新 , 并 且说 系统 在 时 间 t 处 在 开 , 如 果 
在 上 的 年 龄 小 于 或 等 于 c, 而 说 系统 在 时 间 t 处 在 关 , 如 果 在 t 的 年 龄 大 于 c. 换 名 
话说 , 更 新 区 间 的 前 c 个 时 间 单 位 系统 处 在 “ 开 ”, 而 在 其 余 的 时 间 处 在 “ 关 ”. 因此 ， 
以 X 记 一 个 更 新 区 间 , 从 方程 (7.15) 我 们 得 到 
Elmin(X, ce)| 
E[X] 

[ P{min(X,c) > z}dz /PE > rz}dz 

/OA DE (7.17) 
.EI[X] E[X] 

上 Fe)dz 

_ / 
E[X] 


其 中 五 是 XX 的 分 布 函 数 , 并 且 我 们 用 了 对 于 非 负 随机 变量 Y 的 恒等式 


年 龄 小 于 c 的 时 间 的 比例 = 


EIY] = | i 国 


例 7.24 (更 新 过 程 的 超额 时 间 ) ”让 我 们 考虑 确定 更 新 过 程 的 超额 时 间 小 于 c 的 长 
程 时 间 的 比例 . 为 了 确定 这 个 量 , 让 一 个 循环 对 应 于 一 个 更 新 区 间 , 并 且 只 要 更 新 过 
程 的 超额 时 间 大 于 或 等 于 c, 就 说 系统 处 在 开 , 否则 就 是 关 . 换 句 话说 , 只 要 更 新 发 
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生 过 程 就 进入 开 , 并 且 停 留 在 “ 开 ”, 直到 更 新 区 间 的 最 后 c 个 时 间 单 位 它 进 入 es 
为 止 . 显然 这 是 一 个 交替 更 新 过 程 , 所 以 我 们 从 方程 (7.16) 得 到 
ee E[ 一 个 循环 中 关 的 时 间 ] 
I 时间 鼠 = 一 一 一 一 一 一. 
超额 时 间 小 于 e 的 时 间 的 长 程 比例 i 
如 果 羡 是 更 新 区 间 的 长 度 , 那么 由 于 系统 在 最 后 的 上 时 间 单位 处 在 “ 关 ， 由 此 推出 
在 这 个 循环 中 “ 关 ” 的 时 间 等 于 min(X,c). 于 是 


(1 F(z))dy 
超额 时 间 小 于 c 的 时 间 的 长 程 比例 二 9 了 es 


其 中 最 后 的 等 式 得 自 方程 (7.17). 于 是 , 从 例 7.23 的 结果 , 我 们 看 到 , 超额 时 间 小 于 
c 的 时 间 的 长 程 比例 与 年 龄 小 于 c 的 时 间 的 长 程 比例 是 相等 的 . 理解 这 个 等 价 性 的 
一 个 途经 是 , 考虑 一 个 已 经 运行 了 很 长 时 间 的 更 新 过 程 , 然后 从 道 时 针 方 向 进行 观 
察 .在 这 样 做 时 , 我 们 看 到 了 一 个 计数 过 程 , 其 相继 的 事件 间 的 时 间 是 具有 分 布 
的 独立 随机 变量 . 即 当 我 们 从 道 时 针 方向 进行 观察 一 个 更 新 过 程 时 ,我们 也 看 到 _- 
个 与 原来 的 过 程 有 同样 概率 结构 的 更 新 过 程 . 由 于 逆向 过 程 在 任意 时 间 的 超额 时 间 
(年 龄 ) 对 应 于 原来 的 更 新 过 程 的 年 龄 (超额 时 间 )( 见 图 7.3), 由 此 推出 年 龄 和 超额 
时 间 的 所 有 长 程 性 质 必 须 相等 加 


一 到 四) 一 
1 


CE 后 首次 更 新 


-A(1)-— 
有 A 《< 
i 


/前 最 后 的 更 新 
图 7.3 箭头 指示 时 间 的 方向 

例 7.25 (M/G/oo 排队 系统 的 忙 期 ) 在 5.3 节 中 , 分 析 了 顾客 按 速率 为 的 泊 检 
过 程 到 达 的 , 而 且 有 一 个 共同 的 服务 分 布 G 的 无 穷 条 服务 线 的 排队 系统 , 证 明了 系 
统 中 在 时 间 t 的 顾客 数 具 有 均值 为 》 G(t)dt 的 泊 松 分 布 如 果 在 系统 中 至 少 有 
一 个 顾客 时 我 们 说 系统 处 于 忙 , 而 在 系统 空 时 我 们 说 系统 处 于 闲 ， 求 忙 期 的 期 望 长 
度 E[B]. 

解 ”如 果 在 系统 中 至 少 有 一 个 顾客 时 我 们 说 系统 处 于 “jf”, 而 在 系统 空 时 我 们 说 
系统 处 于 “ 尖 ”, 那么 我 们 有 一 个 交替 更 新 过 程 . 因为 / GDdt = E[S], 其 中 EI 
是 服务 分 布 G 的 均值, 由 此 从 5. 3 节 的 结果 推出 


Jim P( 系 统 在 t 处 于 “ 关 ”) 2 e 一 ^E[S] 
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随 之 , 由 交替 更 新 过 程 理 论 , 我 们 得 到 


a 
El 循环 时 间 ] 


但 是 当 系 统 变 成 “ 关 ”, 它 总 保持 在 “ 关 ” 直 到 下 一 个 到 达 , 这 给 出 
E[ 在 循环 中 “ 关 ” 的 时 间 ] = 二 


因为 
E[ 在 循环 中 “ 开 ” 的 时 间 ] = E[B]， 
我 们 得 到 1/A 1 
ce 一 XE[S] 一 = TXT 或 者 E[B]= CA — 1) 国 


如 果 yk 是 平均 到 达 间 隔 时 间 , 则 由 
Fly) 上 ay 


所 定义 的 分 布 函 数 , 称 为 的 平衡 分 布 , 从 上 面 推出 , Fe 表示 更 新 过 程 的 年 龄 
和 超额 时 间 小 于 或 等 于 z 的 时 间 的 长 程 比 例 . 

例 7.26 (存货 的 一 个 例子 ) 假设 顾客 按 一 个 具有 到 达 间 隔 分 布 为 的 更 新 过 程 来 
到 一 个 指定 的 商店 . 假设 这 个 店 存 有 一 种 单一 的 商品 , 而 每 个 到 达 的 顾客 需要 随机 
数量 的 这 种 商品 , 不 同 的 顾客 的 需求 量 是 具有 相同 分 布 G 的 独立 随机 变量 . 商店 使 
用 以 下 的 (s, 5) 订购 策略 : 如 果 存 货 量 减少 到 低 于 s, 那么 订购 足够 的 商品 使 存货 
增加 到 5S. 即 如 果 在 服务 了 某 一 个 顾客 后 的 存货 是 zx, 那么 订购 的 数量 是 


S—, 邦 T <s 
0, 大 7 之 s 


假定 订购 是 立刻 供应 的 . 
对 于 一 个 固定 的 值 y,s < y < 5， 假设 我 们 想 要 确定 在 手 的 存货 至 少 与 y 一 样 
大 的 时 间 的 长 程 比例 . 为 了 确定 这 个 量 , 我 们 说 这 个 系统 处 在 “ 开 ”, 只 要 存货 水 平 
至 少 是 y, 而 在 其 他 情形 处 在 “ 关 ”. 用 这 些 定义 , 每 次 当 一 个 顾客 的 需求 使 商店 开始 
订购 并 最 终 导 致 存货 水 平 回 到 5 时 , 系统 变 为 开 . 由 于 只 要 发 生 这 样 的 情形 , 一 个 
顾客 必须 刚 到 达 过 , 由 此 推出 , 直至 随后 的 顾客 到 达 的 时 间 构 成 具有 到 达 间 隔 分 布 
为 下 的 一 个 更 新 过 程 . 就 是 说 , 每 次 系统 变 回 到 开 , 过 程 将 重新 开始 . 于 是 , 这 样 定 
义 的 开 和 关 的 周期 构成 一 个 交替 更 新 过 程 , 而 从 方程 (7.15) 我 们 有 
E[ 一 个 循环 中 开 的 时 间 ] 


: (7.18) 
E[ 循 环 时 间 ] 


存货 量 > y 的 时 间 的 长 程 比例 = 
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现在 如 果 我 们 以 D1, D2,… 记 相 继 顾 客 的 需求 量 , 而 令 
N; = min(n: Di+:…:+ Dn > 3 一 2Z) (7.19) 


那么 在 循环 中 的 第 和 Ns 个 顾客 引起 存货 水 平 下 降 到 低 于 y, 而 在 循环 中 的 第 Ns 个 
顾客 结束 这 个 循环 . 结果 是 , 若 我 们 以 Xi(i > 1) 记 顾 客 的 到 达 间 隔 时 间 , 则 


Ny 
一 个 循环 中 开 的 时 间 = 》 XX; : (7.20) 
¢=1 
Ns 
循环 时 间 = 》 X; (7.21) 


i 二 1 


假定 到 达 间 隔 时 间 都 独立 于 相继 的 需求 , 我 们 有 
E > x -FE BE > x | = EIN,E[X]] = E[X]E[IN, 
Ee 
类 似 地 、 
FE > | ~ EIXIE[IN,] 
所 以 , 从 方程 (7.18)、(7.20) 人 21), 我 们 看 到 
存货 车 > y 的 时 间 的 长 程 比例 = 也， 


然而 , 因为 Di(i > 1) 都 是 具有 分 布 G 的 非 负 的 独立 同 分 布 随机 变量 , 由 方程 (7.19) 
推出 , Nz 与 具有 到 达 间 隔 分 布 G 的 更 新 过 程 在 时 间 5 - z 后 首次 发 生 的 事件 的 指 
标 有 相同 的 分 布 . 即 Nj - 1 将 是 这 个 过 程 在 时 间 3 - z 之 前 的 更 新 次 数 . 因此 , 我 
们 看 到 


(7.22) 





EIN,| =m(S ~—y)+1, EIN:]|=m(S—s)+!1 
其 中 加 
ml(t) = >», Gn(t) 
从 方程 (7.22) 我 们 得 到 


司 的 长 _ mao 一 幼 十 1 


例如 , 如 果 顾 客 的 需求 量 是 以 均值 为 1/4 指数 地 分 布 , 那么 


存货 量 >y 的 时 间 的 长 程 比例 一 3 一 区 i，s<y<3 
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7.6 ” 半 马 尔 可 夫 过 程 


考虑 一 个 可 以 在 状态 1, 2, 3 的 过 程 . 开始 过 程 在 状态 1, 在 那里 保持 一 个 具有 
均值 ui 的 随机 时 间 , 然后 它 进入 状态 2, 在 那里 保持 一 个 具有 均值 v2 的 随机 时 间 ， 
然后 它 进 入 状态 3, 在 那里 保持 一 个 具有 均值 us 的 随机 时 间 , 然后 它 回 到 状态 1, 如 
此 等 等 . 这 个 过 程 在 状态 i(i = 1 2, 3) 的 时 间 的 比例 是 多 少 ? 

如 果 过 程 每 次 回 到 状态 1, 我 们 就 说 完成 了 一 个 循环 , 而 如 果 我 们 令 在 这 个 循 
环 中 我 们 停留 在 状态 i 的 时 间 数 量 作 为 报酬 , 那么 上 面 的 是 一 个 更 新 报酬 过 程 . 因 
此 从 命题 7.3 我 们 得 到 过 程 在 状态 i 的 时 间 的 比例 月, 由 

eR 
/11 十 /2 十 /3 

给 出 . 类 似 地 , 如 果 我 们 有 可 以 处 在 N 个 状态 1,2,…, 中 的 任意 一 个 的 过 程 , 它 
从 状态 1 一 2 一 3 一 … 一 入 一 1 一 入 一 1 移动 , 那么 过 程 处 在 状态 i 的 长 程 时 间 
比例 是 


i 
H1 十 HH2+*** + HN 


其 中 yi 是 过 程 在 每 次 访问 中 停留 在 状态 i 的 时 间 的 期 户 . 

现在 让 我 们 将 上 述 结果 推广 到 以 下 的 情况 . 假设 一 个 过 程 可 以 处 在 NN 个 状态 
1,2,…, 中 的 任意 一 个 , 而 且 在 每 一 个 状态 i 保持 一 个 具有 均值 jvi 的 随机 时 间 ， 
然后 以 概率 忆 ; 转移 到 状态 j. 这 样 的 过 程 称 为 半 马 尔 可 夫 过 程 . 注意 如 采 过 程 在 
转移 以 前 在 每 一 个 状态 停留 的 时 间 恒 等 于 1, 那么 这 样 的 半 马 尔 可 夫 过 程 正 是 马尔 
可 夫 链 . : 
让 我 们 计算 半 马 尔 可 夫 过 程 的 BB. 为 此 , 我 们 首先 考虑 使 过 程 进入 状态 i 的 转 
移 比例 zi. 现在 如 果 我 们 以 Xn 记 在 n 次 转移 后 的 状态 , 那么 {Xn,n > 0} 是 一 个 
以 {Py,i,j = 1,2,…,NN} 为 转移 概率 的 马尔 可 夫 链 . 因此 , mi 正 是 这 个 马尔 可 夫 链 
的 极限 (或 平稳 ) 概率 (4.4 市 ). 即 wi 是 方程 


N N 
Sm TD. VN (7.23) 
1 一 1 j=1 


的 唯一 非 负 解 9. 现在 由 于 过 程 只 要 访问 状态 i 就 在 ;停留 一 个 期 望 时 间 yw, 似乎 
显然 地 RP 应 该 是 xt; 的 加 权 平 均 , 其 中 i; 是 比例 于 ji 的 权重 , 即 


7 
一 一 一 2 (7.24) 


@ 我 们 将 假定 方程 (7.23) 存在 一 个 解 . 即 我 们 假定 马尔 可 夫 链 的 一 切 状态 都 是 互通 的 . 
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其 中 zi 由 方程 (7.23) 的 解 给 出 . z 

例 7.27 考虑 一 台 机 器 , 它 可 以 处 在 3 个 状态 之 一 ; 民 好 , 不 错 和 损坏 . 假设 这 台 
机 带 在 良好 时 将 以 平均 时 间 ji 保持 这 种 状态 ， 然后 它 分 别 以 概率 3/4 和 1/4 转变 
为 不 错 和 损坏 . 这 台 机 器 在 不 错时 将 以 平均 时 间 j。 保持 这 种 状态 , 然后 它 转 变 为 
损坏 . 这 台 机 器 在 损坏 时 将 进行 修理 , 需要 用 平均 时 间 /3, 在 修复 后 它 分 别 以 概率 
2/3 和 1/3 转变 为 良好 和 不 错 . 问 这 台 机 器 在 每 个 状态 的 时 间 的 比例 是 多 少 ? 

解 ” 令 这 些 状 态 为 1, 2, 3, 由 方程 (7.23), 我 们 有 zt; 满足 


2 3 1 1 
Nl1 二 7X2 十 7T3 = 二 1， NT1 二 373， 72 f+ aT, a 


其 解 为 


因此 , 从 方程 (7.24) 我 们 得 到 机 器 在 状态 i 的 时 间 比 例 已 由 


P= 4H1 已 512 P= G3 
dp1 + 5p2 + 63 Ap1 + 512 + 613 4p1 十 512 + 613 


给 出 , 例如 , 若 j= 5,y2 = 2, 1 = 1, 则 机 器 以 5/9 时 间 处 在 良好 的 条 件 , 以 5/18 
时 间 处 在 不 错 的 条 件 , 以 1/6 时 间 处 在 损坏 的 条 件 . 一 
注 ”在 一 次 访问 中 , 在 每 个 状态 停留 的 时 间 数 量 的 分 布 是 连续 的 时 候 ， 六 也 表示 过 
程 在 时 间 t 处 在 状态 i 的 极限 ( 当 t 一 oo 时 ) 概率 . “ 

例 7.28 考虑 一 个 更 新 过 程 ， 其 到 达 间 隔 分 布 是 离散 的 , 使 得 


P{X 一 外 过 ii， 2 之 1 


其 中 X 表示 到 达 间隔 随机 变量 , 以 L(t) 记 包含 时 间 点 + 的 更 新 区 间 的 长 度 ( 即 如 果 
叫 征 到 过 为 止 的 更 新 次 数 , 而 X 是 第 n 次 到 达 间 隔 时 间 , 那么 L(t) = Xwa 1) 
如 果 我 们 将 每 次 更 新 想 成 对 应 于 一 个 灯泡 的 失效 ( 它 将 在 下 一 个 周期 的 开始 换 以 _ 
个 新 的 灯泡 ), 那么 如 果 在 时 间 t 使 用 中 的 灯泡 在 它 的 第 i 个 使 用 周期 中 失效 ,L(t 
将 等 于 i. 

” 丛 易 看 出 L(t) 是 半 马 尔 可 夫 过 程 . 为 了 确定 L(t) = 7 的 时 间 比 例 , 注意 每 次 转 
移 发 生 ( 即 每 次 更 新 发 生 ) 下 一 个 状态 以 概率 p; 为 j. 即 嵌 入 马尔 可 夫 链 的 转移 概 
率 是 Pj = pj. 因此 , 嵌入 马尔 可 夫 链 的 极限 概率 由 


Tj = py 
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给 出 , 而 且 由 于 半 马 尔 可 夫 链 在 转移 发 生前 停留 在 状态 7 的 时 间 是 7 由 此 推出 ， 在 
状态 7 的 时 间 的 长 程 比例 是 
P = _IPiy 加 


> ip: 
7.7 检验 悖 论 


假设 一 个 设备 (例如 电池 ) 被 装配 使 用 直至 它 损坏 . 在 损坏 时 , 立刻 用 一 个 相似 
的 电池 替代 以 使 这 个 过 程 不 中 断 地 继续 . 以 N(t) 记 到 时 间 t 为 止 损坏 的 电池 数 , 我 
们 有 {NN(t),t > 0} 是 一 个 更 新 过 程 . | 

进一步 假设 电池 寿命 的 分 布 F 是 未 知 的 , 需要 用 以 下 的 样本 检查 方案 来 估计 . 
我 们 固定 某 个 t, 并 观察 在 时 间 t 使 用 的 电池 的 总 寿命 , 由 于 玉 是 所 有 电池 的 寿命 
分 布 , 似乎 它 也 应 该 是 这 个 电池 的 寿命 分 布 . 然而 , 这 是 一 个 检查 悖 论 , 因为 它 导出 
在 时 间 t 正 在 使 用 的 电池 有 上 比 普 通 的 电池 更 长 的 寿命 . 

为 了 理解 上 述 所 谓 的 悖 论 , 我 们 推理 如 下 . 在 更 新 理论 的 术语 中 , 我 们 关心 的 是 
包含 时 间 点 t 的 更 新 区 间 . 即 我 们 要 求 XNGy41 = SN(t)+1 一 md)( 见 图 7.2). 为 了 
计算 Xn()+1 的 分 布 , 我 们 对 于 在 时 间 t 以 前 (或 在 时 间 浪 最 后 一 次 更 新 的 时 间 取 
条 件 . 即 

P{XN()+1 > 7} = E[P{XN()+1 > ZISwd = 上 一 3 


这 里 我 们 回忆 起 (图 7.2)Swo 是 在 时 间 t 以 前 (或 在 时 间 人 最 后 一 次 更 新 的 时 间 . 

由 于 在 t 一 s 与 t 之 间 没 有 更 新 ， 可 推出 ， 如 果 s> 2， XN(t)+1 必须 大 于 zx. 即 
P{XN()+1 > zlSwa) 一 ZL 一 s} 一 1， 让 5 之 亿 (7.25) 

另 一 方面 , 假设 s < zx. 如 前 , 我 们 知道 有 一 次 更 新 发 生 在 时 刻 t+ 一 s, 而 且 在 t+ 一 s 与 


t 之 间 没 有 更 新 发 生 , 并 且 我 们 要 求 在 附加 的 > - s 时 间 没 有 更 新 发 生 的 概率 . 就 是 
说 , 我 们 正 是 求 在 给 定 一 个 到 达 间 隔 时 间 大 于 s 时 , 它 大 于 z 的 条 件 概 率 . 所 以 , 对 


于 sz 
P{XN()+1 > Z|9Ndb) 一 了 上 一 s} 
= P{ 到 达 间 隔 时 间 > z| 到 达 间 隔 时 间 > s} 
= P{ 到 达 间 隔 时 间 > z}/P{ 到 达 间 隔 时 间 > s} 


1— F(z) 
人 Fe) 过 1 一 下 (z) (7.26) 


因此 , 从 方程 (7.25) 和 方程 (7.26) 我 们 看 到 , 对 于 一 切 s 


P{XN()+1 > Z|5Ndb 一 了 一 s} 之 1— F(z) 
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对 两 边 取 期 望 导 出 
P{XN()+1 > x2} > 1— F(z) (7.27) 


然而 , 1 一 卫 (z) 是 普通 的 更 新 区 间 大 于 z 的 概率 , 即 1 一 F(x) = P{Xn > zx}, 从 而 方 
程 (7.27) 是 检验 悖 论 的 一 个 陈述 , 它 说 明 包 含 时 间 点 t 的 更 新 区 间 大 于 普通 的 更 新 
区 间 . 
注 ” 为 了 得 到 所 谓 的 检查 悖 论 , 推理 如 下 : 我 们 想象 整个 直线 被 更 新 区 间 覆 盖 ， 
中 一 个 包含 点 t. 复 盖 点 t 的 区 间 相 比 于 较 短 的 区 间 是 不 是 更 像 一 个 较 大 的 区 间 ? 

当 更 新 过 程 是 泊 松 过 程 时 , 我 们 可 以 明确 地 计算 Xncy+1 的 分 布 (注意 , 在 一 般 
情形 ， 我 们 不 需要 明显 地 计算 P{XN+i > 2} 来 说 明 它 至 少 与 1 一 F(z) 一 样 大 ). 
为 此 , 我 们 写 出 

XN()+1 = A(t) + Y(t) 
其 中 A(t) 记 从 二 之 前 的 最 后 一 次 更 新 到 t 的 时 间 , 而 Y(t) 是 从 上 直到 下 一 次 更 新 
的 时 间 (参见 图 7.4). A(t) 是 过 程 在 时 间 t 的 年 龄 (在 我 们 的 例子 中 , 它 是 在 时 间 t 
使 用 的 电池 的 年 龄 ), 而 Y(t) 是 过 程 在 时 间 t 的 超额 寿命 ( 它 是 从 t 直到 电池 损坏 
的 附加 时 间 ). 当然 , A(t) =t 一 Sw(), Y(t) = Sw(s)+1 一 上 都 是 正确 的 : 
<— /A 
t 时 间 
图 7.4 


为 了 计算 Xwd+i 的 分 布 , 我 们 首先 注意 重要 的 事实 : 对 于 泊 松 过 程 , 4A(t) 和 
Y(t) 是 独立 的 . 这 是 由 于 泊 松 过 程 的 无 记忆 性 质 , 从 t 直到 下 一 次 更 新 发 生 的 时 间 
是 指数 分 布 的 , 而 且 独 立 于 以 前 发 生 的 (特别 地 , 包含 A(t))， 事 实 上, 这 显示 如 果 
{N(t),t 之 0} 是 速率 为 和 的 泊 松 过 程 , 那么 


P{Y(t) < zx}=1—-e-*? (7.28) 
A(t) 的 分 布 可 以 如 下 地 得 到 


P{ 在 [一 zx, 妇 有 0 次 更 新 }， 若 i<t | er， 若 zx<kt 
0， 大 7 > 


P{A(t) > xz} = | 


或 者 , 等 价 地 


Ts 


7.29 
1, >+t ( ) 


P{A(t) < zx} = | 


因此 , 由 4(t) 和 Y(t) 的 独立 性 , XN()+1 的 分 布 正 是 方程 (7.28) 的 指数 分 布 与 方程 
(7.29) 的 分 布 的 卷 积 . 注意 到 对 于 大 的 t, 4( 近似 地 有 一 个 指数 分 布 . 于是, 对 于 
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很 大 的 t, XNG)+t 有 两 个 同 分 布 的 指数 随机 变量 的 卷 积 的 分 布 , 由 5.2.3 节 , 这 是 参 
数 为 (2, 入 ) 的 伽 玛 分 布 . 特别 地 , 对 于 很 大 的 t, 包含 点 t 的 更 新 区 间 的 期 望 长 度 近 
似 地 是 普通 更 新 区 间 的 期 望 长 度 的 两 倍 . 
利用 在 例 7.16 和 例 7.17 中 得 到 的 关于 平均 年 龄 与 平均 超额 寿命 的 结果 , 恒 等 
式 
XN(+1 = A(t) + Y(t) 


推出 包含 一 个 特殊 的 点 的 更 新 区 间 的 平均 长 度 是 


| 入 NO+idt EIX?) 
lim 一 一 一 = 
5 一 co 5 E[X| 


其 中 和 具有 到 达 间 隔 分 布 . 因为 对 于 X 是 常数 外 , E[X?] > (E[X])”, 这 个 平均 值 正 
如 由 检查 悖 论 所 预料 的 , 大 于 普通 更 新 区 间 的 期 望 值 . 

我 们 可 以 用 一 个 交替 更 新 过 程 推理 确定 Xn()+1 大 于 c 的 时 间 的 长 程 比例 . 为 
此 , 令 一 个 循环 对 应 于 一 个 更 新 区 间 , 并 且说 系统 在 时 间 t 处 于 开 , 如 果 包 含 t 的 更 
新 区 间 的 长 度 大 于 c ( 即 如 果 XN()+1 > o), 而 在 其 他 情形 就 说 系统 在 时 间 t 处 于 
关 . 换 句 话说 , 在 一 个 循环 中 系统 总 是 处 在 开 , 如 果 这 个 循环 时 间 超 过 c, 或 者 总 是 
处 在 关 , 如 果 这 个 循环 时 间 小 于 c. 于 是 , 如 果 X 是 循环 时 间 , 我 们 有 





X 洛 X St 


在 循环 中 处 在 开 的 时 间 = | 
0, 右 和 过 cc 


所 以 , 我 们 由 交替 更 新 过 程 理 论 得 到 


4 pr ~ 
oon cam- -上 


其 中 f 是 到 达 间 隔 的 密度 函数 . 
7.8 “计算 更 新 函数 
想 用 恒等式 _ 
m(t) = >_ Fn(t) 


计算 更 新 函数 的 困难 在 于 , 确定 F(t) = P(X1 +… + Xn < 如 需要 计算 n 维 积分 
下 面 我 们 介绍 一 个 有 效 的 算法 , 它 只 需要 一 维 积分 作为 输入 
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令 Y 是 一 个 速率 为 和 的 指数 随机 变量 , 而 且 假设 Y 与 更 新 过 程 {N(t),t > 0} 
独立 . 我 们 先 确定 到 随机 时 间 了 为 止 的 期 望 更 新 次 数 ELNV(Y)]. 为 此 我 们 先 对 首次 
更 新 的 时 间 Xi 取 条 件 . 这 导致 


BN) = / ~ EINCOY)IX1 = 了 jajdz (7.30) 


其 中 f 是 到 达 间 隔 密 度 . 为 了 确定 EIN(Y)|Xi = z], 我 们 现在 对 了 是 否 超出 > 取 
条 件 . 现在 , 如 果 Y < zx, 那么 因为 首次 更 新 发 生 在 时 间 z, 就 推出 , 到 时 间 了 为 止 
的 更 新 次 数 等 于 0. 另 一 方面 , 如 果 我 们 给 出 了 z < Y, 那么 到 时 间 Y 为 止 的 更 新 
次 数 等 于 1 (在 z 的 那 一 个 ) 加 上 在 xz 与 Y 之 间 的 附加 更 新 次 数 . 但 是 , 由 指数 随 
机 变量 的 无 记忆 性 质 推 出 , 给 定 Y > z, 它 超过 z 的 数量 也 是 速率 为 和 的 指数 随机 
变量 . 所 以 给 定 Y > z, 在 zx 与 Y 之 间 的 更 新 次 数 与 N(Y) 同 分 布 . 因此 


EIN(Y)|X, =z,Y <z]=0, EIN(Y)|Xi =2,Y > 2]=1+EIN(Y) 


所 以 


EIN(Y)|X1 = z]= EIN(Y)|X1 = x,Y < zx]P{Y < z|X1 = 2} 
+E[IN(Y)|X1 = 7z,Y > z]P{Y > z|X1 = zx} 
= BIN(Y)|X1 = z,Y > z]JP{Y > z} 因为 Y 和 Xi 是 独立 的 
= (1+ EIN(Y)])e-*” 


将 它 代 入 方程 (7.30) 给 出 


BIN(Y) = (1+ EINGO) / es f(z)dz 


或 
Ele™^*] 


EIN(Y)] = 

其 中 X 有 更 新 到 达 间 隔 分 布 . | 

如 采 我 们 令 和 = 1/t, 那么 方程 (7.31) 给 出 了 (不 是 直到 t 为 止 , 而 是 ) 直到 一 

个 具有 均值 t 的 随机 指数 分 布 时 间 为 止 的 平均 更 新 次 数 的 表达 式 . 然而 , 因为 这 样 

的 随机 变量 不 必 和 近似 于 它 的 均值 ( 它 的 方差 是 好 ), 方程 (7.31) 就 不 必 特 别 地 近似 

m(t). 为 了 得 到 一 个 精确 的 近似 , 假设 页 ,，…, 球 是 速率 为 和 的 独立 指数 随机 变量 ， 
而 且 假 设 它们 也 独立 于 更 新 过 程 . 对 于 7 = 1,…,n, 令 


mr = EIN(Y + :+ ¥)] 
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为 了 算得 m; 的 一 个 表达 式 , 我 们 也 先 对 首次 更 新 的 时 间 Xi 取 条 件 ， 


m= | “Rs (7.32) 


为 了 确定 上 述 条 件 期 望 , 我 们 现在 对 部 分 和 >_， Yi(; = 1,…,7) 中 小 于 的 个 数 
取 条 件 . 现在 , 如 果 所 有 的 个 部 分 和 都 小 于 z, 那么 显然 直到 》 `，, Yi 为 止 的 更 
新 次 数 是 0. 另 一 方面 , 如 果 给 定 k(k < 7) 个 部 分 和 都 小 于 z, 由 指数 随机 变量 的 无 
记忆 性 质 推出 , 直到 》 ”站 为 止 的 更 新 次 数 将 与 1 加 上 N(Yi+1 十 … 十 丈 ) 有 相 
同 的 分 布 . 因此 
奇 k 二 7 

EIN(Yi +:….+Y¥)|X1 = 27, p21 -中 有 k 个 小 于 x) = 人 ee (7.33) 
为 了 确定 小 于 z 的 部 分 和 的 个 数 的 分 布 , 注意 到 部 分 和 》 >， Yi(j = 1,…,7) 中 相 
继 的 值 与 速率 为 和 的 泊 松 过 程 的 前 r 个 事件 的 时 间 有 相同 的 分 布 (由 于 每 个 相继 
的 部 分 和 是 前 面 的 和 加 上 一 个 独立 的 速率 为 和 的 指数 随机 变量 )， 由 此 推出 , 对 于 


a 





7 e 一 ^Z (AzT)* 
P | > 芒 中 有 k 个 小 于 z|X = | 人 (7.34) 
1 
将 方程 (7.33) 和 方程 (7 多 代入 方程 (7.32), 我 们 得 到 
“下 0 
m= | D0 ye f(z)dz 
或 者 , 等 价 地 ， 
yd | Be X(t/ Ble 
mr = 一 -一 (7.35) 


1 — Ele—^*] 

如 果 我 们 令 和 = n/t, 那么 由 方程 (7.31) 先 给 出 ma, 我 们 可 以 利用 方程 (7.35) 递 扒 
地 计算 mz,… ,mn. mb = ELN(b] 的 近似 由 mn = EIN(Yi 十 … 十 殉 ) 给 出 . 由 
于 五 十 … 十 殉 是 nn 个 独立 的 指数 随机 变量 的 和 ,每 一 个 有 均值 t/m, 由 此 推出 它 
是 均值 为 和 方差 为 n= 一 的 伽 玛 分 布 . 因此 , 只 要 选取 n 很 大 , >”, 六 将 是 
一 个 以 大 的 概率 集中 在 t 附近 的 随机 变量 , 故而 E |N (> ，， 巧 ) 将 十 分 地 近似 于 
ELNb]( 事 实 上 , 如果 mb) 在 t 连续 , 可 以 证 明 当 " 趋 于 无 穷 时 , 这 些 近 似 式 收敛 到 
m(t)). 
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例 7.29 表 7.1 对 于 具有 密度 fi 的 分 布 五 (= 1 2,3) 的 近似 值 与 精确 值 作 了 比 


较 , 它们 由 
”7 
1— F(z) = 0.3e-? + 0.7e—27, 
1— Fs(x) = 0.5e™? 十 0.5e 一 7， 
给 出 . 
表 7.1 近似 m(t) 
Fi 精确 值 近似 值 
i t mt(t) m1 rw 3 n=10 n= 25 n= 50 
1 1 0.2838 0.3333 0.3040 0.2903 0.2865 0.2852 
1 2 0.7546 0.8000 0.7697 0.7586 0.7561 0.7553 
1 5 2.250 2.273 2.253 2.250 2.250 2.250 
1 10 4.75 4.762 4.751 4.750 4.750 4.750 
2 0.1 0.1733 0.1681 0.1687 0.1689 0.1690 和 
2 0.3 0.5111 0.4964 0.4997 0.5010 0.5014 一 
2 0.5 0.8404 0.8182 0.8245 0.8273 0.8281 0.8283 
2 1 1.6400 1.6087 1.6205 1.6261 1.6277 1.6283 
2 3 4.7389 4.7143 4.7294 4.7350 4.7363 4.7367 
2 10 15.5089 15.5000 15.5081 15.5089 15.5089 15.5089 
3 0.1 0.2819 0.2692 0.2772 0.2804 0.2813 二 
3 0.3 0.7638 0.7105 0.7421 0.7567 0.7609 3 
3 1 2.0890 2.0000 2.0556 2.0789 2.0850 2.0870 
3 3 5.4444 5.4000 5.4375 5.4437 5.4442 5.4443 
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一 个 具有 独立 的 到 达 间 隔 时 间 X1, XX2,… 的 计数 过 程 称 为 延迟 更 新 过 程 或 广 
义 更 新 过 程 , 如 果 Xi 与 同 分 布 的 随机 变量 X2, Xs,… 有 一 个 不 同 的 分 布 . 即 一 个 
延迟 更 新 过 程 是 首次 到 达 间 隔 时 间 不 同 的 分 布 的 更 新 过 程 . 延迟 更 新 过 程 闸 党 出 现 
在 实践 中 , 并 且 注 意 到 很 重要 的 是 , 所 有 关于 到 时 间 上 为 止 的 事件 个 数 N(t) 的 极限 
定理 仍然 有 效 , 例如 ， 


ELIVU 1 
ft hh 机 t 


仍然 正确 , 其 中 j 和 o? 是 到 达 间 隔 Xi(i > 1) 的 均值 和 方差 


的 -5 当 t 一 oo 
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7.9.1 ”离散 随机 变量 的 模式 
令 X1, Xz， ee 是 独立 的 ， 有 PI{X; 7} = p(7),7 之 0， 而 以 丰 记 模式 习 1) ”Jr 首 
次 出 现 的 时 间 . 如 果 我 们 说 一 个 更 新 在 时 间 n(n > 7) 发 生 , 如 果 (Xn-_r+t1,… ,Xn) = 
(zi ;zr), 那么 {N(n),n > 1} 是 一 个 延迟 更 新 过 程 , 其 中 N(n) 记 直 到 时 间 m” 为 
止 的 更 新 次 数 . 由 此 推出 
EIN(m] 1 
二 = 


当 n 一 co， (7.36) 


Var(N(n)) a 0 
和 3 


当 n 一 co， (7.37) 


其 中 和 o 分 别 是 相继 的 更 新 之 间 的 时 间 的 均值 和 标准 差 . 然而 , 在 3.6.4 市 , 我 们 
已 经 介绍 了 如 何 计算 7 的 期 望 值 , 现在 我 们 介绍 如 何 利用 更 新 理论 的 结果 来 计算 
T 的 均值 和 方差 两 者 . 

开始 令 I(i) 等 于 1, 如 果 在 时 间 i 存在 一 个 更 新 , 否则 令 它 为 0, i > 7. 同样 ， 
令 p= | p(7zi). 因为 


P{I(i)=1}=P{Xi_rti=i,..., Xi=ir}=p 


由 此 推出 1(i)(i > "7) 都 是 参数 为 p 的 伯 努 利 随机 变量 现在 
N(n) = SG) 


i=7 


所 以 
EIN(n)] = >_E[()] = (n—7+1)p 


?一 人 


除 以 n, 并 且 让 n 一 co, 从 方程 (7. 36) 给 出 
p=1/p (7.38) 


即 在 相继 出 现 这 个 模式 之 间 的 平均 时 间 等 于 1/p. 同样 


Tn) _ 1 SVar(1() +2 2 SY Cov(1(i), 1(7)) 


i=7 i=7 2 


n—rt+l —_p) Be 3 > Cov(I(i), 1(37)) 


i=r i<j<min(it+7r—1,n) 
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Oe 当 此 一 天 7 时 , I(i) 与 1(7) 是 独立 的 , 故而 有 零 协 方 
老 . 令 n 一 co, 并 且 用 事实 : Cov(I(i), (7)) 只 通过 |i 一 j| 依赖 于 i 和 jj, 给 出 
> p(1 —p)+ 2 5 Cov(I(n), I(r + 7)) 


j=1 


所 以 , 用 方程 (7.37) 和 方程 (7.38), 我 们 看 到 


r—1 
0 =p (1—p)+2p 3 > Cov(I(r), I(r + 7)) (7.39) 
j=1 
我 们 现在 考虑 在 模式 中 重 释 的 数量 ， 重 秋 等 于 在 一 个 模式 中 的 结束 部 分 可 能 
是 下 一 个 模式 的 开始 部 分 的 值 的 个 数 . 重 释 称 为 具有 大 小 k(k > 0), 如 果 
和 max{7 < CE 2 一 (1 
而 具有 大 小 0, 如 果 对 于 所 有 大 三 也 7r 一 1 人 -RD 和) 六 (i1,…,ix). 于 是 ， 
例如 , 模式 0, 0, 1, 1 有 重 伙 0, 而 模式 0, 0, 1, 0, 0 有 重 释 2. 我 们 考虑 两 种 情形 . 
情形 1: 模式 的 重 友 是 0 
: 在 这 种 情形 , {N(n),n > 1} 是 一 个 普通 的 更 新 过 程 , 而 T 与 具有 均值 u 和 方 
差 o? 的 到 达 间 隔 时 间 有 同样 地 分 布 . 因此 , 从 方程 (7.38) 我 们 有 如 下 的 


EI = p=- (7.40) 


Var(N(n)) 


同样 , 由 两 个 模式 不 能 在 彼此 距离 小 于 7 时 出 现 ,推出 , 当 1 < ;<r-1 a T(r)T(r+ 
7) = 0. 因此 ， 


Cov(T(7), T(r +)))= —E[T(r)]EIT(r+j)]=-p? 车 1 < jg<r-l. 
从 而 由 方程 (7.39) 我 们 得 到 
Var(T)= 0 =p (1—p)—2p 3(r -1)p =p ?— (2r -1)p-! (7.41) 


注 ”对 于 罕见 的 模式 的 情形 , 如 果 模 式 在 到 某 个 时 间 n 为 止 还 没有 发 生 , 那么 我 们 
似乎 没有 理由 相信 , 形成 模式 余下 的 时 间 将 比 我 们 一 开始 乱 写 余 下 的 时 间 少 得 多 . 
即 似乎 分 布 是 近似 无 记忆 的 , 而 因此 是 近似 地 指数 分 布 的 . 于 是 , 由 于 指数 随机 变量 
的 方 考 是 均值 的 平方 , 我 们 期 望 当 jy 很 大 时 有 Var(T) 3 E2[T], 而 这 由 上 面 所 证 实 ， 
它 说 明 Var(T) = E?2[7T] ~- (2r -1)EIT]. 

例 7.30 ”假设 我 们 想 要 知道 抛掷 一 枚 均匀 的 硬币 在 模式 “ 正 、 正 . 反 、 正 、 反 ”出 
现 前 需要 抛掷 的 次 数 ， 对 于 这 个 模式 , r = 5,p = 1/32, 而 重 色 为 0. 因此 , 从 方程 
(7.40) 及 方程 (7.4.1) 


E[T] = 32, Var(T) = 32*? — 9 x 32 = 736, 
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以 及 

Var(T)/E?[T] = 0.718 75 
另 一 方面 , 若 p(i) = i/10,1i = 1,2,3,4, 而 模式 是 1, 2, 1, 4 1, 3, 2 则 7 = 7,p = 
3/625 000, 而 重生 为 0. 同样 由 方程 (7.40) 和 方程 (7.41)， 我 们 看 到 在 此 情形 有 


E[T] = 208 333.33， Var(T) = 4.34 x 10.0, 


Var(T)/E2[T] = 0.999 94 


情形 2: 模式 的 重 具 是 k 
在 这 种 情形 ， 
Ts i 十 7 


其 中 ad 是 直到 模式 bi ** ,bk 出 现 的 时 间 ， 而 he 是 从 11…… ,Lk 得 到 模式 
ij,.…,ir 用 的 附加 时 间 , 它 与 更 新 过 程 的 到 达 间 隔 时 间 同 分 布 ， 因 为 这 些 随 机 变 
量 都 是 独立 的 , 我 们 有 


EIT] = BLD, .4,] = ELT"] (7.42) 
Var(T) = Var(Ts;,,..in) + Var(T”) (7.43) 

现在 , 由 方程 (7.38) 
Bl” 二 9p (7.44) 


同样 , 由 于 没有 两 个 更 新 可 能 在 彼此 距离 7 一 k 一 1 内 出 现 , 由 此 推出 , 当 1<j< 
r 一 上 一 1 时 , T(r)T(r 十 力 = 0. 所 以 , 由 方程 (7.39) 我 们 看 到 


Var(T*) = o2 =p ?2(1 —p) +2p" | 5 EO + (r- oo 


7 一 7 一 


=p2— (2r—1)p 1!+2p EII(r)I(r + 7)] (7.45) 
j=7—k 


在 方程 (7.45) 中 的 量 EIT(r)I(r 十 四] 可 以 通过 考察 特殊 模式 算得 , 为 了 完成 了 的 前 

两 个 矩 的 计算 , 我 们 重复 同样 的 方法 计算 五 .sw 的 均值 和 方差 。 

例 7.31 ”假设 我 们 要 确定 抛掷 一 枚 均匀 的 硬币 直到 模式 “ 正 、 正 、 反 、 正 、 正 ?” 出 

现 的 抛掷 的 次 数 . 对 于 这 个 模式 , 7 = 5,p = 1/32, 而 重 矢 参 数 是 上 = 2. 因为 
BIT(5)T(8)] = P{h, ,th ht hh} = 二 


BIT(5)T(9)] = P{h, h,t,h,h, h,t,h, h} = 5 
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由 方程 (7.44) 和 方程 (7.45) 我 们 看 到 


E[7T*] = 32, Var(7*) = (32)? — 9(32) 十 2(32)3 ( 喜 十 3) = 1120 


因此 , 由 方程 (7.42) 和 方程 (7.43), 我 们 得 到 
E[T = E[T, 7 02: Var(T ) 一 Var(Th nn) 十 1120 


现在 考察 模式 “ 正 、 正 ”. 它 有 "7 = 2,p = 1/4, 而 重 伙 参数 是 1， 由 于 这 个 模式 
E[1(2)1(3)] = 1/8, 如 前 , 我 们 得 到 


ElT%,n] = E[T;] + 4, 
Var(Th np) = Var(T%) +16 — 3(4) +2 (¥) = Var(T;,) + 20 


最 后 , 对 于 模式 “下 ”, 有 " = 1,p = 1/2, 由 方程 (7.40) 和 方程 (7.41) 我 们 看 到 
ET =2, Var(T,)=2 
将 所 有 的 合 起 来 给 出 
E[T] = 38， Var(T)=1142, Var(T)/E?IT] = 0.79086 加 


例 7.32 ”假设 P(X,, = i) = ps, 并 且 考 虑 模式 0 1, 2, 0, 1, 3, 0, 1. 那么 + 8 
p = pipipops ,而 重 秋 参数 是 上 = 2. 由 于 


BIT(8)T(4)] = opip3o， PIT(B)7GL5)] = 0 
由 方程 (7.42) 和 方程 (7.44) 我 们 看 到 
BIT] = ElTo] +p! 
而 由 方程 (7.43) 和 方程 (7.45) 有 
Var(T) = Var(T01) +p ?2 一 15p-1 十 2p-1(popi)-1 


现在 , 模式 0,1 的 + 和 的 值 是 7(0,1) = 2,p(0,1) = popl， 而 这 个 模式 具有 重 伙 0. 
因此 , 由 方程 (7.40) 和 方程 (7.41)， 


E[7o0,1] = (pop1)™*, Var(To01) = (popl)- 2 — 3(pop1)-! 
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例如 , 大 pi = 0.2,1i = 0, 1,2,3, 则 


E[T|] = 25 + 53 = 390 650 
Var(T) = 625 — 75 + 516 + 35 x 58 = 1.526 x 1011 


Var(T)/E?*[T] = 0.999 96 因 


注 ”可 以 证 明了 是 一 类 称 为 NBU 新 优 于 旧 的 离散 随机 变量 , 其 粗略 含义 是 , 如 果 
模式 直到 某 个 时 间 n 为 止 还 没有 出 现 , 那么 到 模式 出 现 的 附加 时 间 小 于 在 这 个 点 
整个 地 开始 使 模式 出 现 所 用 的 时 间 . 大 家 知道 这 样 的 随机 变量 满足 ( 见 参考 文献 [4 
中 的 命题 9.6.1) 

Var(T) < 了 加] ~ EIT] < FE?2[7] 国 


现在 假设 有 s 个 模式 A(1),…, A(s), 而 我 们 要 求 直到 其 中 一 个 模式 出 现 的 平均 时 
间 和 首先 出 现 的 那个 模式 的 概率 质量 函数 . 不 失 一 般 性 , 我 们 假定 这 些 模 式 中 没有 
一 个 包含 于 任意 的 其 他 一 个 之 中 ( 即 我 们 排除 如 4(1) =“ 正 、 正 ”和 4(2) =“ 正 、 
正 、 反 ”这 样 的 无 趣 情形 ). 为 了 确定 这 些 量 , 以 T(i) 记 直 到 模式 A(i) 出 现 的 时 间 ， 
i 二 1,…,s, 而 以 了 (i,j) 记 从 模式 4A(i) 出 现 开始 直到 模式 4(7) 出 现 的 时 间 , i 取 . 
先 计算 这 些 随 机 变量 的 期 望 值 . 我 们 已 经 展示 了 如 何 计算 E[T(2)], i = 1,…,s. 使 
用 同样 的 方法 计算 E[T(i,j7)] 时 , 考虑 在 4(i) 的 最 后 部 分 与 4(7) 的 开始 部 分 之 间 
的 任何 重合 . 例如 , 假设 A(1) = 0,0, 1,2,0,3, 而 4(2) = 2,0,3,2,0. 那么 


7T'(2) 一 72,0,3 十 T(1, 2) 


其 中 T5203 是 得 到 模式 2, 0, 3 的 时 间 , 因此 ， 


E[T, (1,2)] = E[T(2)] ~ E[72,0,s] = (p2p2p3) ! + (pop2) 一 (p2pop3) 


所 以 , 现在 假设 所 有 的 量 EIT(i)] 和 EB[T(i,j)] 已 经 算出 . 令 
M = min T'(i) 
并 且 令 
PG) =P{M =T()}, i=1,..,s 


即 P(i) 是 模式 A(i) 为 首先 出 现 的 模式 的 概率 . 现在 对 于 每 个 j, 我 们 推导 人 
满足 的 一 个 方程 如 下 : 


EIT(N) = EIM]+ EIT(O) — M] = EIM]+ > ELIT(, PG) j=1,.,s (7.46) 
i:i¥) 
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其 中 最 后 的 等 式 是 通过 对 首先 出 现 的 那个 模式 取 条 件 得 到 的 . 但 是 方程 (7.46) 和 方 
程 


2 PO) =1 


一 起 构成 s+ 1 个 未 知 数 ELM] 和 P(i)(i = 1,…,s) 的 一 组 s 十 1 个 方程 求解 它们 
就 导出 所 要 的 量 . 
例 7.33 ”假设 我 们 连续 地 抛掷 一 枚 均匀 的 硬币 . 对 于 4(1) =“ 正 、 反 、 反 、 正 、 下” 
和 4(2) =“ 正 、 正 、 反 、 正 、 反 ”, 我 们 有 


E[T(1)] = 32 + E[T;,] = 34 E[T(2)] = 32 
El7T(1,2)] = E[T(2)] — E[T;,n] = 32 — (4 + E[T;]) = 26 
E[T(2,1)] = E[T(1)] ~ E[T;,t] = 34—4= 30 
因此 , 我 们 需要 求解 方程 
34=EIM]+30P(2), 32=EM]+26P(1), 1- P(1) + P(2) 
这 些 方程 易于 求解 , 并 由 此 导出 
/ P(1) = P(2) = 3 EI[M] = 19 / 
注意 虽然 出 现 模式 4(2) 的 平均 时 间 小 于 模式 4(1) 的 平均 时 间 ， 但 是 每 一 个 都 有 相 
同 的 机 会 先 出 现 . 图 
当 这 些 模式 中 的 任意 一 个 都 没有 重生 时 , 方程 (7.46) 容易 求解 . 在 这 种 情形 , 对 


于 一 切 ; 关 7 
E[T(i, 7)] = EITO)] 


所 以 方程 (7.46) 简化 为 
EIT()] = EIM] + (1— PG)EITO) 或 PO) = BM)/EITO) 
对 上 式 遍及 所 有 的 了 求 和 导出 
1 


E[M] = 去 一 一 -一 7.47 
> ,LEITO 


1/EIT() 
5 vero) 2 


在 下 一 个 例子 中 , 我 们 用 上 述 结果 重新 分 析 例 7.8 的 模式 


PO) = 


360 第 7 章 更 新 理论 及 其 应 用 


例 7.34 假设 游戏 的 每 一 局 的 结果 都 与 以 前 的 各 局 是 独立 的 , 玩家 i 说 的 概率 为 
Di = 1 ,5. 还 假设 有 一 些 特 殊 的 数 n(1),…,n(s), 使 先 连续 地 赢得 n(i) 局 的 玩 
家 i 被 宣布 为 比赛 的 得 胜 者 . 求 直 到 有 一 个 玩家 得 胜 的 平均 局 数 , 并 求 玩家 i 得 胜 
的 概率 , i = 1,:…,s. 

解 ” 对 于 i= 1,…,s, 以 A(i) 记 i 的 连续 n(i) 个 值 的 模式 , 这 个 问题 在 于 求 模式 
- 4(i) 先 出 现 的 概率 P(i) 以 及 求 E[M]. 因为 


。 n(i n(i)— bs A 
EIT()] = (1/pa)"® + (1/p)" O71 + + 1/pi = 一 本 一 
Di (1— pi) 


由 方程 (7.47) 和 (7.48), 我 们 得 到 


E[M] = 


Dp p/p 0) 


DY (1 — pi)/ Ga 
> ,四 2 (1 p72)/(1 — p90) 
7.9.2 不 同 值 的 最 大 连贯 的 期 望 时 间 
令 Xili > 1) 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 等 可 能 地 取 1,2,…,m 中 的 任意 一 个 
值 . 假设 这 些 随机 变量 相继 地 被 观测 , 而 以 了 记 包含 所 有 的 值 1,2,…,m 的 m 个 
相继 的 值 的 连贯 首次 出 现 的 时 间 . 即 


T= min{n ， 入 mm 一 mm 十 1) 人 , Xn 都 不 同 } 


为 了 计算 EIT], 由 首次 更 新 出 现在 T 确定 一 个 更 新 过 程 . 从 这 时 间 开 始 , 而 不 使 用 
T 前 的 数据 值 , 令 下 一 次 更 新 出 现在 下 一 次 m 个 相继 的 值 都 不 同 的 连贯, 依 此 类 推 
例如 , 若 m = 3, 而 数据 是 


1 DD (7.49) 


则 到 时 间 10 为 止 有 两 次 更 新 , 更 新 发 生 在 时 间 5 和 9. 我们 将 mm 个 不 同 值 构成 的 
一 个 更 新 称 为 更 新 连 呐 . : : 
现在 让 我 们 将 这 个 更 新 过 程 转化 为 一 个 延迟 更 新 报酬 过 程 , 假设 对 于 n > m， 
如 果 值 Xn_m+1,…, Xn 都 不 相同 , 就 在 时 间 ” 赚 得 一 个 报酬 1. 即 每 次 前 面 的 m 
个 数据 都 不 相同 时 赚 得 一 个 报酬 . 例如 , 奢 m = 3, 而 数据 值 如 (7.49) 中 所 示 , 则 一 
个 单位 的 报酬 分 别 在 时 间 5,7,9 和 10 赚 得 . 如 果 我 们 以 Ri 记 在 时 间 i 所 赚 的 报酬 ， 


那么 由 命题 7.3 有 ， 
B|> ,BE 
n ET 


P(j) = 


lim (7.50) 
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其 中 已 是 在 更 新 时 刻 之 间 所 赚 的 报酬 现在 , 以 4i 记 一 个 更 新 连贯 的 前 i 个 数据 
值 的 集合 , 而 B; 是 紧 跟 这 个 更 新 连贯 的 前 i 个 数据 值 的 集合 , 我 们 有 


m—1 
E[R] = 1+ 》_E[ 在 一 个 更 新 后 的 时 间 i 赚 的 报酬 
?一 ] 


7 一 1 = m—l1 . 
a 
i=1 L ?一 0 


?一 | 


EIR = P(Xi_mt1,…, Xi 都 不 相同 ) = 台 


由 此 , 从 方程 (7.50) 推出 
ml EIA 
m™ ET] 


于 是 , 由 方程 (7.51), 我 们 得 到 


m m—1 
E[T] = 到 /mi’ 

以 上 的 延迟 更 新 报酬 过 程 的 方法 , 也 给 了 我 们 另 一 个 途径 来 计算 直到 一 个 特殊 的 模 
式 出 现 的 期 望 时 间 . 我 们 用 以 下 例子 来 曾 明 . 
例 7.35 计算 当 一 枚 以 概率 p 出 现 正面 , 而 以 概率 gq = 1 一 p 出 现 反 面 的 硬币 被 连 
续 地 抛掷 时 , 直到 模式 “ 正 、 正 、 正 、 反 、 正 、 正 、 正 ”出 现 的 期 望 时 间 也 [中 
解 ”定义 一 个 更 新 过 程 , 令 这 个 模式 首次 出 现时 为 首次 更 新 , 然后 再 重新 开始 . 同 
时 , 只 要 这 个 模式 出 现 , 就 说 赚 了 一 个 报酬 . 如 果 RR 是 在 更 新 时 刻 之 间 所 赚 的 报酬 ， 
我 们 有 


6 
E[R]= 1+ 》,E[ 在 一 个 更 新 后 的 时 间 i 赚 的 报酬 
?一 1 
王 1 十 0 十 0 十 0 十 p3qg 十 p3dp 十 D3qD2 


因此 , 由 于 在 时 间 i 所 赚 的 期 望 报酬 是 ELRi] = pq, 我 们 由 更 新 报酬 定理 得 到 下 面 
的 
1+gp +gp +gqgp” 
或 
El[T]=g ip +p“ +p +p 国 
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7.9.3 ”连续 随机 变量 的 递增 连贯 
继 的 递增 值 出 现 的 时 间 . 即 


T=min{n 27: Xn_rtl < Xn_rt2 < < Xn} 


为 了 计算 E[T], 定义 一 个 更 新 过 程 如 下 . 令 首 次 更 新 发 生 在 T. 然后 , 只 利用 了 以 
后 的 数据 值 , 当 又 存在 7 个 相继 的 递增 值 时 就 说 , 下 一 次 更 新 发 生 , 并 且 继 续 如 此 的 
方式 . 例如 , 若 > = 3, 而 前 面 的 15 个 数据 值 为 


12, 20, 22, 28, 43, 18, 24, 33, 60, 4, 16, 8, 12, 15, 18 


则 直到 时 间 15 为 止 发 生 了 3 次 更 新 , 即 在 时 间 3,8 和 14. 如 果 我 们 以 N(n) 记 到 
时 间 n 为 止 的 更 新 次 数 , 那么 由 基本 更 新 定理 


BIN 1 
n E[T] 





为 了 计算 E[IN(n)], 定义 一 个 随机 过 程 , 它 在 时 间 & 的 状态 记 为 Sk, 它 等 于 在 时 间 k 
的 相继 递增 的 值 的 个 数 . 即 对 于 1 < j < h， 


Sk = 如 果 Xk-j > Xk-j+t1 <*… < Xk-1 < Xk 
其 中 Xo = oo. 注意 更 新 发 生 在 时 间 & 当 且 仅 当 , 对 于 某 个 i>1 有 Sk = ir. 例如 ， 


右 7=3, 而 且 
: Xs > Xe < X7 < Xs < Xo < X10 < X11 


那么 
So6=1, Sr7=2, Ss8=3, So=4, Si0=5, Siu=6 
并 且 更 新 发 生 在 时 间 8 和 11. 现在 , 对 于 > 
P{Sk =7}= P{Xjp 7 > Xj-IFi < < Xp 二 
= P{Xk_j+1 <*… < Xk-_1 < Xr} 


—P{Xk-i < Xk-j+l < .…… <AXkl < Xk} 
OE 
NH G+1)! (G+1)! 


其 中 倒数 第 二 个 等 式 是 , 由 于 这 些 随机 变量 的 所 有 的 排序 都 是 等 可 能 的 . 
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从 上 面 我 们 看 到 
,Jim P{ 一 个 更 新 发 生 在 时 间 } = im, 2-P(Se =i") = 》 {二 7] 
然而 
EIN(n)] = > _，P{ 一 个 更 新 发 生 在 时 间 k} 
因为 我 们 能 够 证 明 对 于 任意 ar,k > 1, 只 要 limk_,oo ak 存在 , 就 有 


有 
Qk 
lim 和 =! 


NnN—00 ye) 


从 上 面 用 基本 更 新 定理 , 我 们 得 到 


E 四 = 


一 lim ak 
天 一 Co 


1 
Dir/(ir+1)! 
i 二 1 


7.10 ”保险 破产 问题 


假设 保险 公司 的 理赔 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 到 达 , 而 相继 的 理赔 额 巧 , 73，… 
是 具有 密度 f(z) 和 共同 分 布 函数 斑 的 独立 随机 变量 投了 站 于 
达 的 时 间 . 于 是 , 如 果 我 们 令 M(t) 记 直到 时 间 t 为 止 的 理赔 的 次 数 , 那么 >》 
是 到 时 间 t 为 止 付出 的 总 理赔 额 .假定 公司 初始 资本 为 mw， rene 
数 速率 c 的 保险 金 收 入 , 我 们 要 求 公司 的 净 资 金 最 终 变 成 负数 的 概率 , 即 我 们 要 求 


M(t) 
te 
i=1 


如 果 公 司 的 资金 最 终 变 成 负 的 , 我 们 说 公司 破产 了 . 于 是 R(z) 是 初始 资本 为 x 
的 公司 破产 的 概率 . 

令 = E[Y] 是 平均 理赔 额 , 而 且 令 p = 和 w/c. 因为 理赔 以 速率 和 发生, 付出 的 
钱 的 长 程 速率 为 和 (一 个 形式 的 推理 是 用 更 新 报酬 过 程 . 当 一 个 新 的 理赔 发 生 时 作 
为 一 个 新 的 循环 开始 , 这 个 循环 的 价格 是 理赔 额 , 所 以 长 程 平均 价格 是 一 个 循环 引 
起 的 平均 价格 4 除 以 平均 循环 时 间 1/ 和 ). 因为 保险 金 以 速率 c 收 到 , 显然 , 当 p > 1 
时 , R(z) = 1. 因为 当 p = 工时, 可 以 证 明 R(x) 也 等 于 1 (想到 对 称 随机 游 动 的 常 运 
性 ) , 我 们 将 假设 p < 1. 

为 了 确定 R(z), 我 们 先 推 导 一 个 微分 方程 . 首先 考虑 在 前 h 个 单位 时 间 会 发 
生 什 么 , 其 中 h 很 小 . 这 时 , 以 概率 1 - Ah + olh) 将 没有 理赔 , 而 在 时 间 h 公司 
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的 资金 是 zx 十 ch; 而 以 概率 X + olh) 将 恰 有 一 次 理赔 , 而 在 时 间 h 公司 的 资金 是 
TZ 十 ch 一 六 ;又 以 概率 o(h) 将 有 两 次 或 两 次 以 上 的 理赔 . 所 以 , 对 在 前 h 个 单位 时 
间 能 发 生 的 事件 数 取 条 件 导出 


R(x) = (1 — Mh)R(z + ch) + MM E[R(z + ch — Yi)] + o(h) 


等 价 地 
R(x +ch) — R(z) = Mh R(z +ch)— MM E[R(z + ch — Y1)] + o(h) 
一 除 以 op 给 出 
人 本 2R(e + ch) 一 SE[R( +ch— Yi)]+ Sa 
令 h 趋 近 于 0, 导出 导数 方程 
R(z) = SR(z) - SE[R(z — ¥)] 
因为 当 w<0 时 R(w) =1, 上 面 可 以 写成 
Rn) = oR(o) -| Re-afoty | fay 
或 者 , 等 价 地 
Bo = Ra 一 | Rs WW)ay AF) (7.59) 
其 中 F(z) = 工 - Fo 
现在 我 们 利用 上 述 方程 证 明 R(z) 也 满足 方程 
Po =RO+2 | Re-yFway -of Fay s>0 (153) 


为 了 验证 方程 (7.53)， 我 们 对 它 的 两 边 求 微 商 以 导出 方程 (7.52)( 可 以 证 明 (7.52) 和 
(7.53) 两 者 都 有 唯一 的 解 ). 为 此 我 们 需要 下 述 引 理 , 其 证 明 将 在 本 节 最 后 给 出 . 
引 理 7.5 ”对 于 函数 上 以 及 可 微 函 数 上 有 


/te-weay = ts) + f te wea 
通过 用 上 面 的 引 理 , 对 方程 (7.53) 两 边 求 微 商 给 出 


R(x) = 2 [OF 十 [ R(x —yF(y)dy— Fle)| (7.54) 
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通过 分 部 积分 (w = 了 了 (y), dv = R(x 一 y)dy) 显示 
[ Re -wyFway= -F(R -Ws / 7 
0 0 
= _F(z)R(0) + R(z) — | R(z —y)f(y)dy 


将 这 个 结果 代 回 方程 (7.54), 就 给 出 方程 (7.52). 于 是 我 们 建立 了 方程 (7.53) 
为 了 得 到 R(z) 的 更 有 用 的 表达 式 ,考虑 一 个 更 新 过 程 , 它 的 到 达 间 隔 时 间 
X1, XX2,… 按 下 的 平衡 分 布 分 布 . 即 Xi 的 密度 函数 是 


_ ps) FO) 
fe(7) = Fe(7) Ln 


以 N(t) 记 直 到 时 间 为 止 的 更 新 次 数 , 让 我 们 对 
qd(z) = Elp™ (®)+1] 
推导 一 个 表达 式 . 对 X1 取 条 件 , 给 出 


”RING yw ,FW 
q(7) | Elp |X1 = 切 dy 
因为 给 定 Xi =y, 当 y < z 时 直到 时 间 xz 为止 的 更 新 次 数 与 1 十 N(x 一 y) 同 分 布 ， 
而 当 y > z 时 恒 等 于 0, 我 们 看 到 


pElpN(®-W+1],， 若 y 和 7 
p， 右 y > 7Z 


Elp\ (Ht |X1 = Y= | 
所 以 , q(x) 满足 
te ~ Fy) 
tw)= | mate- 二 区 t+ 人 a 
= | re -F(ay+ 2 | | F(y)dy 一 | F(ay 


= = | q(z -YF(y)dy +p— > | | F(y)dy 


因为 a(0) = po, 这 恰好 是 R(x) 满足 的 同一 个 方程 , 即 方程 (7.53). 所 以 , 因为 (7.53) 

的 解 是 唯一 的 , 我 们 就 得 到 如 下 的 命题 . 

命题 7.6 
R(z) = q(x) = Elp™ +1] 
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例 7.36 假设 公司 开始 没有 任何 资本 . 于 是 , 因为 N(0) = 0, 我 们 看 到 公司 的 破产 
概率 是 R(0) = p. 洲 
例 7.37 如 果 理 赔 分 布 F 是 均值 为 / 的 指数 分 布 , 那么 Fs 也 是 指数 分 布 . 因此 ， 
N(z) 是 均值 为 z/1 的 泊 松 过 程 , 它 给 出 结果 


R(z) = ElpN(®)+1]= 2p"t!e (DA 


n=0 区 图 
= pe ®*/* >_ (p/p)" /nl= pe Pr 
7 一 0 


为 了 得 到 破产 概率 , 令 了 独立 于 具有 到 达 间 隔 分 布 严 的 更 新 过 程 的 到 达 间 隔 时 间 


P{T =n}=p"(1—p), n=0,1,... 


T 

现在 考虑 前 了 个 X; 的 和 超过 z 的 概率 了 {x > 中 因为 W(z) +1 是 在 时 间 
i 二 1 

z 后 的 首次 更 新 , 我 们 有 


i 二 1 


N(z)+1 -am 人 = 
所 以 , 对 直到 z 为 止 的 更 新 次 数 取 条 件 , 给 出 


了 
P {x > "|-， > {x > z|N(z) i] Pte = 


S 


= y Ptz >j+1|N(z) =j}P{N(z) = 中 
7= 0 


= -rtr> >j 二 1}P{N(z) = 分 


= -Spe (z) = 7} = Elp™ ®)+ 


因此 ,PX; > = 等 于 破 产 概率 , 现在 , 正如 在 例 7.36 中 注意 到 的 , 初始 资本 
为 0 的 公司 的 破产 概率 是 p. 假设 公司 初始 资本 为 x 而 且 在 此 刻 假设 即使 它 的 次 
金 变 成 负 的 公司 仍然 运行 . 因为 公司 的 资金 曾经 下 降 到 它 的 起 始 金额 z 以 下 的 概率 
和 它 开始 于 0 的 资金 曾经 变 成 负 值 的 概率 相同 , 这 个 概率 也 是 p. 于 是 只 要 公司 的 
资金 变 得 低 于 它 以 前 所 有 的 值 我 们 说 发 生 了 一 次 新 低 , 那么 曾经 发 生 一 次 新 低 的 要 
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率 是 p. 现在 如 果 一 次 新 低 出 现 了 , 那么 存在 另 一 次 新 低 的 概率 , 它 是 使 公司 的 资金 
下 降 到 低 于 前 一 次 新 低 的 概率 , 而 显然 这 也 是 p. 所 以 每 次 新 低 以 概率 1 - p 是 最 后 
的 一 个 . 因此 , 曾经 发 生 的 新 低 的 次 数 与 了 有 相同 的 分 布 . 此 外 , 如 果 我 们 记 Wi 为 
第 i 个 新 低 比 它 前 一 个 新 低 小 的 数量 , 容易 看 出 Wi, Wo,… 是 独立 同 分 布 的 , 而 且 
也 独立 于 新 低 的 次 数 . 因为 公司 的 资金 在 所 有 时 间 的 (当即 使 它 的 资金 变 成 负 仍 允 
许 公司 保持 运行 时 , ) 最 小 值 是 > - >，Wi, 由 此 推出 , 一 个 以 初始 资本 z 开始 的 
公司 的 破产 概率 是 


TT 
R(s)=P {> > | 


因为 
全 
R(z) = ElpN(*+1] =P 但 Xi > | 


4 一 工 

我 们 可 以 将 Wi 识别 为 Xi. 即 我 们 可 以 得 到 结论 : 每 次 新 低 比 它 的 前 一 次 低 一 个 随 
机 的 量 , 它 的 分 布 是 理赔 分 布 的 平衡 分 布 . 

现在 让 我 们 给 出 引 理 7.5 的 证 明 . 

5| 理 7.5 的 证 明 

令 Glz) = | tl(z -Wk(y)ay. 那么 

0 
G(T+h)— G(rz)= G(r+h)— 人 t(z+h—yk(y)dy 


生 t(Z +h— Yk(y)dy 一 GZ) 


Zz 二 h zr 
1 ee | (z+ hy) — tz — (ydy 


除 以 h 给 出 


一 CUZ ee “tz VY)— i 一 
Seto 到 i tz+h kl)ay+ / 多 


令 一 0 给 出 结果 


cm-toxa+ 1/ dy 
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| 


“6. 


= 


习 题 


.以 下 是 否 正确 


(a) N(t) < 也 当 且 仅 当 Sn>t? (b) N(t) <n 当日 仅 当 Sn > 
(c) N(t) > n 当 且 仅 当 5% < 如 


. 假设 更 新 过 程 的 到 达 间 隔 分 布 是 均值 为 4 的 泊 松 分 布 . 即 假设 


k 
P{Xn = k}=e ro, k=0,1,... 


(a) 求 5% 的 分 布 。 (b) 计算 P{N(t) = nn}. 


.如果 更 新 过 程 {NN(t),t > 0} 的 均值 函数 给 定 为 m(t) = t/2,t > 0, 那么 P{N(5) = 0} 


是 多 少 ? 


. 令 {Ni(t),t > 0} 和 {AN2(t),t > 0} 是 独立 的 更 新 过 程 . 令 N(t) = Ni(t) + N2(t). 


(a) {NN(),t > 0} 的 到 达 间 隔 时 间 是 否 独立 ? (b) 它们 是 否 同 分 布 ? 
(c) {N(),t > 0} 是 否 是 更 新 过 程 ? 


N=min{n:Ui+Ut+ + Un > 1} 


BIN] 是 多 少 ? 


考虑 一 个 具有 一 个 (7, 入) 到达 间隔 分 布 的 更 新 过 程 {N(t),t > 0}. 即 到 达 间 隅 窗 度 


全 入 
Ae-“*(A r—1l1 
fo) = 一 Z > 0 


(a) 证 明 
et(Ar)’ 


il 


P{N(t) >7n}= > 


一 人 小 


(b) 证 明 


| A 
= > 四 
其 中 [i/r] 是 小 于 或 等 于 i/r 的 最 大 整数 . 
提示 : 利用 FT( 入 ) 分 布 与 7 个 速率 为 和 的 独立 指数 随机 变量 的 和 之 间 的 关系 , 用 一 个 
速率 为 和 的 泊 松 过 程 定 义 N(t). 


. 史密斯 先生 一 直 在 做 短工 . 他 的 每 份 工作 平均 可 做 3 个 月 . 如 果 他 在 每 份 工作 前 的 失 


业 时 间 是 均值 为 2 的 指数 分 布 , 那么 史密斯 先生 得 到 一 个 新 工作 的 速率 是 什么 ? 


“8. 


10. 


11. 


12. 


13. 
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机 器 失效 或 者 已 经 使 用 了 7 年 , 就 换 上 一 台新 机 器 . 如 果 相 继 的 机 器 的 寿命 是 独立 的 ， 
具有 一 个 密度 函数 为 f 的 共同 分 布 F, 证 明 


(a) 机 器 被 替换 的 长 程 速率 等 于 
| zf(z)dz + T(1— F(T)) 


—1 


(b) 机 器 失效 的 长 程 速率 等 于 
F(T) 


上 zf(zs)dz + TI — F(T) 


. 一 个 工人 连续 地 干 一 些 零 活 . 每 次 完成 一 个 零 活 , 就 开始 一 个 新 的 . 每 个 零 活 独立 地 需 


要 一 个 具有 分 布 的 随机 时 间 完 成 . 然而 , 独立 于 这 些 按 速率 为 和 的 泪 松 过 程 触电 发 
生 . 一 旦 触电 , 这 个 工人 就 不 再 继续 现在 的 工作 而 开始 一 个 新 的 . 零 活 完成 的 长 程 速率 
是 多 少 ? 
考虑 一 个 平均 到 达 间 隔 时 间 为 4 的 更 新 过 程 . 假设 这 个 过 程 的 每 一 个 事件 以 概率 p 被 
计 入 . 以 Nc(t) 计 到 时 间 t(t > 0) 为 止 被 计 入 的 事件 数 . 
(a) {Nc(b),t > 0} 是 更 新 过 程 吗 ? (b) limt .oo。 0 时 是 多 少 ? 
一 个 直到 首次 更 新 的 时 间 与 余下 的 到 达 间 隔 时 间 有 不 同 的 分 布 的 更 新 过 程 , 称 为 延迟 
更 新 过 程 . 证 明 命 题 7.1 对 延迟 更 新 过 程 仍然 成 立 . (一 般 地 , 若 直到 首次 更 新 的 时 间 有 
有 限 均值 , 可 以 证 明 更 新 过 程 的 所 有 的 极限 定理 对 延迟 更 新 过 程 仍然 成 并 .) 
事件 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 发 生 . 在 它 前 面 的 那个 事件 发 生 的 时 间 d 以 内 发 生 的 事 
6.6 的 事件 是 d 事件 . 
(a) d 事件 发 生 的 速率 是 什么 ? (b) 所 有 事件 中 d 事件 的 比例 是 多 少 ? 
令 Xi,X2,… 是 独立 随机 变量 的 一 个 序列 . 非 负 整数 随机 变量 NN 称 为 这 个 序列 的 
停 时 ， 如 果 事 件 {N = n} 独立 于 入 nm 二 1 入 mn 二 2 其 想法 是 从; 按 次 被 观察 一 个 
(首先 X1, 然后 X2， 如 此 等 等 ) , 而 N 表示 当 我 们 停止 时 的 观察 个 数 ， 因 此 , 事件 
{NV = n} 对 应 于 在 已 经 观察 了 Xi1,… ,Xn 以 后 停止 , 因此 必须 独立 于 要 来 的 随机 变 
量 ， 即 入 mn 十 1) 入 n+2， “i', 
(a) 令 全 1， 入 2， A 是 独立 随机 变量 ， 具有 
P{X; =1}=p=1— PI{X; 0 汉 宛 1 
定义 Ni = min{n: Xi++:…++ Xn = 5} 
RR | 3， 若 X1 =0 
5， 知 Xi = 二 1 

”| 3， 若 Xs =0 

Pe | 2， 若 X4 二 1 
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14. 


哪 一 个 N; 是 序列 X1, Xz,.… 的 停 时 ? 一 个 大 家 知道 的 重要 结果 是 Wald 方程 , 它 说 明 
如 果 X1, Xz,.… 是 独立 同 分 布 的 , 而 且 有 有 限 均值 BIX], 并 且 如 果 N 是 这 个 序列 的 具 
有 有 限 均值 的 停 时 , 那么 


N 
E > x = E[N]E[IX] . 
为 了 证 明 Wald 方程 , 让 我 们 定义 示 性 随机 变量 Ii(i > 1) 为 


ee 1， 若 i <N 
: 0， 基 i> N 


(b) 证 明 


从 (b) 部 分 , 我 们 看 到 
E > x 和 > x = > ElXi1i] 


其 中 最 后 的 等 式 假定 了 期 望 可 以 取 进 求 和 号 (因为 在 这 种 情形 是 可 以 证 明 的 ). 
(o) 论证 X; 于 五 都 是 独立 的 

提示 : I; 等 于 0 还 是 1 依赖 于 我 们 在 观察 了 哪些 随机 变量 后 是 否 已 经 停止 ? 
(d) 由 (e) 部 分 , 我 们 有 


E > x -= > E[X]E[L) 
完成 Wald 方程 的 证 明 . 
(e) 关于 在 (a) 中 的 停 时 , Wald 方程 能 告诉 我 们 什么 ? 
Wald 方程 可 以 用 作证 明基 本 更 新 定理 的 基础 . 以 Xi,X2,… 记 一 个 更 新 过 程 的 到 达 
辣 也 时间, 而 令 Nb 是 直 和 错时 间 t 为 目的 更 新 次 数 . 
(a) 证 明 尽 管 N(t) 不 是 停 时 , N(t) 十 1 是 停 时 . 


N(t)=n 人 Xi+:…+Xn <t 和 Xi 十 … 十 Xni1>+t 


(b) 论证 
N(t)+1 
19 b> x = jlm(t)+1] 


i=1 
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(c) 假设 X; 都 是 有 界 的 随机 变量 . 即 假设 存在 一 个 常数 M 使 P{X; < M} = 1 论证 
N(t)+1 
t< 》 Xi<t+M 

(d) 在 到 达 间 隔 时 间 都 是 有 界 的 情形 , 利用 上 面 的 部 分 证 明基 本 更 新 定理 . 

15. 考虑 某 矿工 身 陷 井 下 陋室 , 室 有 三 门 , 选择 门 1 他 经 过 2 天 的 行进 可 获 自由 ; 选 门 2 则 
经 过 4 天 的 旅程 后 回 到 这 个 房间 ; 选 门 3 经 过 6 天 的 旅程 后 还 是 回 到 这 个 房间 . 假设 
在 所 有 的 时 间 他 都 等 可 能 地 选取 3 个 门 中 的 任意 一 个 , 而 以 :了 记 这 个 矿工 获得 自由 所 
用 的 时 间 . 
(a) 定义 一 系列 独立 同 分 布 的 随机 变量 X1, X2,.… 和 一 个 停 时 NN 使 


N 
T's, yA 
2 二 1 


注意 : 你 可 以 想象 即使 在 到 达 安 全 地 后 这 个 矿工 还 继续 随机 地 在 选取 门 
(b) 用 Wald 方程 求 BIT 
(o) 计算 也， 和 IN =n|, 并 且 注 意 它 并 不 等 于 ED” Xi]. 
(qd) 用 (c) 作 EIT] 的 第 二 个 推导 . 

16. 一 副 52 张 的 扑克 牌 进行 了 洗 牌 , 而 后 每 次 一 张 地 翻转 将 牌 面 朝 上 . 令 Xi 等 于 1 如 果 
第 i 张 翻转 的 牌 是 一 个 A, 否则 令 它 为 0, i = 1,…,52. 同时 , 以 NN 记 使 所 有 的 4 个 A 
出 现 所 需要 翻转 的 牌 的 张 数 . 即 最 后 一 个 A 就 是 第 N 张 被 翻转 的 牌 . 方程 


E > x = E[N]E[X:] 


是 否 成 并 ? 如 果 不 成 立 , 为 什么 Wald 方程 不 能 用 ? 

17. 在 例 7.7 中 , 假设 潜在 的 顾客 按 一 个 具有 到 达 间 隔 分 布 F 的 更 新 过 程 来 到 . 到 时 间 + 
为 止 的 事件 数 是 否 构成 一 个 更 新 过 程 (可 能 有 延迟 ), 如 果 一 个 事件 对 应 于 一 个 如 下 的 
顾客 : (a) 进入 银行 的 ? (b) 离开 银行 的 ? 

大 书 是 指数 分 布 , 结论 又 如 何 ? 

“18. 当 到 达 间 隔 分 布 天 满足 1 一 F(t) = pe “1' 十 (1 一 p)e “2* 时 , 计算 更 新 函数 . 

19. 对 于 到 达 间 隔 分 布 是 (0, 1) 均匀 分 布 的 更 新 过 程 , 确定 从 上 = 1 直到 下 一 次 更 新 的 期 
望 时 间 . 

20. 对 于 一 个 更 新 报酬 过 程 , 考虑 


W, = RitRat.+ Fn 


Xi+ Xz 二 +… 二 +X 


其 中 Wi, 表示 在 前 n 个 循环 中 赚 的 平均 报酬 . 证 明 当 n 一 oo 时 , Wi 一 让 对 
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21. 


“22. 


23. 


24. 


25. 


26. 
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考虑 有 一 条 单 服务 线 的 银行 , 顾客 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 到 达 . 如 果 顾 客 只 在 服务 线 
闲 着 时 到 达 才 进入 银行 ,而 且 顾 客 的 服务 时 间 有 分 布 G, 那么 服务 线 忙 的 时 间 比 例 是 
多 少 ? 

一 辆 汽车 的 寿命 有 分 布 五 和 概率 密度 h. 琼斯 女士 打算 如 果 车 坏 了 或 用 满 了 年 就 买 
辆 新 车 . 一 辆 新 车 价值 为 Ci 美元 , 而 只 要 车 损坏 , 就 引起 C2 美元 的 附加 费用 . 假定 已 
使 用 工 年 的 车 未 坏 , 则 有 一 个 期 望 再 卖 价值 R(T). 琼斯 女士 的 长 程 平均 费用 是 多 少 ? 
如 果 五 是 在 (2,8) 上 的 均匀 分 布 , 并 且 如 果 Ci = 4,C2 = 1, 而 R(T) = 4 一 T/2, 那么 
全 是 什么 值 时 使 习题 22 中 琼斯 女士 的 长 程 平均 费用 最 小 ? 

Wald 方程 也 可 以 用 更 新 报酬 过 程 证 明 . 令 和 N 是 独立 同 分 布 随 机 变量 序列 X;, (i > 1) 
的 一 个 停 时 ， 

(a) 令 Ni = N. 论证 随机 变量 序列 XN,+1, XNi+2 独立 于 Xi ,XN 并 且 与 原来 
的 序列 Xi, (i > 1) 同 分 布 . 

现在 将 XNw + XNw + 作为 新 的 序列 处 理 , 并 且 正 如 对 于 原来 的 序列 的 Ni, 也 对 
这 个 序列 定义 一 个 停 时 Na (例如 , 如 果 Ni = min{n : Xn > 0}, 那么 Na = min{fm : 
XN,+n > 0}). 类 似 地 , 正如 对 于 原来 的 序列 的 Ni, 在 序列 XNi+Na+1, 刁 Ni+N2+2 
上 定义 一 个 停 时 Ns, 如 此 等 等 . 

(b) 在 时 段 i 赚 得 报酬 X; 的 报酬 过 程 是 否 是 更 新 报酬 过 程 ? 如 果 是 , 相继 循环 的 长 度 
是 多 少 ? : 

(c) 对 于 单位 时 间 的 平均 报酬 推导 一 个 表达 式 . 

(d) 用 强大 数 定律 推导 单位 时 间 的 平均 报酬 的 第 二 个 表达 式 . 

(e) 推断 Wald 方程 . 

假设 在 例 7.13 中 , 到 达 过 程 是 泊 松 过 程 , 并 且 假 设 使 用 的 策略 是 每 个 t 时 间 单 位 发 出 
一 辆 火车 . 

(a) 确定 单位 时 间 的 平均 费用 . 

(b) 证 明 这 样 定义 的 策略 , 单位 时 间 的 最 小 平均 费用 近似 地 是 c/2 加 上 在 这 个 例子 所 
考虑 的 类 型 中 的 最 佳 策略 的 单位 时 间 的 平均 费用 . 

考虑 一 个 火车 站 , 乘客 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 到 达 . 只 要 有 NN 个 乘客 等 候 在 火车 站 ， 
一 辆 火车 就 被 派 来 . 但 是 这 辆 火车 要 用 K 个 单位 时 间 到 达 车 站 . 它 可 承载 所 有 等 候 的 


乘客 . 假设 若 有 nn 个 乘客 , 车 站 引起 单位 时 间 速 率 为 nc 的 费用 , 求 长 程 平均 费用 . 


”27. 


28. 


一 台 机 器 包含 两 个 独立 的 部 件 , 其 中 第 i 个 部 件 运行 一 个 速率 为 Xi 的 指数 时 间 , 只 要 
有 一 个 部 件 正常 运转 , 机 器 就 能 正常 运行 ( 即 当 两 个 部 件 都 失效 时 , 机 器 才 失效 ). 当 一 
台 机 器 失效 时 , 一 台 两 个 部 件 都 在 工作 的 新 机 器 投入 使 用 . 只 要 一 台 机 器 发 生 失效 , 就 
引起 一 个 费用 K; 而 且 只 要 在 使 用 的 机 器 有 i 个 在 工作 的 部 件 , 就 引起 单位 时 间 速 率 
为 cs 的 运行 费用 . 求 单位 时 间 的 长 程 平均 费用 . 

在 例 7.15 中 , 生产 的 废品 中 被 发 现 的 比例 是 多 少 ? 


29. 


“30. 


31. 


32. 
33. 
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考虑 一 个 单 服务 线 的 排队 系统 , 顾客 按 一 个 更 新 过 程 到 达 . 每 个 顾客 带 来 一 个 随机 数 
量 的 工作 量 , 它们 独立 地 按 分 布 G 选取 . 服务 线 每 次 服务 一 个 顾客 . 然而 , 只 要 在 系统 
中 有 i 个 顾客 , 服务 线 就 以 每 单位 时 间 速 率 i 处 理工 作 . 例如 , 一 个 带 有 工作 量 8 的 顾 
客 进入 服务 时 , 奉 有 3 个 其 他 顾客 等 待 在 队列 中 且 没 有 其 他 人 到 达 , 这 个 顾客 将 使 用 2 
个 单位 时 间接 受 服务 . 如 果 男 一 个 顾客 在 1 个 单位 时 间 后 到 达 , 此 外 没有 其 他 人 到 达 ， 
那么 我 们 的 顾客 将 一 共 占 用 1.6 ( 译 者 注 : 原文 为 1.8) 个 单位 时 间接 受 服 务 . 


以 Wi 记 顾 客 i 在 系统 中 停留 的 时 间 数 量 . 同样 地 , 用 


EIW] = lim (Wi + + Wa)/n 


定义 E[W], 所 以 E[W] 是 顾客 在 系统 中 停留 的 时 间 的 平均 数量 . 以 N 记 在 一 个 忙 期 
中 到 达 的 顾客 数 . 
(a) 论证 

E[W] = E[Wi + :…: + WN]/E[N] 
以 Li 记 顾 客 i 带 到 系统 中 的 工作 量 , 所 以 Li(i > 1) 是 具有 分 布 G 的 独立 随机 变量 . 
(b) 论证 在 任意 时 间 t, 所 有 早 于 时 间 t 的 到 达 者 在 系统 中 停留 的 时 间 的 和 , 等 于 到 时 
间 t 为 止 处 理 的 工作 总 量 . 
提示 : 考虑 服务 线 处 理工 作 的 速率 . 
(c) 论证 


N 


3 Wi = > L; 
(d) 用 Wald 方程 (参见 习题 13) 得 到 结论 
EIW]=& 
其 中 jy 是 分 布 G 的 均值 . 即 顾客 在 系统 中 停留 的 平均 时 间 等 于 他 们 带 到 系统 中 的 平 


均 工 作 量 . 
对 于 一 个 更 新 过 程 , 令 4( 是 在 时 间 t 的 年 龄 . 证 明知 4 < co, 则 以 概率 为 1 地 有 


ce 当 t 一 oo 
t 


如 果 4( 和 Y(t) 分 别 是 具有 到 达 间 隔 分 布 F 的 更 新 过 程 在 时 间 上 的 年 龄 和 剩余 寿 
命 , 计算 
P{Y(t) > zx|A(t) = s} 
确定 XNGy+1 < 的 时 间 的 长 程 比例 . 
在 例 7.14 中 , 求 服务 线 在 忙 的 时 间 的 长 程 比例 . 
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34. 一 个 M/G/oo 排队 系统 在 固定 的 时 间 7,27, 37T,… 进行 清理 . 清理 开始 时 , 所 有 在 服 
务 的 顾客 都 被 强迫 提早 离开 ,而 且 对 每 个 顾客 付费 C1. 假设 一 次 清理 要 用 时 间 T/4， 
在 清理 期 间 到 达 的 顾客 将 失去 , 而 且 每 个 顾客 损失 的 费用 为 C2. 

(a) 求 单 位 时 间 的 长 程 平均 费用 . (b) 求 系 统 在 清理 的 时 间 的 长 程 比例 . 

*35， 人 造 卫 星 按 速率 为 入 的 泊 松 过 程 发 射 , 每 颗 人 造 卫 星 独 立地 进入 轨道 , 并 运行 一 个 分 

布 为 FF 的 随机 时 间 . 以 X(t) 记 在 时 间 t 进入 轨道 的 人 造 卫 星 的 颗 数 . 

(a) 确定 P(X(t) =k).， ”提示 : 将 它 与 M/G/ oo 排队 系统 联系 起 来 . 

(b) 如 果 至 少 有 一 颗 人 造 卫 星 在 轨道 运行 , 就 可 以 传输 信息 , 而 我 们 说 这 个 系统 运行 正 
常 . 如 果 第 一 颗 人 造 卫 星 在 时 间 t= 0 进入 轨道 , 确定 系统 保持 运行 正常 的 期 望 时 间 . 
提示 : 当 k=0 时 , 利用 (a). 

36. n 个 滑雪 者 每 人 独立 地 连续 向 上 攀登 ， 然后 从 某 个 特殊 的 斜坡 向 下 滑 . 第 i 个 滑雪 
者 用 来 向 上 攀登 的 时 间 的 分 布 是 瓦 , 而 且 独 立 于 她 向 下 滑 的 时 间 , 下 滑 时 间 具 有 分 布 
Hii = 1,…,n. 以 NO 记 到 时 间 t 为 止 他 们 滑 下 斜坡 的 总 人 次 . 同时 , 以 U(t) 记 到 
时 间 t 为 止 登 上 山 的 滑雪 者 的 人 数 . 

人 ~ 是 多 少 ?  (b) lims_.wo EIU(t)] 是 多 少 ? 
(c) 如 果 玉 都 是 速率 为 和 的 指数 分 布 , 而 G 都 是 速率 为 / 的 指数 分 布 ,P(U(t) = ) 
是 多 少 ? 

37. 有 3 台 机 器 , 它们 都 是 使 一 个 系统 工作 所 必需 的 . 机 器 i 在 失效 前 运行 一 个 速率 为 X 
的 指数 时 间 , i = 1, 2, 3. 如 果 一 台 机 器 失效 , 系统 就 中 断 运行 , 然后 开始 修理 失效 的 机 
器 . 修复 机 器 1 的 时 间 是 速率 为 5 的 指数 随机 变量 ; 修复 机 器 2 的 时 间 在 (0,4) 上 均 
匀 分 布 ; 而 修复 机 器 3 的 时 间 是 参数 为 n = 3 和 和 = 2 的 伽 玛 随机 变量 . 一 旦 一 台 机 
器 修复 , 它 就 同 新 的 机 器 一 样 , 并 且 所 有 的 机 器 都 重新 开始 运行 . 

(a) 系统 在 工作 的 时 间 的 比例 是 多 少 ? ”(b) 机 器 1 在 修理 的 时 间 的 比例 是 多 少 ? 
(c) 机 器 2 在 中 止 情景 ( 即 , 既 不 在 工作 也 不 在 修理 ) 的 时 间 的 比例 是 多 少 ? 

38. 一 个 卡车 司机 行驶 往返 旅程 , 从 A 到 B, 然后 回 到 A. 每 次 他 以 均匀 地 分 布 于 40 与 60 
之 间 的 一 个 固定 的 速度 (每 小 时 英里 ) 从 A 行驶 到 B, 每 次 他 等 可 能 地 以 40 或 60 的 
一 个 固定 的 速度 从 B 行驶 到 A. 

(a) 他 花费 在 到 B 的 行驶 时 间 的 长 程 比例 是 多 少 ? 
(b) 他 的 行驶 时 间 中 花费 在 每 小 时 40 英里 的 行驶 时 间 的 长 程 比例 是 多 少 ? 

39. 一 个 系统 由 两 台独 立 的 机 器 组 成 , 每 台 机 器 运行 一 个 速率 为 和 的 指数 时 间 . 只 有 一 个 
修理 工 . 若 一 台 机 器 失效 而 修理 工 正 闲 着 , 则 立刻 修理 这 台 机 器 ; 若 一 台 机 器 失效 而 修 
理工 正 忙 着 , 则 这 台 机 器 必须 等 到 另 一 台 机 器 修复 . 所 有 的 修理 时 间 是 独立 的 , 且 具 有 
分 布 G, 而 且 一 旦 修复 , 机 器 就 同 新 的 一 样 . 问 修 理工 闲 着 的 时 间 的 比例 是 多 少 ? 

40. 3 个 射手 轮流 射击 一 个 目标 . 射手 1 射击 直到 他 未 中 , 然后 射手 2 射击 直到 他 未 中 , 然后 
射手 3 射击 直到 他 未 中 , 而 后 又 回 到 射手 1, 如 此 等 等 . 每 次 射手 i 以 概率 Pi(i = 1,2,3) 
击 中 目标 , 且 独 立 于 过 去 . 确定 每 个 射手 的 射击 时 间 的 长 程 比例 . 





41. 


“42. 


43. 


44. 


45. 
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某 台 机 器 每 次 中 断 运 行 就 换 上 一 个 同样 类 型 的 机 器 . 问 该 机 器 使 用 时 间 小 于 一 年 的 百 
分 比 是 多 少 , 如 果 机 器 的 寿命 分 布 是 

(a) 在 (0,2) 上 的 均匀 分 布 ? (b) 均值 为 1 的 指数 分 布 ? 

对 于 一 个 均值 为 上 的 到 达 间 隔 分 布 F, 我 们 定义 的 平衡 分 布 Fe 为 


F(a)=£ | -Flay 
(a) 证 明 若 亚 是 指数 分 布 , 则 = 及， (b) 若 对 于 菜 个 常数 c 


0, Zz<c 

和 | :并 之 区 
证 明 Ff 是 在 (0,c) 上 的 均匀 分 布 . 即 如 果 到 达 间 隔 时 间 便 等 于 常数 c, 那么 平衡 分 布 
是 在 (0,c) 上 的 均 包 分 布 . 
(c) 加 州 伯 克利 市 允许 在 加 州 大 学 一 英里 的 范围 内 , 在 所 有 没有 计价 器 的 地 方 停车 2 小 
时 . 停车 管理 员 有 规则 地 到 处 巡视 , 每 2 小 时 经 过 同样 的 地 点 . 每 遇 到 一 辆 车 , 他 就 用 
粉笔 作 一 个 标记 . 如 果 在 2 小 时 后 回来 时 发 现 同一 辆 车 还 在 那里 , 那么 就 开 一 张 停车 
罚单 . 如 果 你 在 伯克利 停车 , 并 且 在 3 小 时 后 回去 , 问 你 收 到 罚单 的 概率 是 多 少 ? 
考虑 一 个 到 达 间 隔 分 布 玉 的 更 新 过 程 , 使 下 式 成 立 ; 


即 到 达 间 隔 分 布 等 可 能 地 是 均值 为 1 的 指数 分 布 或 是 均值 为 2 的 指数 分 布 . 
(a) 不 作 任何 计算 , 猜测 平衡 分 布 Fe、 (b) 验证 在 (a) 中 你 的 猜测 . 
机 场 里 的 穿梭 巴士 从 车 站 运送 旅客 到 登 机 口 , 然后 再 回 到 车 站 , 重复 这 个 过 程 . 回 到 车 
站 的 时 间 间 隔 是 具有 分 布 F, 均值 jy 和 方差 o? 的 独立 随机 变量 . 旅客 按 速率 为 和 的 
泊 松 . 过 程 到 达 车 站 . 假设 巴士 刚 离开 车 站 , 而 以 XX 记 当 它 回 来 时 载 送 的 旅客 数 . 
(a) 求 E[X]. (b) 求 Var(X). 
(c) 穿梭 巴士 没有 载 送 任何 旅客 到 登 机 口 的 速率 是 多 少 ? 
假设 每 个 在 车 站 必须 等 待 c 时 间 单 位 的 旅客 给 穿梭 巴士 的 经 理 写 一 封 投 诉 信 . 
(d) 写 投诉 信 的 旅客 的 比例 是 多 少 ? (e) 你 如 何 将 (d) 的 回答 与 Fe(z) 联系 起 来 ? 
考虑 一 个 能 处 在 状态 1 2 或 3 的 一 个 系统 . 每 次 系统 进入 状态 i 时 , 它 在 那里 保持 一 
个 均值 yi 的 随机 时 间 , 然后 以 概率 Pi; 转移 到 状态 j. 假设 

Pi2 = 1, P = Ps =3, Psi=1 
(a) 系统 转移 到 状态 1 的 比例 是 多 少 ? 
(b) 如 果 1 = 1, 12 = 2, 1s = 3, 那么 系统 处 在 每 个 状态 的 时 间 的 比例 是 多 少 ? 
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考虑 一 个 半 马 尔 可 夫 过 程 , 在 转移 到 不 同 的 状态 以 前 , 过 程 停留 在 每 个 状态 上 的 时 间 
是 指数 分 布 . 这 是 什么 类 型 的 过 程 ? 

在 半 马 尔 可 夫 过 程 中 , 以 好 记 给 定 下 一 个 状态 是 7 时 过 程 在 状态 i 停留 的 条 件 期 望 
时 间 . 

(a) 提出 一 个 联系 jvi 与 刀 的 方程 

(b) 证 明 过 程 在 i 而 下 一 次 进入 了 时 间 的 比例 等 于 ey 

提示 : 每 次 进入 状态 i, 就 说 一 个 循环 开始 . 当 过 程 处 在 i 且 前 往 7 时 , 想象 你 接受 每 
单位 时 间 1 速率 的 报酬 . 单位 时 间 的 平均 报酬 是 多 少 ? 

某 出 租车 往来 于 3 个 地 点 . 在 地 点 i 需要 停 一 个 均值 为 t; 的 随机 时 间 , i = 1,2,3. 在 
地 点 ;上 车 的 乘客 将 以 概率 PB; 去 地 点 j. 从 i 到 j 的 旅行 时 间 是 以 mi; 为 均值 的 
随机 变量 . 假设 磋 = 1,t2 = 2,ts = 4, Piz = 1,Ps = 1,P1 = 2/3=1- P,mi2 = 
10, m23 二 20, mal 二 15, ms2 二 25. 定义 一 个 合适 的 半 马 尔 可 夫 过 程 , 并 确定 

(a) 出 租车 司机 在 地 点 i 等 候 的 时 间 的 比例 . 

(b) 出 租车 司机 在 从 i 到 j; 的 路 上 的 时 间 的 比例 . 

考虑 一 个 有 工 (n, 入 ) 到 达 间 隔 分 布 的 更 新 过 程 , 而 以 Y(t) 记 从 上 到 下 一 次 更 新 发 生 的 
时 间 . 利用 半 马 尔 可 夫 过 程 理 论证 明 


本 a 
dm P{Y(t) < 2} = = 2 Gi \ (72) 


其 中 Gi,a(z) 是 T(i, 入) 分 布 函 数 . 


50. 


为 了 证 明 方程 (7.24), 定义 下 面 的 记号 : 


Xi = 在 第 j 次 访问 状态 i 时 , 在 这 个 状态 的 停留 时 间 
Ni(m) = 在 前 m 次 转移 中 访问 状态 i 的 次 数 


用 这 些 记 号 写 出 以 下 的 表达 式 : 
(a) 在 前 m 次 转移 期 间 过 程 在 状态 i 的 时 间 数 量 . 
(b) 在 前 m 次 转移 期 间 过 程 在 状态 i 的 时 间 的 比例 . 
论证 以 概率 为 1 地 有 





Ni(m) i 
(c) 2 tm) Ji 当 m 一 00 
(d) Cm — Ti 当 mm 一 OO， 





(e) 将 (a), (b), (c) 和 (d) 结合 起 来 证 明 方程 (7.24). 


51. 
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在 1984 年 摩洛哥 国 在 试图 确定 游客 在 一 次 访问 中 停留 在 这 个 国家 的 时 间 的 平均 量 时 ， 
试用 了 两 种 不 同 的 抽样 方法 . 一 种 是 在 游客 离开 这 个 国家 时 , 随机 地 选取 询问 ; 另 一 种 ， 
对 于 在 旅馆 中 的 游客 , 随机 地 选取 询问 . (每 个 游客 待 在 一 个 旅馆 .) 从 旅馆 随机 选取 的 
3000 个 旅客 的 平均 访问 时 间 是 17.8, 而 从 12321 个 离开 的 旅客 中 询问 旅客 的 平均 访问 
时 间 是 9.0. 你 能 解释 这 个 偏差 吗 ? 它 一 定 有 错误 吗 ? 

令 Xi;(i = 1,2,…) 是 更 新 过 程 {N()} 的 到 达 间 隔 时 间 , 而 令 了 独立 于 Xi,i = 1,2,…， 
且 是 速率 为 和 的 指数 随机 变量 . 

(a) 利用 指数 随机 变量 缺乏 记忆 的 性 质 , 论证 


P{Xi+-..……+X» <Y}= (PIX <Y)” 


(b) 用 (a) 证 明 
Ele—**] 


E[IN(Y)] = 1 Bie- 


其 中 X 具有 到 达 间 隔 分 布 . 

对 于 到 达 间 隔 分 布 F*G, 写 一 个 用 来 近似 m(t) 的 程序 , 其 中 下 是 均值 为 1 的 指数 分 
布 , 而 G 是 均值 为 3 的 指数 分 布 . 

令 Xi(i > 1) 是 独立 随机 变量 , 具有 p; = P{Xi = JJ > 1 如果 p; = ij/10,j = 
1, 2, 3, 4, 求 需要 观察 到 模式 1, 2, 3, 1, 2 出 现时 的 随机 变量 个 数 的 期 望 时 间 和 方差 . 
一 枚 以 概率 为 0.6 正面 向 上 的 硬币 连续 地 被 抛掷 . 求 直 到 出 现 序列 “ 反 、 正 、 正 、 肥 ” 
或 者 出 现 序列 “ 反 、 反 、 反 ”时 的 期 望 抛 掷 次 数 , 并 且 求 “ 反 、 反 、 反 ” 先 出 现 的 概率 . 
等 可 能 地 是 数字 0 到 9 的 任意 一 个 随机 数字 , 按 顺 序 被 观测 . 

(a) 求 直至 10 个 不 同 值 的 一 个 连贯 出 现 的 期 望 时 间 . 

(b) 求 直至 5 个 不 同 值 的 一 个 连贯 出 现 的 期 望 时 间 . 


人 
令 h(z) = 了 | ye = 其 中 X1, X2,… 是 具有 分 布 函数 及 的 独立 随机 变量 , 而 


i 二 1 


了 独立 于 Xi, 并 且 有 概率 质量 函数 P{T 了 =n} = p"(1 一 p),n > 0. 证 明 h(z) 满足 方程 
(7.53). 
提示 : 由 对 是 否 T= 0 或 T>0 取 条 件 开始 . 


参考 文献 
在 7.9.1 节 中 , 关于 计算 直到 一 个 特殊 的 模式 出 现时 的 时 间 的 方差 的 结果 都 是 新 的 , 同 
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[1 
加 


D. R. Cox, “Renewal Theory,” Methuen, London, 1962. 
W. Feller, “An Introduction to Probability Theory and Its Applications,” Vol. I, John 
Wiley, New York, 1966. 


378 第 7 章 更 新 理论 及 其 应 用 


[3] F. Hwang and D. Trietsch, “A Simple Relation Between the Pattern Probability and 
the Rate of False Signals in Control Charts,” Probability in the Engineering and Infor- 
mational Sciences, 10, 315-323, 1996. 
[4] S.Ross,“Stochastic Processes,” Second Edition, John Wiley, New York, 1996. 
[5] H.C. Tijms,“Stochastic Models, An Algorithmic Approach,” John Wiley, New York, 
1994. 


第 8 章 排队 理论 


8.1 5| 言 


在 本 章 , 我 们 研究 一 类 顾客 以 某 种 随机 方式 到 达 一 个 服务 设施 的 模型 . 顾客 到 
达 之 后 , 站 在 队列 中 等 候 , 直到 轮 到 他 们 接受 服务 . 一 旦 接受 了 服务 , 通常 就 假定 他 
们 离开 了 系统 . 对 于 这 样 的 模型 , 我 们 有 兴趣 确定 一 些 量 , 诸如 在 系统 (或 在 队列 ) 
中 的 顾客 的 平均 数 和 一 个 顾客 在 系统 (或 在 队列 ) 中 等 待 的 平均 时 间 . 

在 8.2 节 中 , 我 们 推导 了 一 系列 基本 的 排队 恒等式 , 它们 在 分 析 排 队 模 型 时 是 
非常 有 用 的 . 我 们 还 介绍 了 3 组 不 同 的 极限 概率 , 它们 分 别 对 应 于 到 达 者 所 看 到 的 、 
离开 者 所 看 到 的 和 外 面 的 观察 者 所 看 到 的 . 

: 在 8.3 节 中 , 我 们 处 理 假定 概率 分 布 都 为 指数 分 布 的 排队 系统 . 例如 , 最 简单 的 
”这 类 模型 是 假定 顾客 按 泊 松 过 程 到 达 (因此 到 达 间 隔 时 间 都 是 指数 分 布 ), 而 且 由 单 
个 服务 线 每 次 一 个 地 服务 , 每 次 服务 的 时 间 长 度 是 一 个 指数 分 布 . 这 些 指 数 排队 模 
型 是 连续 时 间 马 尔 可 夫 链 的 特殊 情形 , 并 且 可 以 像 第 6 章 那样 地 分 析 . 然而 , 以 ( 非 
常 ) 少 的 重复 为 代价 , 我 们 假定 你 并 不 熟悉 第 6 章 中 的 内 容 , 且 我 们 更 愿意 重新 展 

开 我 们 所 需 的 任何 材料 . 特别 地 , 我 们 将 重新 推导 (用 直观 的 论证 ) 极限 概率 的 公式 . 
在 8.4 节 中 , 我 们 考虑 顾客 在 一 个 服务 网 中 随机 移动 的 模型 . 8.4.1 市 的 模型 是 


”一 个 开放 系统 , 允许 顾客 进入 和 离开 系统 , 而 在 8.4.2 市 中 的 模型 在 系统 中 顾客 的 集 


合 关于 时 间 为 定常 的 意义 下 是 封闭 的 | 

在 8.5 节 中 , 我 们 研究 M/G/1 模型 , 这 里 假定 泊 松 到 达 , 允许 服务 分 布 是 任意 
的 . 为 了 分 析 这 个 模型 , 我 们 首先 在 8.5.1 节 中 引入 工作 量 的 概念 , 然后 在 8.5.2 节 中 
利用 这 个 概念 帮助 分 析 这 个 系统 . 在 8.5.3 节 中 我 们 推导 了 一 条 服务 线 在 两 个 闲 期 
之 间 保 持 忙 的 平均 时 间 量 

在 8.6 节 中 , 我 们 考虑 M/G/1 模型 的 某 些 变形 . 特别 地 , 在 8.6.1 节 中 假设 承载 
顾客 的 公共 汽车 按 泊 松 过 程 到 达 , 且 每 辆 公共 汽车 载 有 随机 个 数 的 顾客 . 在 8.6.2 节 
中 我 们 假设 有 两 类 不 同 的 顾客 一 类 型 1 顾客 要 比 类 型 2 顾客 优先 接受 服务 . 

在 8.6.3 节 中 我 们 介绍 一 个 M/G/1 优化 例子 . 假设 只 要 服务 线 闲 着 , 服务 线 就 
中 断 , 然后 假定 一 个 价格 , 决定 一 个 最 佳 时 间 使 它 重 返 服务 

在 8.7 节 中 , 考虑 一 个 具有 指数 服务 时 间 , 但 是 顾客 到 达 的 间隔 时 间 人 允许 为 任 
意 分 布 的 模型 . 通过 利用 一 个 适当 定义 的 马尔 可 夫 链 来 分 析 这 个 模型 . 对 于 这 个 模 
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型 , 我 们 也 推导 出 一 个 忙 其 和 一 个 闲 期 的 平均 长 度 . 
在 8.8 节 中 , 我 们 考虑 一 个 单 服 务 系统 , 它 的 到 达 过 程 来 自 有 限 个 可 能 产 的 回 
访 . 给 定 了 一 个 一 般 的 服务 分 布 , 我 们 证 明 如 何 用 一 个 马尔 可 夫 链 来 分 析 这 个 系统 . 
在 8.9 节 中 , 我 们 论 及 多 服务 线 系统 . 我 们 从 流失 系统 开始 , 这 里 假定 顾客 在 发 
现 所 有 的 服务 线 都 忙 时 , 就 离开 , 这 样 系统 就 失去 了 他 们 . 这 导致 了 着 名 的 Erlang 
流失 公式 . 在 这 个 模型 中 , 当 到 达 过 程 是 泊 松 过 程 而 且 具 有 一 般 的 服务 分 布 时 , 在 
忙 的 服务 线 的 数目 的 一 个 简单 的 公式 . 然后 我 们 讨论 允许 排队 的 多 服务 线 系统 . 然 
而 , 除了 假定 指数 服务 时 间 外 , 这 些 模型 很 少 有 明确 的 公式 . 作为 本 章 的 结束 , 我 们 
对 于 泊 松 到 达 的 服务 线 模型 队列 的 一 个 顾客 的 平均 等 待 时 间 给 出 了 一 个 近似 . 


8.2 预备 知识 


这 一 节 将 推导 一 些 恒等式 , 它们 在 绝 大 多 数 排队 模型 中 都 是 有 用 的 . 
8.2.1 价格 方程 


排队 模型 中 一 些 有 趣 的 基本 量 是 

L， 系统 中 平均 顾客 数 ; 

To， 队列 中 平均 等 待 顾客 数 ; 

W， 一 个 顾客 在 系统 中 所 耗 的 平均 时 间 ; 

Wo， 一 个 顾客 在 队列 中 等 得 的 平均 时 间 ; 

关于 其 他 有 趣 的 量 与 上 述 量 之 间 大 量 有 趣 且 有 用 的 关系 , 可 以 利用 下 面 的 想法 
得 到 : 强制 进入 系统 的 顾客 为 该 系统 付 钱 ( 按 某 些 规则 ). 于 是 我 们 有 下 面 的 基本 价 
格 恒等式 : 

系统 赚钱 的 平均 速率 = 和 ox 进入 系统 的 顾客 所 付 的 平均 金额 (8.1) 

其 中 和 。 定义 为 进入 顾客 的 平均 到 达 速 率 . 即 , 如 果 以 N(t) 记 截 止 时 间 t 到 达 的 顾 


客 数 , 那么 


和 = un 

现在 我 们 介绍 式 (8.1) 的 一 个 直观 证 明 . / 

式 (8.1) 的 直观 证 明 令 工 是 一 个 固定 的 很 大 的 数 . 我 们 用 两 种 不 同 的 方法 , 计算 
截止 到 时 间 人 系统 赚 到 的 平均 金额 . 一 方面 , 这 个 量 近似 地 可 以 由 系统 赚钱 的 平均 
速率 乘 以 时 间 人 的 长 度 得 到 ， 另 一 方面 , 我 们 可 以 用 进入 系统 的 顾客 平均 支付 的 
金额 乘 以 到 时 间 进入 系统 的 平均 顾客 数 近 似 计算 ( 且 后 一 个 因子 近似 等 于 和 aT). 
因此 , 式 (8.1) 的 两 边 同 乘 以 了 时 近似 地 等 于 截止 时 间 了 系统 赚 到 的 平均 金额 . 于 
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是 令 了 一 co, 即 得 结论 . 2 
通过 选取 合适 的 价格 规则 , 很 多 有 用 的 公式 可 以 作为 方程 (8.1) 的 特殊 情形 而 
得 到 . 例如 , 假设 每 个 顾客 在 系统 期 间 每 单位 时 间 付 1 美元 , 则 方程 (8.1) 导致 所 请 
的 Little 公式 
Po (8.2) 


这 是 因为 在 这 样 的 价格 规则 下 , 系统 赚钱 的 速率 正好 是 在 系统 中 的 人 数 , 而 一 个 顾 
客 所 付 的 钱 数 正好 等 于 他 在 系统 中 的 时 间 . 
类 似 地 , 如 果 我 们 假设 每 个 在 队列 中 的 顾客 , 每 单位 时 间 付 1 美元 , 方程 (8.1) 
导致 
Lo = MWo (8.3) 


假设 价格 规则 为 每 个 顾客 在 接受 服务 期 间 , 每 单位 时 间 付 1 美元 , 我 们 由 方程 (8.1) 
得 到 
: 接受 服务 的 顾客 平均 数 = 和 aE[5] | (8.4) 
其 中 E[S] 定义 为 一 个 顾客 用 来 接受 服务 的 平均 时 间 . 
应 该 强调 的 是 , 不 管 如 何 规定 到 达 过 程 、 服 务 线 的 个 数 和 队列 , 式 (8.1)~ 式 
(8.4) 对 于 几乎 所 有 的 排队 模型 都 成 立 加 


8.2.2 ” 稳 态 概率 
”以 X(t) 记 时 刻 t 系统 中 的 顾客 数 , 并 且 由 


P, = im P{X(t) =n} 


定义 Pa,n > 0, 这 里 我 们 假定 上 面 的 极限 存在 . 换 句 话说 , Ps 是 在 系统 中 恰 有 个 
顾客 的 极限 或 长 程 概率 . 有 时 它 指 在 系统 中 恰 有 7 个 顾客 的 稳 态 概率 . 通常 也 证 实 
及 等 于 系统 恰好 包含 n 个 顾客 的 时 间 的 (长 程 ) 比例 . 例如 , 如 果 三 = 0.3, 那么 在 
长 程 中 系统 将 有 30% 的 时 间 没 有 顾客 . 类 似 地 , 如 果 已 = 0.2, 那么 在 长 程 中 系统 有 
20% 的 时 间 只 有 一 个 顾客 . 2 

另外 两 组 极限 概率 是 {an,n > 0} 和 {dn,n > 0}, 其 中 


an = 发现 系统 中 有 n 个 人 的 到 达 顾 客 的 比例 ， 
dn = 系统 中 还 有 n 个 人 的 顾客 的 离开 者 的 比例 . 


@ 倘 使 假定 排队 过 程 是 在 7.5 节 的 意义 下 再 现 的 , 我 们 可 以 给 出 一 个 严格 的 证 明 . 多 数 模型 , 包含 本 章 
中 所 有 的 模型 , 都 满足 这 个 条 件 
Q@ Pn 的 对 偶 解 释 的 有 效 性 的 一 个 充分 条 件 是 , 排队 过 程 是 再 生 的 . 
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也 就 是 说 , Pn 是 系统 中 有 7 个 人 的 时 间 比 例 ; an 是 看 到 nn 个 人 的 到 达 者 的 比例 ; dn 
是 离开 系统 时 留 下 n 个 人 的 离开 者 的 比例 . 这 些 量 不 一 定 总 相等 , 这 可 由 下 述 例子 
说 明 这 一 点 . : 

例 8.1 考虑 一 个 排队 模型 , 其 中 每 位 顾客 的 服务 时 间 都 是 1, 而 相继 到 达 的 两 个 
顾客 之 间 的 间隔 时 间 总 大 于 1( 例 如 , 到 达 间 隔 时 间 可 以 是 (1 2) 上 的 均匀 分 布 ). 因 
此 , 当 每 个 到 达 者 发 现 系统 是 空 的 和 每 个 离开 者 离开 时 系统 是 空 的 时 , 我 们 有 


a0o = do=1 


然而 
Pz1 


因为 系统 并 不 总 是 没有 顾客 的 . 图 
然而 , 在 上 述 例子 中 an = dn 并 不 是 偶然 的 . 正如 在 下 面 命题 中 所 看 到 的 , 到 达 
者 和 离开 者 总 是 看 到 同样 的 顾客 数 , 这 往往 是 正确 的 . 
命题 8.1 ”在 每 次 到 达 1 位 顾客 , 并 且 每 次 离开 1 人 的 任意 系统 中 
发 现 n 人 的 到 达 者 速率 = 留 下 n 人 的 离开 者 速率 
且 


an = dn 


证 明 只 要 系统 中 的 人 数 从 n 增加 到 n+1, 到 达 者 就 能 看 到 系统 中 有 7 个人; 类 
似 地 , 只 要 系统 中 的 人 数 从 n 十 1 减少 到 nn, 离开 者 离开 时 系统 中 就 留 有 mn 个人. 现 
在 , 在 任意 时 间 段 了 内 从 nn 到 n++1 的 转移 次 数 一 定 等 于 在 时 间 工 内 从 n+1 到 nn 
的 转移 次 数 (任意 两 次 从 n 到 mn 十 1 的 转移 之 间 一 定 有 一 次 从 n 十 1 到 nn 的 转移 ， 
反之 亦 然 ). 因此 , 从 n 到 n+1 的 转移 速率 等 于 从 n+1 到 的 转移 速率 ; 或 者 , 等 
价 地 , 发 现 n 人 的 到 达 者 速率 等 于 留 下 n 人 的 离开 者 速率 . 现在 , 看 到 n 个 人 的 到 
达 者 的 比例 on 可 以 表示 为 : 


I 看 到 n 个 人 的 到 达 者 速率 


- 总 到 达 速 率 
类 似 地 , 

J 二 留 下 nn 个 人 的 离开 者 速率 

总 离开 速率 


于 是 , 如 果 总 到 达 速 率 等 于 总 离开 速率 , 那么 上 面 证 明了 an = dn. 另 一 方面 , 如 
果 全 面 的 到 达 率 超过 全 面 的 离开 率 , 那么 队列 的 长 度 将 趋 于 无 穷 导致 o。 = d。 
一 0. / | 
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因此 , 平均 地 , 到 达 者 和 离开 者 总 是 看 到 相同 人 数 的 顾客 . 然而 , 正如 例 8.1 所 
描述 的 , 他 们 一 般 看 不 到 (顾客 数 的 ) 时 间 平 均 . 一 个 重要 的 例外 是 , 在 泊 松 到 达 的 
情形 , 他 们 能 够 看 到 (顾客 数 的 ) 时 间 平 均 . 
命题 8.2 ” 泊 松 到 达 者 总 能 看 到 (顾客 数 的 ) 时 间 平 均 . 特别 地 , 对 于 泊 松 到 达 者 有 


,= an, 


为 了 理解 为 什么 泊 松 到 达 者 总 能 看 到 (顾客 数 的 ) 时 间 平 均 , 考虑 任意 的 一 个 
泊 松 到 达 者 . 如 果 我 们 知道 他 在 时 刻 t 到 达 , 那么 , 在 到 达 时 他 所 看 到 现象 的 条 件 
分 布 与 在 时 刻 t 系统 状态 的 无 条 件 分 布 是 一 样 的 . 因为 知道 在 时 间 t 有 一 个 顾客 到 
达 , 并 没有 给 我 们 提供 在 时 间 t 以 前 发 生 了 什么 的 任何 信息 (因为 泊 松 过 程 具有 独 
立 增 量 , 知道 一 个 事件 在 时 间 t 发 生 并 不 影响 发 生 在 时 间 t 之 前 的 分 布 ). 因此 , 一 
个 到 达 者 正 是 按 极限 概率 看 到 这 个 系统 的 . 

将 上 述 情况 与 例 8.1 的 情况 作对 比 , 在 例 8.1 中 , 知道 一 位 顾客 在 时 间 t 到 达 ， 
可 以 告诉 我 们 很 多 过 去 的 情况 ; 特别 地 , 它 告诉 我 们 在 (t 一 1,t) 之 间 没 有 顾客 到 达 . 
于 是 , 在 这 种 情况 下 , 我 们 不 能 得 到 , 在 时 间 t 到 达 的 顾客 所 看 到 的 分 布 与 在 时 间 t 
系统 状态 的 分 布 一 样 的 结论 . 

对 于 泊 松 到 达 者 能 看 到 (顾客 数 的 ) 时 间 平 均 的 第 二 个 理由 , 我 们 注意 到 直到 
时 间 工 为 止 系统 在 状态 ”的 总 时 间 是 (粗略 地 ) PT. 因此 , 鉴于 不 论 系 统 的 状态 如 
何 , 一 个 泊 松 到 达 者 总 按 速 率 入 到 达 , 由 此 推出 在 [0, 了 T| 中 到 达 并 发 现 系统 处 于 状 
态 n 的 人 数 是 (粗略 地 ) 和 PT. 所 以 , 从 长 远 来 看 , 到 达 者 看 到 系统 处 于 状态 n 的 速 
率 是 和 AP, 而 且 又 因为 和 是 总 到 达 速 率 , 由 此 推出 和 AP/ 和 A = Pn 是 到 达 者 看 到 系统 
处 于 状态 ”的 比例 . 

泊 松 到 达 者 看 到 时 间 平 均 的 结果 , 称 为 PASTA (Possion Arrivals See Time Aver- 
age) 原则 . 


8.3 指数 模型 


8.3.1 单条 服务 线 的 指数 排队 系统 


假设 顾客 按照 速率 为 和 的 泊 松 过 程 到 达 一 个 单 服 务 线 的 服务 站 . 也 就 是 说 , 相 
继 到 达 者 之 间 的 时 间 是 独立 的 具有 均值 1/ 的 指数 分 布 . 在 每 个 顾客 到 达 时 , 如 有 果 
服务 线 闲 着 , 就 直接 进入 服务 , 否则 顾客 就 加 入 队列 . 当 服 务 线 完成 一 个 顾客 的 服 
务 , 这 个 顾客 就 离开 系统 , 而 队列 中 的 下 一 个 顾客 (如 果 有 ) 进入 服务 . 相继 的 服务 
时 间 假 定 是 独立 的 具有 均值 1/4 的 指数 分 布 . : 

上 面 的 系统 称 为 M/M/1 排队 系统 . 两 个 “M?” 指 的 是 到 达 间 隔 和 服务 分 布 两 
者 都 是 指数 分 布 的 ( 且 因 此 无 记忆 , 或 马尔 可 夫 性 ) 的 事实 , 而 “1” 指 单条 服务 伐 . 
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为 了 分 析 这 个 系统 , 我 们 先 来 确定 它 的 极限 概率 已 ,( 对 于 n = 0,1,…). 为 此 , 我 们 
的 思路 如 下 . 假设 我 们 有 无 穷 多 个 房间 , 标号 为 0, 1 .…, 并 且 假 设 只 要 在 系统 中 有 
n 个 顾客 , 我 们 就 指示 某 人 进入 房间 n. 也 就 是 说 , 只 要 在 系统 中 有 2 个 顾客 , 他 将 
进入 房间 2; 而 知 另 一 人 正 要 到 达 , 则 他 将 离开 房间 2 进入 房间 3. 类 似 地 , 车 一 个 
服务 已 经 结束 , 则 他 将 离开 房间 2 进入 房间 1( 因 为 现在 系统 中 只 有 一 个 顾客 ). 

现在 假设 在 长 程 中 , 我 们 的 个 体 以 每 小 时 10 次 的 速率 进入 房间 1. 那么 , 他 必 
须 以 什么 速率 离开 房间 1 呢 ? 显然 , 同样 也 以 每 小 时 10 次 的 速率 离开 房间 1. 因为 
他 进入 房间 1 的 总 次 数 必须 等 于 (或 者 大 于 ) 他 离开 房间 1 的 总 次 数 . 于 是 这 种 推 
理 产 生 了 使 我 们 确定 状态 概率 的 一 般 原则 . 即 , 对 于 每 个 n > 0, 过 程 进 入 状态 n 的 
速率 等 于 它 离 开 状 态 m 的 速率 . 现在 让 我 们 确定 这 些 速 率 . 首先 考虑 状态 0. 当 在 状 
态 0 时 , 过 程 只 能 有 一 个 到 达 者 离开 , 因为 很 显然 当 系 统 是 空 的 时 候 不 可 能 会 有 人 
离开 . 由 于 到 达 速 率 是 和 \, 而 过 程 在 状态 0 的 时 间 比 例 是 , 由 此 推出 过 程 离开 状 
态 0 的 速率 是 和 PE. 另 一 方面 , 状态 0 只 能 由 状态 1 经 过 一 个 离开 达到 . 也 就 是 说 ， 
如 果 在 系统 中 只 有 一 个 顾客 , 而 且 完 成 了 服务 , 那么 系统 就 变 成 空 的 了 . 由 于 服务 速 
率 是 1, 且 系 统 中 恰 有 1 个 顾客 的 时 间 比 例 是 琅 , 由 此 推出 过 程 进入 状态 0 的 速率 
是 uP. 

因此 , 由 速率 相等 原理 , 我 们 得 到 第 一 个 方程 

和 Po = /新 

现在 考虑 状态 1 . 过 程 可 以 离开 这 个 状态 , 或 者 通过 一 个 到 达 ( 它 发 生 的 速率 是 入 )， 
或 者 通过 一 个 离开 ( 它 发 生 的 速率 是 内, 因此 过 程 将 以 速率 入 +/ 离开 这 个 状态 2. 
由 于 过 程 在 状态 1 的 时 间 比 例 是 已 , 所 以 过 程 离开 状态 1 的 速率 是 (入 + 由 ) 局 . 另 
一 方面 , 状态 1 可 能 由 状态 0 经 过 一 个 到 达 进 入 , 也 可 能 由 状态 2 经 过 一 个 离开 进 
入 . 因此 , 过 程 进 入 状态 1 的 速率 是 和 + 1/P. 因为 对 于 其 他 状态 的 理由 是 类 似 
的 , 于 是 我 们 得 到 下 列 一 组 方程 


状态 过 程 离开 的 速率 = 进入 的 速率 
0 和 AP = LP 
n,n>1 +1)P, = AP,_1+ uP (8.5) 


方程 组 (8.5) 被 称 作 平 衡 方程 组 , 它 平 衡 了 过 程 进 入 一 个 状态 的 速率 与 离开 这 个 状 
态 的 速率 . 
为 了 求解 方程 组 (8.5), 我 们 将 它们 改写 为 


PP A Fi Ap, 十 (ee SP ) > 
H H H 
外 如 果 一 个 事件 以 速率 和 发生 , 而 另 一 个 事件 以 速率 4 发 生 , 那么 , 两 者 中 任 一 个 事件 发 生 的 速率 是 十 


4 . 假设 一 个 人 每 小 时 赚 2 美元 , 而 另 一 个 人 每 小 时 赚 3 美元 , 那么 , 显然 他 们 合 起 来 每 小 时 赚 5 
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按照 刀 求解 , 得 到 


P= h,, P=—h,, 
和 和 \“ 
PB=-Ph+i+[(Ph--PDb|)=-PhP=|(-) nh, 
1 I 1 
入 入 > 
B=Ap+(B-2n)-2p- (2) ho, 
1 1 1 
入 入 XY 
PAB+(B-2P) -3B (2) Po, 
“kh 1 1 
n+l1 
Pun = 2AP+t (PAP ) = 2P,= (2) Ph 
1 1 





| SE 0 


注意 为 了 上 面 的 方程 有 意义 , 必须 有 和 /4 小 于 1. 因为 , 否则 》`。，, (MA)” 将 是 无 
穷 , 且 所 有 的 P 将 都 是 0. 因此 , 我 们 将 假定 /4 < 1. 注意 到 , 直观 地 如 果 入 > 4 
那么 将 不 存在 极限 概率 . 假设 和 > 4. 由 于 顾客 按 泊 松 速率 和 到 达 , 由 此 推出 到 时 间 
t 为 止 期 望 的 总 到 达 数 是 Xt. 另 一 方面 , 到 时 间 t 为 止 服务 过 的 顾客 的 期 望 值 是 多 


” 少 呢 ? 如 果 总 有 顾客 出 现 , 那么 服务 过 的 顾客 数 将 是 一 个 速率 为 y 的 浊 松 过 程 , 因 


为 相继 服务 之 间 的 时 间 将 是 具有 均值 1/4 的 独立 指数 随机 变量 . 因此 , 到 时 间 + 为 
止 服务 过 的 顾客 的 期 望 不 大 于 pt; 所以, 在 时 刻 二 系 统 中 的 期 望 数 至 少 征 


Mut=(A—n)t 
现在 如 果 入 > 几 那么 , 当 t 变 大 时 , 上 面 的 数 趋 于 无 穷 . 也 就 是 说 , 当 和 /1 > 1 时 ， 
队列 长 度 无 极限 地 增长 且 没 有 极限 概率 . 再 注意 到 条 件 和 /1 < 1 等 价 于 平均 服务 时 
间 小 于 相继 到 达 之 间 的 平均 时 间 的 条 件 ， 这 是 在 大 多 数 的 单 服务 线 排队 系统 中 为 
了 极限 概率 存在 所 必须 满足 的 一 般 条 件 . 
注 (i) 对 于 M/M/1 排队 系统 , 在 求解 平衡 方程 中 , 作为 中 间 步 又 我 们 得 到 方程 组 
An = phnti) 有 .之 0 


这 些 方程 可 以 由 一 般 排 队 结果 直接 推 得 (如 命题 8.1 中 所 示 ) 到 达 者 看 到 系统 中 有 
n 个 人 的 速率 ( 即 和 PP) 等 于 离开 者 留 n 个 人 在 系统 中 的 速率 ( 即 jyPn+1). 
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(i) 我 们 也 可 以 用 排队 价格 恒等式 证 明 Ps = (A 和 /1)"(1 一 和 /1). 假设 对 于 固定 
的 n> 0, 只 要 系统 中 至 少 有 个 顾客 , 第 n 个 最 老 的 顾客 (年 龄 从 ( 译 者 注 : 首 个 ) 
顾客 到 达 开 始 度量 ) 单位 时 间 支 付 1. 令 X 是 系统 中 顾客 的 稳定 态 人 数 , 因为 只 要 
X 至 少 是 n, 系统 在 每 个 单位 时 间 就 赚 得 1, 由 此 推出 

系统 赚钱 的 平均 速率 = P{X > n} 
同样 , 因为 一 个 到 达 时 看 到 系统 中 少 于 n 一 1 个 人 的 顾客 将 支付 0, 而 一 个 到 达 时 看 
到 系统 中 至 少 n 一 1 个 人 的 顾客 将 在 以 一 个 速率 为 y 的 指数 分 布 时 间 内 每 单位 时 
间 支 付 1, 即 i 
一 个 顾客 偿付 的 的 平均 金额 = ya >n—1} 

所 以 , 排队 价格 等 式 导致 


P{X >n}= (Mu)P{X >n—1}. n>0 
达 代 得 出 
P{X>n}= (MNP{X>n-1}= (Mu)P{X >n—2} 


= = (Mp)"P{X >0} = (M/W)" 


”所 以 

P{X=n}=P{X>n}—-P{X>n+1}= M/W" — Mp) 
现在 让 我 们 尝试 用 极限 概率 PP 来 表示 量 L, Le,W 和 Woe. 因为 Ps 是 系统 恰好 包 
售 n 个 顾客 的 长 程 概率 , 系统 中 顾客 的 平均 数 显 然 为 


一 ~ /A\” 和 和 
和 
其 中 最 后 的 方程 用 到 了 代数 恒等式 
OO a z 
和 Ge 


现在 可 以 借助 方程 (8.2) 和 方程 (8.3) 得 到 量 Lo,W 和 We. 也 就 是 说 , 因为 
和 a = 入, 我们 由 方程 (8.7) 得 


L 1 1 和 
W===——, Wo=W-ElS=W--=—, 
入 /一 入 9] pk(k—A) 


和 2 


5 


Lo = MWo = 
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例 8.2 ”假设 顾客 以 每 12 分 钟 一 个 的 泊 松 速率 到 达 , 而 服务 时 间 是 速率 为 每 8 分 
钟 一 个 服务 的 指数 随机 变量 . 问 工 和 W 是 多 少 ? 
解 ” 由 于 入 = 1/12,4 = 1/8, 我 们 有 

L=2, VW=24 


因此 , 系统 中 顾客 的 平均 数 是 2, 而 每 个 顾客 在 系统 中 停留 的 平均 时 间 是 24 分 钟 . 
现在 假设 到 达 率 增加 20% 至 入 = 1/10. 问 工 和 W 对 应 的 改变 是 多 少 ? 同样 利 
用 方程 (8.7), 我 们 得 到 
L=4, W=40 
因此 , 当 到 达 率 增加 20% 后 , 系统 中 的 顾客 平均 数 翻 一 番 . 
为 了 更 好 地 理解 , 将 方程 (8.7) 写成 


AN _ 1/ 
1—A/p 1-\n 
从 这 些 方 程 我 们 可 以 看 到 , 当 AM 接近 于 1 时 , Aj 微小 的 增加 将 引起 工 和 W 很 
大 的 增加 . 辆 


一 个 技术 性 的 注解 ”我 们 已 经 用 到 一 个 事实 , 如 果 一 个 事件 以 指数 速率 A 发 生 , 而 
男 一 个 事件 以 指数 速率 / 发 生 , 那么 , 两 者 中 任 一 个 事件 将 以 指数 速率 和 十 发 生 . 
为 了 形式 地 检查 这 个 结论 , 令 五 是 第 一 个 事件 发 生 的 时 间 , 而 T2 是 第 二 个 事件 发 
生 的 时 间 . 那么 


P{Ti <&t}=1-e’:,  P{B gt}=1-e 


现在 如 采 我 们 对 直到 荆 或 To 中 之 一 的 时 间 感 兴趣 , 那么 我 们 考虑 T= min(T， 72). 
现在 

P{T <t}=1-P{T>t}=1-P{lim(n,D) > 
然而 min( 了 ,7T2) > t 当 且 仅 当 抑 和 都 大 于 ,因此 


P{T < 寺 三 1 — P{71 > +t,1» >t} < 这 — P{71 > t}P{7, > t} 
=]—e- Me-tto]— e-t+n)t 


于 是 , 7 有 速率 为 入 +/ 的 指数 分 布 , 并 且 我 们 验证 了 速率 的 相 加 . 图 
假设 一 个 M/M/1 稳定 态 的 顾客 ( 即 在 系统 已 经 长 时 间 运 行 后 到 达 的 一 个 顾 

客 ) 在 系统 中 总 共 呆 了 t 个 时 间 单 位 , 让 我 们 确定 这 个 顾客 到 达 时 其 他 已 出 现 的 顾 

客 数 N 的 条 件 分 布 . 也 就 是 说 , 以 W* i 统 中 停留 的 时 间 . 我 们 求 

P{N = n|W* = 妇 . 现在 

fN,w* (n, t) _ P{N=n}fwrNn(tIn) 


4 
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其 中 各 -vttlm) 是 给 定 N =n 时 Wr 的 条 件 密度 , 而 fw-() 是 W* 的 无 条 件 密度 
现在 , 给 定 N = m 顾客 在 系统 中 呆 的 时 间 以 n+ 1 个 具有 相同 速率 / 的 独立 指数 
随机 变量 的 和 为 分 布 , 由 此 导出 给 定 N = 时 W* 的 条 件 分 布 是 具有 参数 mn+1 和 
， 的 伽 玛 分 布 . 所 以 , 记 C = 1/ fiw-( 
P{N =n|W* =t}= CP{N =mjpe -一 一 Le 
OO/ -Mauerega 4。 (由 PASTA 原 则 ) 
AD" 
or 


其 中 天 = CU - XMA)ne-4 不 依赖 于 m. 对 n 求 和 , 得 到 
1 = S、 P{N=mI 关 = 二 = ea = Ke 


n= 二 0 n= 二 0 


o—Xt (Ab 
nl! 


P{N = n|W”* = 外 二 
所 以 , 一 个 在 系统 中 总 共 停 留 时 间 t 的 顾客 所 看 到 人 数 的 条 件 分 布 是 均值 为 在 的 
泊 松 分 布 
此 外 , 作为 我 们 分 析 的 副产品 , 我 们 有 


fw:(t)=1/C= 去 (1 —A/ppe = (p— Ne “YY 


换 句 话说 , 一 个 顾客 在 系统 中 停留 的 时 间 W*, 是 速率 为 /一 和 的 指数 随机 变量 . ( 作 
为 检查 , 注意 到 E[W*] = 1/(4 一 入 ), 它 正好 是 方程 (8.8), 因为 W = ELIW*]). 

注 ”Wr* 为 什么 是 速率 为 u 一 入 的 指数 随机 变量 的 另 一 个 论证 如 下 : 如 果 我 们 以 入 
记 一 个 到 达 者 看 到 的 在 系统 中 的 顾客 数 , 那么 这 个 到 达 者 在 离开 前 将 在 系统 中 停留 
“NV 十 1 个 服务 时 间 . 现在 


PIN 41=H =PIN=7-1} -O14 ND, j>1 


简 言 之 , 在 到 达 者 离开 前 必须 完成 的 服务 次 数 是 一 个 参数 为 1 一 和 /4 的 几何 随机 变 
量 . 所 以 , 在 每 次 服务 完成 后 我 们 的 顾客 将 以 概率 1 - 和 /4 离开 . 于 是 , 不 管 顾客 
已 经 在 系统 中 果 了 多 久 , 他 在 下 一 个 h 时 间 内 离开 的 概率 , 是 一 个 服务 在 这 个 区 间 
中 结束 的 概率 jh 十 o(h) 乘 以 1 一 MA 即 , 顾客 在 下 一 个 h 时 间 单 位 内 将 以 概率 
(14 一 和 )h 十 olh) 离开 , 这 说 明 W* 的 风险 率 函 数 是 常数 1. 一 入 但 是 只 有 指数 随机 变 
量 有 常数 风险 率 , 所 以 , 我 们 得 到 结论 , W* 是 速率 为 一 入 的 指数 随机 变量 . 

我 们 下 一 个 例子 解释 了 检验 导论 . 
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例 8.3 ”对 于 一 个 在 稳定 态 的 M/M/1 排队 系统 , 下 一 个 到 达 者 看 到 系统 中 有 个 
人 的 概率 是 多 少 ? 
解 虽然 由 PASTA 原则 直观 地 看 上 去 , 这 个 概率 应 该 正好 是 (MA)"(1 一 和 /pm), 但 
我 们 必须 小 心 . 因为 如 果 t 是 当前 时 间 , 那么 从 t 开始 到 下 一 个 到 达 者 为 止 的 时 间 
是 速率 为 和 的 指数 分 布 , 而 且 独 立 于 从 t 前 最 后 一 次 到 达到 t 的 时 间 , ( 当 t 一 oo 时 
在 极限 意义 下 ) 它 也 是 速率 为 和 的 指数 随机 变量 . 于 是 , 虽然 泊 松 过 程 的 相继 到 达 
之 间 的 时 间 是 速率 为 和 的 指数 随机 变量 , 在 上 之 前 的 上 一 个 到 达 者 与 上 之 后 的 首 个 
到 达 者 之 间 的 时 间 是 两 个 独立 指数 随机 变量 的 和 . (这 是 一 个 检验 悖 论 的 说 明 , 这 个 
停 论 的 产生 是 因为 包含 一 个 给 定时 间 的 到 达 者 之 间 的 间隔 时 间 长 度 大 于 一 个 普通 
的 到 达 间 隔 时间 一 - 见 7.7 节 ). 

以 Na 记 下 一 个 到 达 者 看 到 的 人 数 , 并 且 令 XX 为 目前 在 系统 中 的 人 数 . 在 条 件 
X 下 , 得 到 

P{Na =n}= >_P{Na =n|X =k}P{X =k} 
k=0 


= >,P{Na =n|X =k}(M/p)*(l— Mp) 
一 0 


= >》'P{Na =n|X = k}(N/p)*(1 — Mn) 


k=n, 


= 》 P{NVa =n|X =n+i}(MNp) ti — Mp) 
i 二 0 


现在 , 对 于 n > 0, 假定 目前 在 系统 中 有 nn 十 i 人 , 如 果 在 一 个 到 达 者 之 前 我 们 有 i 次 
服务 , 下 一 个 到 达 者 将 看 到 mn 人 , 而 且 是 在 下 一 个 服务 完成 之 前 的 一 个 到 达 . 由 指 
数 随 机 变量 缺乏 记忆 性 , 得 到 


A 
PIN = nlX =n+ 了 = (3 ) NR n>0 


从 而 , 对 于 > 0， 


ee (i) ”an 
-Ward -MX ; A ) 
= (MA)™+1(1 — Xp) | 


另 一 方面 , 当 目前 在 系统 中 有 i 人 时 , 下 一 个 到 达 者 看 到 系统 空 着 的 概率 是 在 下 一 
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个 到 达 前 有 i 次 服务 的 概率 . 所 以 ,PINs = 0IX = 让 = ( 二) ,由 此 给 出 


roe em 
= > (2) a 


作为 检查 , 注意 到 


>》 P{Na =n}= (1— AM/n) 1: 十 入 /十 oo 


九 一 0 7 一 1 


=(-XMJ> (MA =1 
?一 0 
注意 P{Na = 0} 大 于 Po = 1 一 和 /1, 这 表明 下 一 个 到 达 者 看 到 系统 空 着 的 可 能 
性 要 比 一 个 平均 的 到 达 者 的 可 能 性 更 大 , 这 就 解释 了 检验 悖 论 , 即 到 下 一 位 顾客 与 
前 一 位 到 达 者 之 间 的 时 间 间 隔 是 两 个 速率 为 和 的 独立 指数 随机 变量 的 和 . 同样 , 由 
于 检验 悖 论 我 们 可 以 预期 , B[N。] 小 于 一 个 到 达 者 看 到 的 顾客 的 平均 数 二, 这 确实 
是 正确 的 , 并 可 以 由 


E[No] = > n/n) — Mp) = 2 < 工 


得 到 . 图 
8.3.2 有 限 容量 的 单条 服务 线 的 指数 排队 系统 
在 前 面 的 模型 中 , 我 们 假定 在 系统 中 同一 时 间 的 顾客 数 没 有 限制 . 然而 , 在 现实 
中 总 存在 一 个 有 限 的 系统 容量 N, 即 任何 时 间 在 系统 中 的 顾客 数 都 不 能 超过 N. 对 
此 , 我 们 的 意思 是 , 若 一 个 到 达 者 发 现 已 经 有 六 个 顾客 出 现 ， 则 他 不 再 进入 系统 . 
同 前 面 一 样 , 我 们 含 PB.， 0 < n < V, 记 系 统 中 有 1 个 顾客 时 的 极限 概率 . 由 


速率 相等 原理 得 到 以 下 平衡 方程 
状态 过 程 离开 的 速率 = 进入 的 速率 
0 : 和 AP = LP 
1<ngN-!1 (入 十 站 已 = 和 API 十 PH 
N HLPN = APN-1 


关于 状态 0 的 推理 与 前 面 一 样 . 即 , 当 处 于 状态 0 时 , 过 程 离开 将 只 能 通过 一 
个 到 达 者 (以 速率 和 发 生 ) 达到 , 因此 过 程 离开 状态 0 的 速率 是 Po. 另 一 方面 , 过 
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程 进 入 状态 0 只 能 通过 从 状态 1 离开 1 个 顾客 达到 , 因此 , 过 程 进入 状态 0 的 速率 
是 1 玉 . 对 于 状态 n(1 < n < N) 的 方程 与 以 前 的 一 样 . 对 于 状态 NN 的 方程 与 以 前 
不 同 , 因为 现在 维持 状态 NN 只 能 通过 一 个 离开 者 达到 , 由 于 在 状态 N 时 一 个 到 达 
者 将 不 会 进入 系统 ; 同样 状态 NV 只 能 通过 一 个 到 达 者 由 状态 N 一 1 进入 (因为 这 时 
不 再 有 状态 N 十 1). 

我 们 现在 可 以 正如 我 们 对 于 无 穷 容量 模型 做 的 那样 求解 平衡 方程 , 也 可 以 通过 
直接 应 用 离开 者 留 下 n 一 1 人 的 速率 等 于 到 达 者 看 到 n 一 1 人 的 速率 节省 几 行 行文 . 
背 助 这 个 结果 我 们 得 到 


ULP, = 入 P， 1， 7m =1.N (8.9) 
于 是 


2 n l 
£5 一 人 九 一 1 一 (5) Pe, 一 一 (5 Po, 7 一 1, NN (8.10) 
人 H 


利用 事实 5 _，P = 1, 我 们 得 到 


PO 


7 一 0 
(1 — Xp) 
__U-AAk 
: "IO" 
因此 由 方程 (8.10) 我 们 得 到 
(M1)" (1 一 入 /Hi | 
P, = DE n=0,1,...,N (8.11) 


注意 在 这 种 情形 下 没 必要 强加 条 件 XMA < 1. 由 定义 可 知 队 列 的 大 小 有 界 , 所 以 不 
可 能 无 穷 地 增加 . 
如 前 , 工 可 以 用 PP 表示 为 


_ M/W) 
OE Dp i "(2 ) 
用 一 些 代数 运算 , 导致 


AL+ NOMVAN+L (NA+DOVAN] 


TUE 


(8.12) 
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在 推导 一 个 顾客 在 系统 中 停留 的 期 望 时 间 W 时 , 对 于 一 个 顾客 的 含义 我 们 必 
须 细 心 一 点 . 特别 地 , 是 否 包括 那些 看 到 系统 满员 而 根本 就 没有 进入 的 “顾客 ” 呢 ? 
或 者 , 是 否 只 想得到 实际 进入 系统 的 顾客 在 系统 中 停留 的 平均 时 间 呢 ? 当然 这 两 个 
问题 将 导向 不 同 的 回答 . 在 第 一 种 情形 , 我 们 有 和 。= 和 ; 而 在 第 二 种 情形 , 因为 到 达 
者 实际 进入 系统 的 比例 是 1- Pv, 由 此 推出 和 A。 = 和 (1 - Py). 一 旦 清楚 了 我 们 对 于 
一 个 顾客 的 含义 , W 可 以 由 下 式 得 到 ， 
L 
0 
例 8.4 ”假设 提供 速率 为 1 的 服务 每 小 时 的 花费 是 cu 美元 . 同时 我 们 对 每 个 接受 
服务 的 顾客 收取 4 美元 . 如 果 系 统 的 容量 为 N, 使 得 我 们 的 总 利润 达到 最 大 的 服务 
率 / 是 多 少 ? 
解 ” 为 了 求解 , 我 们 假设 速率 为 u. 让 我 们 确定 每 小 时 收 到 的 金额 减 去 每 小 时 用 去 
的 金额 , 这 就 是 我 们 每 小 时 的 利润, 我 们 可 以 选取 / 使 之 达到 最 大 . 
现在 潜在 的 顾客 以 速率 和 到 达 ， 然 而 , 他们 当中 有 一 定 的 比例 并 不 进入 系 
统 一 一 即 那些 到 达 时 发 现 系统 中 已 经 有 N 顾客 的 人 将 不 再 进入 系统 . 由 于 Py 
是 系统 满员 的 时 间 比 例 , 由 此 推出 进入 的 顾客 以 每 小 时 和 (1 - Pw) 的 速率 到 达 . 由 
于 每 个 顾客 付费 $4, 由 此 推出 金额 以 每 小 时 和 (1 -~ Py)4 的 速率 到 来 , 并 且 因为 金 
额 以 每 小 时 cy 的 速率 用 去 , 这 样 就 推出 每 小 时 的 总 利润 为 


每 小 时 的 利润 = A(1 一 PN)4 一 cn 


四 _ WIND MAE- WD] 
0 |: 1 一 (MAJOR | ~ 


例如 , 大 N = 2, 入 = 1,A=10,c= 1, 则 


后 吕 0 


每 小 时 的 利润 = 
l= “| 
z In 
为 了 使 利润 最 大 , 微分 得 
6 le Re 2 一 302 十 1 
a (等 4 时 的 利润 ) = Se = 


使 我 们 的 利润 最 大 化 的 / 的 值 , 可 以 将 它 等 于 0, 通过 数值 地 求解 得 到 加 
在 上 面 的 两 个 模型 中 , 我 们 很 容易 定义 系统 的 状态 . 即 , 定义 为 系统 中 的 人 数 . 
现在 我 们 将 考虑 一 些 例子 , 在 那里 需要 更 为 细致 的 状态 空间 . 
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8.3.3” 按 鞋 店 


考虑 一 个 设 有 两 张 工 作 椅 的 擦 鞋 店 . 假设 到 达 的 顾客 首先 走向 椅子 1 , 当 他 在 
椅子 1 的 服务 完成 时 . 他 或 者 走 到 椅子 2, 当 这 个 椅子 是 空 着 的 时 候 , 或 者 在 椅子 1 
上 面 等 待 直到 椅子 2 变 成 空 的 . 假设 潜在 的 顾客 只 在 椅子 1 是 空 着 的 时 候 才 进 店 . 
(于 是 , 例如 , 即使 有 顾客 在 椅子 2 上 , 一 个 潜在 的 顾客 还 可 能 进 店 ). 

如 果 我 们 假设 潜在 的 顾客 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 到 达 , 假定 两 个 椅子 的 服务 是 
独立 的 , 且 分 别 具 有 指数 速率 ja 与 /2, 那么 

(a) 潜在 的 顾客 进 店 的 比例 是 多 少 ? (b) 在 店 中 的 顾客 的 平均 数 是 多 少 ? 

(c) 进入 的 顾客 在 系统 中 停留 的 平均 时 间 是 多 少 ? 

我 们 必须 首先 决定 一 个 合适 的 状态 空间 ， 显然 这 个 系统 的 状态 空间 必须 比 反 
指 供 系 统 中 的 顾客 数 包 含 更 多 的 信息 . 例如 , 详细 到 系统 中 只 有 一 个 顾客 是 不 够 的 ， 
我 们 还 要 知道 他 在 哪 张 椅子 上 . 进一步 , 如 果 我 们 只 知道 系统 中 有 两 个 顾客 也 是 不 
够 的 , 我 们 不 知道 , 在 椅子 1 上 的 顾客 是 仍旧 在 接受 服务 , 还 是 正在 等 待 椅子 2 中 的 
人 结束 服务 . 为 了 考虑 到 这 些 , 我 们 用 由 5 个 状态 (0,0), (1,0), (0,1), (1,1) 和 (2,1) 
组 成 的 状态 空间 . 这 些 状 态 有 如 下 解释 : 


(0,0) 在 系统 中 没有 顾客 

(1,0) 在 系统 中 有 一 个 顾客 , 且 他 在 椅子 1 上 
(0,1) 在 系统 中 有 一 个 顾客 , 且 他 在 椅子 2 上 
(1,1) 在 系统 中 有 两 个 顾客 , 都 在 接受 服务 

(2,1) 在 系统 中 有 两 个 顾客 , 椅子 1 上 的 顾客 已 经 


完成 了 其 接受 的 服务 且 在 等 待 椅子 2 空 出 来 

注意 当 系统 在 状态 (b, 1) 时 , 在 棒子 1 上 的 人 虽然 不 再 接受 服务 , 但 却 仍然 “但 
碍 ”了 潜在 的 顾客 进入 系统 . 

在 写 出 平衡 方程 之 前 , 画 一 个 转移 图 通常 是 值得 的 . 首先 对 每 个 状态 画 一 个 圆 
圈 , 而 后 画 一 个 箭头 并 标 以 过 程 从 一 个 状态 到 另 一 个 状态 的 速率 . 这 个 模型 的 转移 
图 如 图 8.1 所 示 . 这 个 图 的 解释 如 下 : 从 状态 (0,0) 到 状态 (1 0) 的 箭头 标 以 入 表示 ， 
当 过 程 处 在 状态 (0,0) 时 , 即 系统 空 着 时 , 它 通过 一 个 到 达 者 以 速率 入 到 状态 (1,0). 
从 (0,1) 到 (1,1) 的 箭头 解释 类 似 . 

当 过 程 处 于 状态 (1,0) 时 , 如 果 椅 子 1 上 的 顾客 结束 了 服务 , 他 将 以 速度 Aa 到 
状态 (0,1); 因此 从 (1,0) 到 (0,1) 的 箭头 标 以 yi. 从 (1,1) 到 (6,1) 的 箭头 解释 类 
似 . 
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图 8.1 转移 图 


当 在 状态 (6b, 1) 时 , 在 椅子 2 上 的 顾客 完成 了 服务 (这 以 速率 jw 发 生 ) 时 , 过 程 
将 到 状态 (0,1); 因此 从 (b,1) 到 (0,1) 的 稍 头 标 以 jo. 同样, 当 在 状态 (1 1) 时 , 过 
程 将 到 状态 (1 0), 当 椅 子 2 上 的 顾客 结束 了 服务 , 而 因此 , 从 (1,1) 到 (1 0) 的 箭头 
标 以 jw2. 最 后 , 如 果 过 程 在 状态 (0, 1), 那么 , 当 椅 子 2 上 的 顾客 完成 了 他 的 服务 时 ， 
它 将 回 到 状态 (0,0), 因此 , 从 (0,1) 到 (0,0) 的 箭头 标 以 yo. 

因为 不 存在 其 他 可 能 的 转移 , 所 以 我 们 这 样 就 完成 了 转移 图 . 

为 了 写 出 平衡 方程 , 我 们 将 进入 一 个 状态 的 箭头 ( 乘 以 他 们 的 源 状 态 的 概率 ) 的 
和 , 与 从 这 个 状态 出 去 的 箭头 ( 乘 以 所 到 的 状态 的 概率 ) 的 和 , 置 成 相等 . 这 就 给 出 


状态 过 程 离开 的 速率 = 进入 的 速率 
(0, 0) 入 Pbo = jp2Po1 
(1, 0) LiPio = APoo + p2P11 
(0, 1) (A+ p12) Po1 = piPio + jp2Po1 
(1, 1) (HU 十 112) 已 1 = 入 Pi 

已 1L2Po1 = p11P1 

这 些 与 方程 


Poo+ Pio+Pot+Pi+i+Pi=1 


一 起 , 可 以 求解 确定 极限 概率 . 尽管 求解 上 面 的 方程 组 比较 容易 , 但 最 终 的 解答 非常 
繁琐 , 因此 我 们 并 不 给 出 显 式 表达 式 . 然而 用 这 些 极限 概率 很 容易 回答 我 们 的 问题 . 
首先 , 由 于 在 状态 (0,0) 或 (0,1) 时 , 一 个 潜在 顾客 将 进入 系统 , 由 此 进入 系统 的 顾 
客 的 比例 是 Poo + Po1. 其 次 , 在 状态 (0,1) 或 (1 0) 时 , 系统 中 有 一 个 顾客 , 当 状 态 
(1,1) 或 (b,1) 时 , 系统 中 有 两 个 顾客 , 由 此 在 系统 中 的 平均 人 数 工 由 


L= Pit Piot+2(Pi1+ Pi) 


给 出 . 为 了 推导 进入 的 顾客 在 系统 中 停留 的 平均 时 间 , 我 们 利用 关系 W = L/ 和 A。. 由 
于 一 个 潜在 的 顾客 在 状态 (0,0) 或 (0,1) 时 进入 系统 , 由 此 Xe = 和 (Poo + Po1), 而 因 
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此 
要 Pi Pio+2(Pi+ Pl) 


入 (Po 十 五] 
解 (a) 求解 平衡 方程 得 z 


Poo = Pio = 5 Pi = Poi = = Pi = 
因此 加 28 oe 28 
37 18 
(b) 求解 平衡 方程 得 
Poo = ~ Pio = hi = = Pi = 二 Po1 = 2 
因此 i 
L=1 W= 亏 图 


8.3.4 具有 批量 服务 的 排队 系统 


在 这 个 模型 中 , 我 们 考虑 一 个 单 服 务 线 指 数 排队 系统 , 服务 线 可 以 同时 服务 两 
个 顾客 . 只 要 服务 线 完成 一 个 服务 , 然后 它 对 后 面 的 两 个 顾客 同时 服务 . 然而 , 如 有 果 
只 有 一 个 顾客 在 队列 中 , 那么 它 就 给 这 一 个 顾客 服务 . 我 们 假定 , 不 管 它 服务 一 个 
顾客 还 是 两 个 顾客 它 的 服务 时 间 是 速率 为 4 的 指数 随机 变量 . 如 通常 那样 , 我 们 假 
设 顾客 按 指数 速率 和 到 达 . 这 种 系统 的 一 个 例子 可 以 是 在 任何 时 候 至 多 能 载 两 个 
乘客 的 一 个 电梯 , 或 者 一 辆 缆车 . 

看 起 来 这 个 系统 的 状态 不 仅 必 须 告 诉 我 们 有 多 少 人 在 系统 中 , 而 且 也 必须 告 
诉 我 们 是 一 个 人 还 是 两 个 人 在 接受 服务 ， 然 而, 我 们 可 以 更 简单 地 解决 这 个 问题 ， 
不 考虑 系统 中 的 顾客 数 ， 而 考虑 队列 中 的 顾客 数 ， 所 以 让 我 们 将 状态 定义 为 在 队 
列 中 等 待 的 顾客 数 , 而 在 没有 人 在 队列 中 时 用 两 个 状态 . 就 是 说 , 我 们 有 状态 空间 
0',0, 1,2,…, 其 解释 为 


0/ 没有 人 在 接受 服务 
0 系统 忙 , 但 是 没有 人 在 等 得 
n(n > 0) 有 个 顾客 在 等 待 


转移 图 如 图 8.2 所 示 , 且 平 衡 方 程 是 
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条 和 和 
图 8.2 
状态 过 程 离开 的 速率 = 进入 的 速率 
0/ py 1 
0 (入 十 由) 而 = 入 Po +pP 十/ 户 
n,n 之 1 (入 十 内 已 = AP 1 十 JPa 
现在 这 组 方程 
(入 十 HP, = 入 P 1 十 凡 P 2， n = 1,2,... (8.13) 


有 形 如 P= oa" 的 解 . 为 了 说 明 这 一 点 , 将 上 述 代入 方程 (8.13) 得 到 
(入 十 ja" 而 = 和 ao" P+poe tp 或 (Nt+pa=Atpo 


求解 a, 得 到 3 个 根 


一 一 
QO Q 5 


—1— V1l+4A/n m= itvVi+4/p 
: 2 
因为 前 两 个 显然 不 可 能 , 由 此 


V1I1 十 4X// 一] 


2 


因此 

人 Pr = +P 
其 中 下 面 的 那个 方程 得 自 第 一 个 平衡 方程 . (我 们 可 以 无 视 第 二 平衡 方程 , 因为 这 些 
方程 中 总 有 一 个 是 多 余 的 ). 为 了 得 到 五 , 我 们 利用 \ 


OO OO 
Pt+P+y_ P=1 或 二 | = 


n=1 n=1 
1 / A(l—a) 
或 BT-s+ 和 1 或 忆 入 十 AL 一 QI) 
而 因此 
a"A(1—a) kA(l1—a) 
a 0 we 
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其 中 
V1 十 4 和 /1/ 一] 


2 
注意 为 了 上 面 生效 , 我 们 需要 a < 1, 或 者 等 价 地 和 /jh < 2, 这 是 很 直观 的 , 因为 最 大 
服务 率 是 2y, 它 必 须 大 于 到 达 率 以 避免 系统 过 载 . 

现在 可 以 确定 所 有 相关 的 量 . 例如 , 确定 单独 接受 服务 的 顾客 的 比例 , 我 们 首 
先 注意 顾客 单独 接受 服务 速率 是 和 Po, + JPi, 因为 当 系统 是 空闲 的 时 候 , 在 下 一 个 
到 达 前 , 一 个 顾客 将 单独 接受 服务 , 而 当 队 列 中 只 有 一 个 顾客 时 , 在 离开 时 他 将 单独 
地 接收 服务 . 因为 这 时 顾客 接受 服务 的 速率 是 和 , 由 此 


单独 接受 服务 的 顾客 的 比例 = 人 二 人 + = Py + 人 记 

同样 
Lo= ynP 这 0 > 由 方程 (8.14) 
n=1 入 十 AL 一 QI) 侯 一 工 
和 Qt ee 7 a 
人 
而 且 | 
Fo = 交 ， W=Wati, 工 一 下 
8.4 排队 网 络 

8.4.1 ”开放 系统 


考虑 一 个 拥有 两 条 服务 线 的 系统 , 顾客 按 速 率 为 和 的 泊 松 过 程 到 达 服 务 线 1. 
在 接受 完 服务 线 1 的 服务 后 , 他 们 加 入 服务 线 2 前 面 的 队列 . 我 们 假设 两 个 服务 线 
都 有 无 穷 的 等 竺 空间 .每 个 服务 线 一 次 服务 一 个 顾客 且 服 务 线 之 服务 一 个 顾客 花 
费 的 指数 时 间 速 率 为 jvi,i = 1,2. 这 样 的 系统 称 为 串联 系统 或 序 员 系 统 ( 见 图 8.3) 


服务 线 服务 线 
1 2 


图 8.3 受制 的 排队 系统 


分 析 这 个 系统 我 们 需要 追踪 在 服务 线 1 和 服务 线 2 中 的 顾客 数 . 所 以 我 们 将 
状态 定义 为 整数 对 (n,m) 一 一 意思 是 有 m 个 顾客 在 服务 线 1, 有 m 个 顾客 在 服务 
线 2. 平衡 方程 是 





离开 系统 
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状态 过程 离开 的 速率 = 进入 的 速率 
0,0 ho, 0 一 一 /270， 1 
nN ee >0 (A ee 12Pn,i 十 APn_1,0 
0 人 mm>0 (和 十 12) Po,m = 12Pom+1 HI 人 ml 


(入 十 AI 十 Li2) Pn m =L2Pn mt1 本 Li1iPnt1,m-—1 
ry (8.15) 


相 比 于 直接 求解 这 些 方程 (联合 > `，, Pum = 1), 我 们 更 原意 先 猪 测 一 个 解 ,然后 
再 验证 它 确实 满足 上 述 方程 . 我 们 首先 注意 到 在 服务 线 1 的 情况 正如 一 个 M/M/1 
模型 . 类 似 地 , 在 6.6 节 中 已 经 证 明 M/M/1 排队 过 程 的 离开 过 程 是 一 个 速率 为 的 
泊 松 过 程 , 由 此 服务 线 2 前 也 是 一 个 M/M/1 队列 . 所 以 在 服务 线 1 有 个 顾客 的 
概率 是 


n,m;nm>0 


Pf{n 个 顾客 在 服务 线 1} = 2) ( 2) 


类 似 地 , _ 
P{m 个 顾客 在 服务 线 2} = (全) ( _ 2) 


现在 如 果 服 务 线 1 和 服务 线 2 的 顾客 数 是 独立 的 随机 变量 , 那么 就 导致 


的 (说 0 
为 了 验证 Pn,m 确实 等 于 上 式 (而 因此 服务 线 1 的 顾客 数 与 服务 线 2 的 顾客 数 无 


关 ), 我 们 需要 做 的 就 是 验证 上 式 满足 方程 组 (8.15) 一 一 这 就 足够 了 , 因为 我 们 知道 
Pnm 是 方程 组 (8.15) 的 唯一 解 . 现在 , 如 果 我 们 考虑 (8.15 ) 的 第 一 个 方程 , 我 们 需 


ee 入 入 入 入 入 
A(1 一 全) (六) = (1- 闻 ) > ee 
这 是 容易 验证 的 . 我 们 将 它 留 作 一 个 习题 , 证 明 由 (8.16) 给 出 的 已,m 满足 (8.15) 中 
所 有 的 方程 , 因此 Pn 是 极限 概率 . 
从 上 面 我 们 看 到 , 系统 中 顾客 的 平均 数 工 由 下 式 给 出 ， 


L= 》 (n+m)Pam 








= 征 
Hi 一 入 H2 一 入 


i 1 
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注 (i) 这 个 结果 (方程 (8.15)) 本 可 以 由 M/M/1( 参 见 6.6 节 ) 时 间 可 逆 性 的 一 个 
直接 推论 得 到 . 因为 时 间 可 逆 性 不 仅 蕴含 着 服务 线 1 的 输出 过 程 是 泊 松 过 程 , 而 且 
也 蕴含 着 (第 6 章 的 习题 26) 服务 线 1 中 的 顾客 数 独立 于 过 去 从 服务 线 1 离开 的 顾 
客 数 . 因为 这 些 过 去 从 服务 线 1 离开 的 顾客 组 成 了 服务 线 2 的 到 达 过 程 , 所 以 两 个 
系统 中 顾客 数 的 独立 性 随 之 正确 

的 由 于 一 个 泊 松 到 这 者 看 到 时 间 平 均 , 所 以 在 一 个 一 前 一 后 的 排队 系统 中 ， 一 
个 到 达 者 (在 服务 线 1) 在 两 条 服务 线 中 看 到 的 顾客 数 是 相互 独立 的 随机 变量 ， 然 
而 , 应 该 注意 到 , 这 并 不 能 推出 某 一 位 顾客 在 两 条 服务 线 的 等 待 时 间 是 独立 的 . 作为 
一 个 反例 , 假设 和 相对 于 ji = /ma 非常 小 ; 因此 几乎 所 有 的 顾客 在 两 条 服务 线 的 队 
列 中 都 无 需 等 待 . 然而 , 假设 在 服务 线 1 的 队列 中 顾客 的 等 待 时 间 为 正 , 它 在 服务 
线 2 队列 的 等 待 是 正 的 概率 至 少 为 1/2( 为 什么 ?). 因此 , 在 队列 中 的 等 待 时 间 不 是 
独立 的 . 然而 , 值得 注意 的 是 , 一 个 到 达 者 在 两 个 服务 线 停留 的 总 时 间 (就 是 说 , 服 
务 时 间 加 上 在 队列 中 的 等 待 时 间 ) 确实 是 独立 的 随机 变量 

上 面 的 结果 可 以 作 实质 性 地 推广 . 为 此 考虑 拥有 条 服务 线 的 系统 顾客 按 速 
率 为 ri 的 独立 泊 松 过 程 从 系统 外 面 到 达 服 务 线 ii = 1,…,k, 然后 他 们 加 入 服务 
线 i 前面 的 队列 直到 轮 到 他 们 接受 服务 . 一 旦 一 个 顾客 结 来 了 服务 线 i 的 服务 , 然 
后 他 们 以 概率 Pi 加 入 服务 线 ; 前 面 的 队列 jy = 1,…,k. 因此 , > _, PBs < 4, 而 
且 1- 对 ，, P5 表示 一 个 顾客 在 结束 服务 线 ; 的 服务 后 离开 系统 的 概率 

如 果 我 们 以 Xi; 记 顾客 到 服务 线 ; 的 总 到 达 率 , 那么 和 j 可 以 作为 

N=r+ DO ANP, i=1,..,k (8.17) 
4 二 1 

的 解 得 到 . 方程 (8.17) 成 立 是 由 于 7; 是 由 系统 外 面 到 7 的 顾客 的 到 达 率 , 而 和 是 
顾客 离开 服务 线 i 的 速率 (进去 的 速率 一 定 等 于 出 来 的 速率 ), Py 是 从 服务 线 i 到 


达 服 务 线 ; 的 速率 . 
这 表明 在 每 个 服务 线 的 顾客 数 确 定 是 独立 的 , 而 且 具 有 形式 


We 
Ptm 个 顾客 在 服务 线 四 = ( 社 )】 (1- 衬 )， n>1 
其 中 由 是 在 服务 线 7 的 指数 服务 速率 , 和 ; 是 方程 (8.17) 的 解 . 当然, 必须 对 一 
切 7 都 有 Xi/ < 1 为 了 证 明 这 一 点 , 我 们 首先 注意 它 等 价 于 断定 极限 概率 为 
P(n1, 722) 72) 一 P{n; 人 在 服务 线 7,j J ““") k}, 其 中 ， 


和 II ( 汪 ) 交 (4 ~) (8.18) 
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给 出 , 这 可 以 通过 证 明 它 满足 模型 的 平衡 方程 来 验证 . 
在 这 个 系统 中 的 平均 顾客 数 是 


A 
Hj; 一 人 5 





n k 
L= 》 在 服务 线 7 的 平均 数 = 》、 
7=1 


J=1 


一 个 顾客 在 系统 中 停留 的 平均 时 间 可 以 由 工 = 和 W 其 中 入 = ,my 得 到 . (为 什 
么 不 是 入 == ”和 ?) 这 导致 


3) N /Ns) 
A 


注 方程 (8.18) 具体 表达 的 结果 相当 地 不 平凡 , 它 表明 在 服务 线 i 顾客 数量 的 分 布 
与 具有 速率 和 ; 和 ji 的 M / M/1 系统 是 一 样 的 . 不 平凡 之 处 在 于 , 在 网 络 模型 中 结 
点 i 处 的 到 达 过 程 不 一 定 是 泊 松 过 程 . 因为 , 如 果 一 个 顾客 有 可 能 访问 一 个 服务 线 
不 只 一 次 (这 种 情形 称 为 反馈 ), 到 达 过 程 将 不 再 是 泊 松 过 程 . 解释 它 的 一 个 简单 例 
子 是 , 假设 有 一 个 相对 于 从 外 界 到 达 率 而 言 有 非常 大 的 服务 率 的 一 条 单 服务 线 , 再 
假设 一 个 顾客 在 服务 完成 后 以 概率 p = 0.9 返回 系统 . 因此 , 在 一 个 到 达 的 时 刻 之 
后 很 短 的 时 间 内 就 会 有 另 一 个 到 达 者 ( 即 反 馈 者 ) 到 达 的 概率 很 大 ; 尽管 在 任意 一 
个 时 间 点 只 有 非常 微小 的 机 会 有 一 个 到 达 者 即刻 出 现 (因为 和 非常 小 ). 因此 , 到 达 
过 程 不 是 独立 增 量 过 程 , 从 而 不 可 能 是 泊 松 过 程 . 

于 是 , 我 们 看 到 , 当 容 许 有 反馈 时 , 在 给 定 站 点 的 顾客 数 的 稳 态 概率 与 M/M /1 
模型 相同 , 即使 这 个 模型 不 是 M/M/1. (如 站 点 中 两 个 不 同 的 时 间 点 的 顾客 数 的 联 
合 分 布 是 与 M/M/1 系统 不 同 的 ). 

例 8.6 ”考虑 一 个 拥有 两 条 服务 线 的 系统 , 顾客 从 系统 外 部 以 速率 为 4 的 泊 松 过 程 

到 达 服 务 线 1, 而 以 速率 为 5 的 泊 松 过 程 到 达 服 务 线 2. 服务 线 1 和 2 的 服务 速率 

分 别 是 8 和 10. 在 完成 服务 线 1 服务 的 一 个 顾客 等 可 能 地 到 服务 线 2 或 离开 系统 

(就 是 说 已 ; = 0, Pl = 1/2); 然而 从 服务 线 2 的 离开 者 , 25% 的 人 去 服务 线 1, 其 他 

人 将 离开 系统 (就 是 说 , 已 ; = 1/4, Ps = 0). 试 确定 极限 概率 工 和 Wi. 

解 ” 到 服务 线 1 和 2 的 总 到 达 率 ( 记 成 A 和 Xs ) 可 以 由 方程 (8.17) 得 到 . 即 我 们 
A1 =4+ 7%, Xa =5+ 3 和 


和 1 = 6, 和 2 一 8 
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因此 
Pn 个 顾客 在 服务 线 1, m 个 顾客 在 服务 线 ?j= (3) (4) 3 
el 
1__6 3 
“rio | M0 
8.4.2 ”封闭 系统 


在 8.4.1 节 中 描述 的 系统 , 称 为 开放 系统 , 因为 顾客 可 以 进入 和 离开 系统 . 一 个 
新 的 顾客 决 不 进入 , 且 现 有 的 顾客 决 不 离开 的 系统 , 称 为 封闭 系统 . 

假设 有 m 个 顾客 在 条 服务 线 之 间 移 动 , 其 中 在 服务 线 i 的 服务 时 间 是 速率 
为 1 的 指数 随机 变量 , i = 1,…, k. 当 一 个 顾客 完成 了 在 服务 线 i 的 服务 后 , 以 概 
率 Bi 加 入 服务 线 7 前 面 的 队列 , j = 1,…,k, 其 中 假设 对 于 一 切 i = 1,…, 有 
,PR =1. 就 是 说 , P = (Py) 是 一 个 马尔 可 夫 转 移 矩阵 , 我 们 将 假定 它 是 不 可 
约 的 . 以 z= (m1,…, 7k) 记 这 个 马尔 可 夫 链 的 平稳 概率 ; 即 x 是 


k k 
nj = >》 ,ryPy, | (8.19) 
2 一 ] j=1 


的 唯一 正解 . 
如 果 我 们 记 在 服务 线 的 平均 到 达 率 (或 等 价 地 , 平均 服务 完成 率 ) 为 Axa(j), = 


k 
和 证 > Mm(i) Ps 


因此 , 由 (8.19) 我 们 可 以 得 到 结论 
Am(j)] =AmT;, j=1,2,.…,k (8.20) 
其 中 ， 
Am = >》 Xm(7) (8.21) 
j=1 
从 方程 (8.21) 我 们 看 到 , 和 是 整个 系统 的 平均 服务 完成 速率 , 即 , 指数 系统 的 吞吐 
妹 率 0. : 


Q@ 我 们 正 是 用 记号 Am(j) 和 和 rm 来 表明 在 封闭 系统 中 顾客 数 的 依赖 性 . 它 将 用 于 我 们 下 面 的 递 推 关 
系 中 . | 
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如 果 我 们 以 Pm(n1,n2,… ,nx) 记 极 限 概率 
Pn (ni1, N2,*** ,Tk) 全 P{m; 个 顾客 在 服务 线 7 7 = |， 0 k} 
那么 , 通过 验证 它们 满足 平衡 方程 , 可 以 证 明 


Ns k 
(> 全) -二 
K,, 看 》n; 二 mm 
0， 


”但 是 , 由 方程 (8.20) 我 们 得 到 


Ta 
C. []  ) ) 若 》 7 一 710 
oo- > 2 “ 


其 中 


,和 [Ly 


A 








(8.22) 


(8.23) 


方程 (8.22) 并 不 像 我 们 通常 假设 的 那么 有 用 , 因为 为 了 使 用 它 , 我 们 必须 知道 由 
(8.23) 给 出 的 归 一 化 常数 Cw， 它 要 求 对 于 乘积 [I (三 ) 在 一 切 可 行 的 向 量 


j=1 


(oma na) : 2,1 = m 上 求 和 . 因此 , 由 于 一 共有 tx ) 个 向 


量 , 这 只 在 m 和 取 相 对 小 的 值 时 在 计算 上 才 可 行 . 


我 们 现在 介绍 一 个 方法 , 它 可 以 使 我 们 能 够 递 推 地 确定 模型 中 许多 有 趣 的 量 ， 
而 不 必 先 计算 归 一 化 常数 . 作为 开始 , 考虑 顾客 刚 离 开 服 务 线 i 并 正 朝 服务 线 了 走 
去 , 让 我 们 确定 这 个 顾客 看 到 的 系统 的 概率 . 特别 地 ， 让 我 们 确定 在 这 个 时 候 该 顾客 


看 到 ni 个 顾客 在 服务 线 ! 的 概率 , 其 中 1 = 1,…,k, 》_n = m 一 1. 这 完成 如 下 : 
一? 


P{ 顾 客 看 到 mw 个 人 在 服务 线 1,! = 1 … ,有 顾客 从 服务 线 测 | 服 务 线 甩 


= (状态 为 (mm 十，… my,… ,mg), 顾 客 从 1 漠 让 
P{ 顾 客 从 i 到 7} 
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因 Pm(n1, ,nit 1 , nj, Nk) MiPiy 


> i Pm (ni1, ,Ni 二 15 Nk) MiPij 
nj 


Ti Fr /nN 
ha = 
nl 全 


一 由 (8.22) 


7 一 1 


其 中 C 不 依赖 于 ma na …，,nk. 但 是 因为 上 式 是 在 向 量 (nayna na( 5 nj = 
mC— 1) 上 的 一 个 概率 密度 ， 因此 从 (8.22) 推出 ， 它 一 定 等 于 Pn_i1(n1, n2, ey ,Nk). 
因此 
P{ 顾 客 看 到 "个 人 在 服务 线 /,! = 1,:… ,kk 顾客 从 服务 线 i 到 服务 线 7} 
E (8.24) 
= Pm_1(n1,*…* ,Nk), YO_m=m-1 
因为 (8.24) 对 于 一 切 i 都 正确 , 从 而 我 们 已 经 证 明了 如 下 以 到 达 定 理 知名 的 命题 . 
命题 8.3 (到 达 定 理 ) 在 有 m 个 顾客 的 封闭 系统 中 , 到 达 服 务 线 j 的 到 达 者 所 看 
到 系统 的 分 布 与 只 有 m 一 1 个 顾客 的 同样 的 网 络 系统 的 平稳 分 布 相同 . 
用 Lm(j) 与 Wm(I) 分 别 记 在 网 络 中 有 mm 个 顾客 时 在 服务 线 7 的 平均 顾客 数 
与 一 个 顾客 在 服务 线 7 停留 的 平均 时 间 . i la j 的 
顾客 的 人 数 取 条 件 , 推出 
1 十 Em[ 一 个 到 达 的 顾客 所 看 到 在 服务 线 7 的 顾客 数 ] 


Um by (8.25) 


SE 上 -二 Lm_1(7) 
HL 
其 中 最 后 的 等 式 由 到 达 定 理 得 到 . 现在 当 有 m 一 1 个 顾客 在 系统 中 时 , 由 方程 (8.20)， 
顾客 到 服务 线 7 的 到 达 率 Am-1(7) 满足 


Am-_1(j) = Am-_17; 
现在 , 以 在 系统 中 的 m 一 1 个 顾客 中 在 服务 线 ; 的 每 人 每 单位 时 间 付 1 元 的 价格 规 
则 , 应 用 基本 价格 恒等式 (8.1), 我 们 得 到 
Lm-1(j) = Mm-—17y Wm-—1()) (8.26) 


利用 方程 (8.25) 导出 
1 十 Am-_i7T; Wm-_1(7) 


Hi 


Wm(j) = (8.27) 
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再 利用 事实 >”_，Lm-1( 四 =m 一 1 (为 什么 ?), 我 们 从 方程 (8.26) 得 到 


k 
m—1= Am-1 DT Wm-1()) 


j=1 


,cE (8.28) 
| :ys TiWm-_1(1) 
因此 , 由 方程 (8.27), 我 们 得 到 递 推 公式 


(8.29) 
PF 5 TiWm—1(2) 


从 平稳 概率 zj,j = 1,…,k 和 Wi(j) 二 一 二 开始 我 们 可 以 用 方程 (8.29) 递 推 地 确 


定 W2(7), Ws(D),…… , Wm(j)- 然后 利用 方程 (8.28) 确定 吞吐 率 Am, 通过 方程 (8.26) 
确定 Lm(j). 这 样 的 递 推 方法 称 为 平均 值 分 析 . 
例 8.7 考虑 有 上 条 服务 线 的 网 络 , 其 中 的 顾客 以 循环 排列 的 方式 移动 . 即 


Piiti = 1, i=1,2,...,k—1, Pr1=1 


在 系统 中 有 两 个 顾客 时 , 让 我 们 确定 在 服务 线 7 的 平均 顾客 数 . 现在 , 对 于 这 个 网 
络 
ni=1/k, i=1,..…,k 


又 因为 
Wi(j) = 
我 们 由 方程 (8.29) 得 到 
1 dagum 1 1 


Wa(j) = 0 
VV) SD/ 


因此 , 由 方程 (8.28)， 
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最 后 , 用 (8.26)， 


2 rr 
Hi A 1/ni 


L2(j) = NF Wal)) 7 
之 - 区 邮 》 网 


认 知 由 方程 (8.22) 表述 平稳 概率 并 巧妙 地 避 开 计算 常数 Cm 的 计算 困难 的 另 一 个 方 
法 是 利用 4.9 节 生 成 具有 这 些 平稳 概率 的 马尔 可 夫 链 的 吉 布 斯 抽样 . 作为 开始 , 注 
意 因 为 总 是 有 m 个 顾客 在 系统 中 , 方程 (8.22) 可 以 等 价 地 写 为 在 服务 线 1,…,k 一 1 
中 顾客 数 的 联合 质量 函数 如 下 : 


Pn(N1y: Nk-1) = Cm(Tk/Lk) 和 [Te 


= 天 |] 六， nj<m 
j=1 j=1 


其 中 Q; 二 PE 二 1,...,k—1. 现在 ; 如 果 N= (Ni,:*:, Nk-1) 有 上 述 的 联合 分 
7 





P{N = n|Ni =T Ni = ns) Nit1 = Nat Np-1 = np_1} 
Pn (Ni, Ni1) nN, Nit1y ,Nk-1) 


》 1) 
= C0. Nm-— 》 n; 
2 1) j#1 J 


由 上 式 推出 , 我 们 可 以 利用 吉 布 斯 抽样 法 生成 具有 极限 概率 质量 函数 Pi (n1,… ,nx-1) 
的 马尔 可 夫 链 的 值 如 下 : 

(1) 令 (ni1,:…, ng-1) 人 > “nj < m 的 任意 非 负 整数 . 

(2) ee 1 一 中 等 可 能 地 取 值 的 随机 变量 I. 

(3) 如 果 I= 纪 令 s=m 一 > ,7, 并 且 生 成 一 个 具有 概率 质量 函数 为 


P{X=n}=Cai;, n=0,...,s 


的 随机 变量 X 的 值 . 
(4) 令 nr = XX. 然后 回 到 第 2 步 . 
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状态 向 量 (ma nk-um 到 ) 的 相继 值 构成 一 个 具有 极限 分 布 Be 的 马 


尔 可 夫 链 的 状态 序列 . 一 切 感 兴趣 的 量 都 能 由 这 个 序列 估计 得 到 . 例如 , 这 些 疝 量 
的 第 ; 个 坐标 值 的 平均 趋 于 在 服务 站 ; 的 人 数 平均 , 第 了 个 坐标 小 于 7 的 向 量 的 比 
例 趋 于 在 服务 站 j 的 人 数 少 于 7 的 极限 概率 , 以 此 类 推 . 

另 一 些 有 趣 的 量 也 可 以 通过 模拟 得 到 . 例如 , 假设 我 们 要 估计 一 个 顾客 在 每 次 
访问 中 在 服务 线 ;j 停留 的 平均 时 间 Wij. 那么 , 如 前 所 记 , 在 服务 线 7 的 平均 顾客 数 
77 可 以 估计 得 到 . 为 了 估计 Wij, 我 们 用 恒等式 


L; = NT 

其 中 和; 是 服务 线 j 的 顾客 到 达 率 . 令 和 ; 等 于 服务 线 j 的 服务 完成 率 , 这 表明 
X = P{ 服 务 线 j 在 忙 }y; 

利用 吉 布 斯 抽样 法 模拟 估计 P{ 服 务 线 7 在 忙 }, 就 导出 Wi; 的 一 个 估计 . 


8.5 M/G /1 系统 


8.5.1 ”预备 知识 : 功 与 另 一 个 价格 恒等式 


对 于 一 个 任意 的 排队 系统 , 让 我 们 定义 系统 在 任意 时 间 上 的 切 为 , 在 时 间 七 系 
统 中 的 所 有 顾客 的 剩余 服务 时 间 之 和 . 例如 , 假设 有 3 个 顾客 在 系统 中 一 一 个 在 
服务 中 的 顾客 在 他 需要 的 5 个 服务 时 间 单 位 中 已 经 用 了 3 个 时 间 单 位 , 且 两 个 在 队 
列 中 的 顾客 都 有 6 个 单位 的 服务 时 间 . 那么 , 在 此 时 的 功 是 2+6+6=14. 以 V 记 
在 系统 中 的 (时 间 ) 平均 功 . 

现在 回忆 基本 价格 方程 (8.1), 它 说 明 

系统 赚钱 的 平均 速率 = 和 ox 顾客 所 付 的 平均 金额 

并 且 考 虑 如 下 的 价格 规则 : 每 一 个 剩余 服务 时 间 为 y 的 顾客 , 不 论 在 服务 中 , 还 
是 在 队列 中 , 以 单位 时 间 价格 y 付费 . 于 是 系统 赚钱 的 速率 正 是 在 系统 中 的 功 ; 所 以 
基本 恒等式 导出 

V = XoE[ 一 个 顾客 付 的 金额 ] 

现在 , 以 S 和 Ws 分 别 记 服 务 时 间 和 一 个 给 定 的 顾客 在 队列 中 等 待 的 时 间 . 那么 ， 
因为 顾客 在 队列 中 以 单位 时 间 5 的 常数 价格 付费 , 而 在 服务 中 花费 时 间 z 以 后 以 
价格 5 一 z 付费 , 我 们 有 


S 
E[ 一 个 顾客 付 的 金额 |] = EB sm 十 [ (5 一 on 


8.5 M/G/1 系统 407 


从 而 


(8.30) 


ee 水 AaE[S?] 
V = NEISWS + 一 


应 该 注意 上 式 是 一 个 基本 的 排队 恒等式 [ 像 方 程 (8.2)~(8.4)] 并 且 在 几乎 所 有 的 模 
型 中 都 成 立 . 此 外 如 果 一 个 顾客 的 服务 时 间 与 他 在 队列 中 的 等 待 时 间 相 互 独立 (这 
是 通常 的 情形 , 但 并 不 总 是 这 样 )”, 那么 我 们 由 方程 (8.30) 有 


V = MAEIS|Wo + (8.31) 


8.5.2 ”在 M/G/1 中 功 的 应 用 
模型 M/G/1 假定 了 : (i) 速率 和 的 泊 松 到 达 ; (ii) 一 般 的 服务 分 布 ; 和 (区 ) 单条 
服务 线 . 此 外 , 我 们 假设 顾客 按 他 们 到 达 的 顺序 接受 服务 . 
现在 , 对 于 在 M/G/1 中 的 任意 一 个 顾客 . 


顾客 的 等 待 时 间 = 当 他 到 达 时 系统 中 的 功 (8.32) 
这 是 由 于 只 有 一 条 服务 线 之 故 (请 想 一 想 ). 对 方程 (8.32) 两 边 取 期 望 导致 
Wo = 每 个 到 达 者 看 到 的 平均 功 


但 是 , 由 于 是 泊 松 到 达 , 每 个 到 达 者 看 到 的 平均 功 将 等 于 系统 中 的 时 I V. 因 
此 , 对 于 模型 M/G/1 有 
Wo=V 
将 上 式 与 恒等式 
V = 和 El9jWo + 一 一 2 

联合 起 来 得 到 所 请 的 Pollaczek-Khintchine 公式 

AE[S?] 
2(1 — AE[S]) 
其 中 E[S] 和 E[S?] 是 服务 分 布 的 前 两 个 矩 . 

A2E[S?] 

2(1 — A 和 AE[S]) 
AE[S?] 
2(1 — AE[S]) 

A2E[S?] 
”2(1 — AE[S]) 


Wo = (8.33) 


Lo = AWo = 
W = Wo + E[S] = + E[S), (8.34) 
+ AEIS] 


QD 因为 一 个 反例 , 见 8.6.2 节 . 


408 第 8 章 排队 理论 


注 (人 为 了 使 上 面 的 量 是 有 限 的 , 我 们 需要 AE[S] < 1. 这 个 条 件 很 直观 , 因为 从 
更 新 理论 知道 , 如 果 服 务 线 总 是 忙 的 , 那么 离开 率 将 是 1/E[S]( 见 7.3 节 ), 为 了 保持 
这 些 有 限 , 它 必须 大 于 到 达 率 . 

(区 由 于 E[S2] = Var(S) + (E[S])2, 我 们 从 方程 (8.33) 和 方程 (8.34) 看 到 , 对 于 
固定 的 平均 服务 时 间 , 当 服 务 分 布 的 方差 增加 时 , L, Le,W 和 Wo 全 都 增加 ， 

(过 ) 另 一 个 得 到 Woe 的 方法 出 现 于 习题 38 中 . 


8.5.3 ”人 忙 期 
系统 在 闲 期 (系统 中 没有 顾客 , 因此 服务 线 闲 着 ) 与 忙 期 (系统 至 少 有 一 个 顾客 ， 
因此 服务 线 忙 着 ) 之 间 交 替 . 


我 们 以 五 和 Bn 分 别 记 第 n 个 闲 期 与 第 n 个 忙 期 的 长 度 , n > 1 因此 , 在 前 
》,,_, (i + 已) 个 时 间 单位 , 服务 线 将 闲 着 的 时 间 为 >，_, 厂 , 所 以 服务 线 是 闲 着 
的 时 间 的 比例 , 当然 正 是 PF, 它 可 以 表示 为 


二 ee hh+.+hn 
忆 R= 闲 时 的 比例 = lm 了 二 B+ 十 BB 


现在 容易 看 到 五 ,也 是 独立 同 分 布 的 , 同样 B1, B2,… 也 是 独立 同 分 布 的 . 因此 ， 
上 式 右边 的 分 子 与 分 母 同 除 以 n, 然后 利用 强大 数 定律 , 我 们 得 到 
P= lim t+ 二 ED __ 
n=00 (DI 二 二 hn)/n+(Bit+…+Bn)/n ElN+EIB] 
其 中 了 和 B 表示 闲 时 和 忙 时 随机 变量 . 
现在 了 表示 从 一 个 顾客 离开 且 系 统 空 着 直到 下 一 个 顾客 到 达 的 时 间 . 因此 , 由 
泊 松 到 达 推 出 I 是 速率 为 和 的 指数 分 布 , 所 以 


EI = > (8.36) 


(8.35) 


为 了 计算 P, 我 们 从 方程 (8.4) 注意 到 (从 基本 价格 方程 得 到 , 由 假设 在 服务 中 的 顾 
客 以 每 单位 时 间 1 元 的 价格 付费 ) 


繁忙 服务 线 的 平均 数 = 和 E[S] 
然而 , 因为 上 式 的 左边 等 于 1 一 Po (为 什么 ?), 我 们 有 
P=1- MEPIS (8.37) 
并 且 , 由 方程 (8.35)~(8.37)， 


1/》 
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ElS] 
1 — AEIS] 
另 一 个 有 趣 的 量 , 是 在 一 个 忙 期 中 服务 过 的 顾客 数 C. C 的 均值 可 以 由 如 下 的 
事实 计算 得 到 , 平均 地 对 于 每 E[C] 个 到 达 者 恰 有 一 个 到 达 者 将 看 到 系统 是 空 着 的 
( 即 忙 期 的 第 一 个 顾客 ), 因此 ， 


E[B] = 


1 
~ EI[C] 


并 且 , 由 于 因为 泊 松 到 达 ao = PR = 1 一 和 E[9], 我 们 看 到 


Q0 


1 
“可 


8.6”M/G /1 的 变形 


8.6.1 ”有 随机 容量 的 批量 到 达 的 M/G/1 


如 M/G/1 那样 假设 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 到 达 . 但 是 现在 每 次 到 达 的 不 是 单 
个 顾客 , 而 是 随机 个 数 的 顾客 . 像 前 面 一 样 存在 单条 服务 线 , 它 的 服务 时 间 的 分 布 为 
G. 

以 j,i 之 1 记 任 意 一 批 中 包含 j 个 顾客 的 概率 ; 以 N 表示 批 大 小 的 随机 变量 ， 
所 以 P{N = 分 = aj. 因为 Xe = XE[N], 功 的 基本 公式 [方程 (8.31)] 变 为 

VV=AEIN| |E(S)Wo + | (8.38) 

为 了 得 到 联系 V 与 Wo 的 第 二 个 方程 , 考虑 一 个 平均 的 顾客 . 我 们 有 

他 在 队列 中 等 待 的 时 间 = 他 到 达 时 系统 中 的 功 + 由 他 所 在 的 那 批 引 起 的 等 待 
时 间 . 

取 期 望 , 并 且 利 用 泊 松 到 达 者 看 到 时 间 平 均 的 事实 , 导致 


Wo =V 十 E[ 由 他 所 在 的 那 批 引起 的 等 待 时 间 =V 十 E[Wa] (8.39) 


现在 , E[WsB] 可 以 通过 对 那 批 中 的 人 数 取 条 件 来 计算 , 但 是 我 们 必须 小 心 , 因为 我 
们 的 平均 顾客 来 自 大 小 为 ; 的 那 批 的 概率 不 是 a;. 因为 a; 是 大 小 为 7 的 批 的 比 
例 , 如 果 我 们 随机 取 一 个 顾客 , 他 来 自 较 大 一 批 的 可 能 性 要 比较 小 一 批 的 可 能 性 大 . 
( 例如 , 假设 ai = aaoo = 1/2, 那么 有 半数 的 批 大 小 为 1, 但 是 顾客 的 100/101 都 来 
自 大 小 为 100 的 那 批 !) 

为 了 确定 我 们 随机 取 一 个 顾客 来 自 大 小 为 ; 的 一 批 的 概率 , 我 们 推理 如 下 : 令 
M 是 一 个 大 的 数 . 那么 前 M 批 中 大 小 为 j 的 近似 有 Ma; 批 , 7 > 1, 于 是 近似 有 
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jMa 个 顾客 在 大 小 为 了 的 批 到 达 . 因此 , 在 前 M 批 中 的 到 达 者 来 自 大 小 为 了 的 那 
些 批 的 比例 近似 地 是 尼 当 M -oo 是 这 个 比例 变 得 精确 , 所 以 我 们 看 到 
J 
| | 





2 JQ; ja; 
顾客 来 自 大 小 为 了 的 批 的 比例 = Se 二 
J 

现在 我 们 已 经 做 好 了 计算 由 其 他 人 在 同一 批 引 起 的 在 队列 中 的 平均 等 待 时 间 E[W] 
的 准备 ; 

BIWa] = 2 Ia| 批 的 大 小 为 让 人 (8.40) 
现在 如 果 在 他 的 那 批 中 有 7 个 顾客 , 那么 如 果 我 们 的 顾客 在 这 批 的 队列 中 是 第 i 个, 
他 将 等 待 他 们 中 的 i 一 1 个 完成 服务 . 因为 他 等 可 能 地 是 队 中 的 第 1 个, 第 2 个 ,…， 
或 第 7 个 , 我 们 看 到 


B[gza| 批 的 大 小 为 用 二 2 -Els = 23 el) 
将 它 代入 方程 (8.40) 导致 
_ El[S] _ ELSEEN ~ EIN])) 
ElWs| = 死 IN 2G-1 2 


而 由 方程 (8.38) 和 方程 (8.39), 我 们 得 到 


| (EIN?] ~ EIN])/2E[N] + AE[N]E[S?]/2 
人 1 一 XEIV]EI5] 

注 (0) 注意 Wo 有限 的 条 件 是 

ME(N) < 二 

这 又 一 次 说 明 , 到 达 率 必须 小 于 服务 率 ( 当 服 务 线 忙 时 ). 

: (i) 对 于 固定 的 值 BIN], Wo 关于 Var(N) 递增 , 这 再 一 次 表明 “ 单 服务 线 排队 
模型 不 喜欢 变化 ”. 

(过 ) 其 他 的 量 L, Lo 和 W 可 以 用 


W=Wot+E[lS], L=NW=MEINW, Lo=AMEIN]Wo 


得 到 . 
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8.6.2 ”优先 排队 模型 


优先 排队 模型 是 将 顾客 分 为 类 型 , 然后 根据 他 们 的 类 型 给 予 优先 服务 的 排队 模 
型 . 考虑 有 两 类 顾客 , 他 们 分 别 按 速 率 为 和 和 2 的 独立 泊 松 过 程 到 达 , 而 且 分 别 
有 服务 分 布 Gt 和 G2. 我 们 假设 第 一 类 型 的 顾客 优先 给 予 服务 , 因此 , 若 有 一 个 第 
一 类 型 的 顾客 在 等 待 , 则 绝 不 开始 对 第 二 类 型 的 顾客 服务 . 然而 , 若 一 个 第 二 类 型 
的 顾客 在 接受 服务 时 一 个 第 一 类 型 的 顾客 到 达 , 则 我 们 假定 这 个 第 二 类 型 的 顾客 服 
务 继续 , 直到 完成 . 就 是 说 , 一 旦 服务 开始 , 就 不 存在 优先 权 . 

以 Wo 记 一 个 第 i ee i = 1,2. 我 们 的 目标 是 计 
算 fo. 

首先 注意 无 论 使 用 什么 优先 规则 , 系统 在 任意 时 刻 的 总 功 将 精确 地 相同 (只 
要 有 顾客 在 系统 中 , 服务 线 总 是 忙 着 ). 这 是 因为 当 服务 线 忙 时 (无 论 谁 在 接受 服务 )， 
在 单位 时 间 内 功 总 是 以 速率 1 递减 的 , 而 且 总 是 以 一 个 到 达 者 的 服务 时 间 的 数量 为 
跳跃 量 . 因此 , 系统 中 的 功 恰好 和 没有 优先 规则 而 是 按 先 来 先 服务 ( 称 为 FIFO) 的 
次 序 的 情形 一 样 . 然而 , 在 FIFO 下 , 上 面 的 模型 正 是 以 


入 一 入 ! 十 和 >， C(Z) = 守 Gito) 讲 Goal) (8.41) 


的 M/G/1, 因为 两 个 独立 的 泊 松 过 程 的 组 合 本 身 也 是 泊 松 过 程 , 其 速率 是 分 量 速 
率 的 和 . 服务 分 布 G 可 以 由 取 条 件 于 到 达 者 来 日 哪个 优先 类 而 得 到 一 一 如 方程 
(8.41) 所 做 . 

因此 , 由 8.5 节 的 结果 推出 , 在 优先 排队 系统 中 的 平均 功 由 

和 XE[S9] _ 和 (( 和 1/ 入 )E[S?] 十 (X?/ 和 A)E[S2]) 
2(1 一 XE[S]) 2[1 -和 (AI/A)E[S1] + (MN/ 和 NELS2))] 
ANaE[53 + M2E[S2] 
~ 2(1 — AE[S1] — M2E[S2]) 

给 出 , 其 中 5; 有 分 布 Gi,i = 1,2. 

我 们 继续 探讨 W6 的 寻求 , 注意 在 优先 模型 中 , 服务 时 间 5 和 一 个 任意 的 顾客 
在 队列 中 等 待 的 时 间 Ws 不 是 独立 的 , 这 是 因为 关于 5 的 信息 给 了 我 们 有 关 顾 客 
类 型 的 信息 , 它 反 过 来 又 给 了 我 们 关于 Ws 的 信息 . 为 了 避 开 这 一 点 , 我 们 将 分 开 
计算 在 系统 中 类 型 1 和 类 型 2 的 功 的 平均 数量 . 以 V' 记 类 型 i 的 功 的 平均 数量 ， 
正如 8.5.1 节 中 那样 , 我 们 有 


Vi= 和 AESIWS + 


V= : 
(8.42) 


2 -13 (8.43) 


如 果 我 们 定义 
XiE[S32] 


也 三 NE[ISlW2， 做 = 
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那么 我 们 可 以 将 V6 解释 为 队列 中 类 型 i 的 功 的 平均 数量 , 而 V3 是 服务 中 类 型 i 的 
功 的 平均 数量 (为 什么 ?). : 
现在 我 们 已 经 做 好 了 计算 Ws 的 准备 . 为 此 , 考虑 一 个 类 型 1 的 任意 到 达 者 . 
那么 
他 的 延迟 = 他 到 达 时 系统 中 类 型 1 的 功 的 数量 
+ 他 到 达 时 在 服务 中 的 类 型 2 的 功 的 数量 
取 期 望 , 并 且 利 用 泊 松 到 达 者 看 到 时 间 平 均 的 事实 导致 
z XiE[S? AzE[S3] 
DD 


Wo =Vi+Vi=AESWS+ (8.44) 


或 

A1E[S2] + M2E[S2] 
2(1 — 和 NELS]) 

为 了 得 到 We, 我 们 首先 注意 , 由 于 V = V1 十 V2, 由 方程 (8.42) 和 方程 (8.43) 有 


BIG M2E[S9] 


Ja = (8.45) 


A1E[S?] + M2E[S2) 





= NEIS1]WS + ME[S2]W3 + ~ 


2(1 = ME[S1| M2E[S» ]) py 
和 Wo 十 M2E[S2]Wé [由 式 (8. 1 
现在 , 利用 方程 (8.45), 我 们 得 到 
_ A1E[S1#] + A2E[S2] 1 1 
NB [SW 1 -NBS WES] 1- | 
- NE[S?] + X2E[5S3] 
Wé = 5 (8.46) 


2(] — A1E[S1] — M2E[S2])(1 一 A1E[S1)) 


注 (i) 注意 由 方程 (8.45), 使 W3 有 限 的 条 件 是 XiE[Si] < 1 它 独立 于 类 型 2 的 
参数 . (这 直观 吗 ?) 由 方程 (8.46), 使 W3 有 限 的 条 件 , 我 们 需要 


和 1 也 [91] 十 和 2 也 |9?] <1 


由 于 所 有 顾客 的 到 达 率 是 入 = 和 1 十 2, 而 一 个 顾客 的 平均 服务 时 间 是 (和 1/ 和 ELS1] 十 
(A2/ 和 )E[S2], 上 面 的 条 件 正 是 平均 到 达 率 小 于 平均 服务 率 . 

(这 如 果 有 mn 类 顾客 , 我 们 可 以 用 类 似 的 方式 求解 VI,j = 1,…,n. 首先 注意 在 
系统 中 类 型 为 1,…,j 的 顾客 的 总 功 独 立 于 关于 类 型 1,…,j 内 部 的 优先 规则 , 而 只 
依赖 于 它们 中 的 每 一 个 给 定 优先 于 顾客 类 型 j + 1,…,n 的 情形 . (为 什么 这 样 ? 说 
出 理由 ) 因此 , Vi 十 … 十 VI 与 如 果 类 型 1,…,j 被 考虑 成 单个 类 型 I 优先 类 , 并 且 
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类 型 ;十 1.……n 被 考 虚 成 单个 类 型 I 优先 类 的 情形 是 一 样 的 . 现在 , 由 方程 (8.43) 


和 方程 (8.45)， 


VI AIE[S2] a 和 NTTIIE[ST]E[] 
2(1 — AE[S1)) 


其 中 
XI 一 和 1l 十.…: 十 AM， AI 三 入 ji+1 十 .… 十 和 An 


本 n 
EIS = Es, ES 人 = > XE[S9， Is 和 = > 站 99 
i=1 i=j 十 1 

因此 , 由 V7 二 Vi 十 …+Vi, 对 于 每 一 个 j= 1…,n, 我 们 有 V1 十 … 十 Vi 的 表 
达 式 , 它们 可 以 用 来 求解 V1,…,V". 现在 我 们 可 以 由 方程 (8.43) 得 到 Tb. 全 部 结 
果 ( 留 作 习 题 ) 是 

, 和 IE[S3 十 … 十 AnE[S2] 
Wo 1 ) 
2 1],_, ,0 一 NE 一 … 一 NEIS]) 


8.6.3 一 个 M/G/1 优化 的 例子 


考虑 一 个 单 服务 线 系统 , 其 中 顾客 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 到 达 , 而 服务 时 间 是 
独立 的 且 具 有 分 布 G. 令 p = XE[S], 其 中 5 表示 服务 时 间 随 机 变量 , 并 且 假 定 
p < 1. 假设 只 要 忙 期 结束 , 服务 员 就 离开 , 直到 再 有 7 个 顾客 等 待 才 回来 . 此 时 服 
务 员 回 来 继续 服务 直到 系统 再 一 次 变 空 . 如 果 系 统 的 设备 使 得 系统 中 每 个 顾客 以 每 
单位 时 间 速 率 c 的 价格 花费 , 同时 , 每 次 服务 员 回 来 需 付 一 个 价格 KK, 问 n(n > 了 
取 什 么 值 , 才能 使 设备 引起 的 单位 时 间 的 长 程 平均 价格 最 小 ， 而 这 最 小 价格 又 是 多 

少 ? 

为 了 回答 上 述 问题 , 让 我 们 首先 确定 对 于 只 要 有 7 个 顾客 在 等 待 服务 员 就 回来 的 
策略 的 单位 时 间 平 均 价格 A(n). 为 此 , 在 每 次 服务 员 回来 时 就 说 一 个 新 的 循环 开始 
了 . 容易 看 出 所 有 的 一 切 在 一 个 循环 开始 时 都 概率 地 重新 开始 , 因此 由 更 新 报酬 过 
程 的 理论 推出 , 若 C(n) 是 在 一 个 循环 中 引起 的 价格 , 而 T(n) 是 一 个 循环 的 时 间 , 则 

ElC(n 
4 = 
为 了 确定 E[C(n)] 和 EIT(n)], 考虑 时 间 区 间 的 长 度 , 例如 ， ee 
首次 有 i 个 顾客 开始 直到 以 后 首次 只 有 i 一 1 个 顾客 的 时 间 瑟 . 所 以 , > ， 
在 一 个 循环 中 服务 员 在 忙 的 时 间 . 加 上 直到 m ete 
得 出 


i= 1,.……,n (8.47) 





EIr(oj] = > PIT 二 ny》 
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现在 , 考虑 系统 处 于 当 一 次 服务 将 开始 而 且 有 i 一 1 个 顾客 在 队列 等 待 的 时 刻 . 因为 
服务 时 间 并 不 依赖 于 哪 一 个 顾客 接受 服务 的 次 序 , 假设 服务 的 次 序 是 最 后 到 的 顾客 
最 先 接受 服务 , 这 列 含 着 服务 并 不 开始 于 目前 在 队列 中 的 守 - 1 个 , 直到 这 i 一 1 个 
是 系统 中 仅 有 的 顾客 时 才 开 始 . 于 是 , 我 们 看 到 在 系统 中 从 i 个 顾客 到 i 一 1 个 顾客 
所 用 的 时 间 与 一 个 M/G/1 系统 从 1 个 顾客 到 系统 空 所 用 的 时 间 有 相同 的 分 布 ; 就 
是 说 , 它 的 分 布 是 M/G/1 系统 忙 期 长 度 B 的 分 布 . (在 例 5.25 中 本 质地 利用 了 相 
同 的 推理 .) 因此 ， 


pln] = EB = 


蕴含 着 

nE[S] n nn 
1 一 XE[S] ee A(1 — p) 

为 了 确定 EI[C(n)], 以 Ci 记 开 始 于 队列 中 有 i 一 1 个 而 服务 刚 开始 并 且 绪 束 于 

这 i 一 1 个 是 系统 中 仅 有 的 顾客 的 时 间 长 度 到 引起 的 价格 . 于 是 KK 十 > Ci 表 
示 在 一 个 循环 忙 时 部 分 所 引起 的 总 价格 . 此 外 , 在 一 个 循环 的 闲 时 部 分 , 将 有 i 个 顾 
客 在 系统 中 等 待 一 个 速率 为 和 的 指数 时 间 , i = 1,…,n 一 1, 这 导致 了 一 个 期 望 价格 
Cc(1 十 … 十 (n 一 1))/ 和 A. 因此， 


EIT(n)] = (8.48) 





ElC(n)] = K+ 2_ PIO 十 ?一 


2 一 | 
为 了 求 E[Ci]. 考虑 长 度 五 的 区 间 的 开始 时 刻 , 令 Wi 为 开始 服务 时 间 加 上 系统 中 
直到 这 个 区 间 结 束 并 且 只 有 i 一 1 个 顾客 在 系统 中 为 止 所 有 到 达 (并 且 接 受 服务 ) 的 
顾客 花费 的 时 间 和 . 于 是 


(8.49) 


(Se (i 一 1)c271; 十 cW; 
其 中 第 一 项 指 由 i 一 1 个 顾客 在 队列 中 在 长 度 工 的 时 间 区 间 引 起 的 价格 . 因为 容易 
看 到 , Wi 与 在 M/G/1 系统 的 一 个 忙 期 中 所 有 到 达 的 顾客 在 系统 中 花费 的 时 间 总 和 
W。 有 相同 的 分 布 , 我 们 得 到 





EC = (i— DoT + cE[Ws) (8.50) 
由 方程 (8.49), 得 到 
EIC(n)]= K+ i + ncE[Ws] + MY 
= K +ncE[Ws] + 一 (12 1 
二 人 





2A(1—p) 
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利用 上 式 与 方程 (8.48) 联合 起 来 , 得 到 


(8.51) 


ee 0 (n—1) 


=0 + Ac(l1 — p)E[W] 十 E 5 
为 了 确定 E[Ws], 我 们 利用 一 个 顾客 在 M/G/1 系统 中 花费 的 平均 时 间 是 
AE[S2] 
2(1—p) : 
的 结果 . 然而 , 如 果 想 象 在 第 j(; > 1) 天 , 我 们 赚 取 等 于 M/G/1 系统 的 第 j 个 到 达 
者 在 系统 中 花费 的 总 时 间 数 量 的 金额 , 那么 , 由 更 新 报酬 过 程 (因为 在 忙 期 结束 时 一 
切 都 概率 地 重新 开始 ) 推出 


W = Woe + E[S] = + E[S] 





_ E[W 
EI[IN] 
其 中 N 是 M/G/1 系统 在 一 个 忙 期 所 服务 的 顾客 数 . 因为 E[N] = 1/(1 一 p), 我 们 
看 到 





AE[S2] 
2(1—p) 





(1—p)EIWs] = W = + E[S] 


所 以 , 用 方程 (8.51), 我 们 得 到 


KA(1 —p) cA*E[S?) 
一 le 2(1— 7D) 十 cp 十 了 


为 了 确定 n 的 最 佳 值 , 将 n 看 作 一 个 连续 变量 , 并 且 对 上 式 求 微分 得 到 
—KA(1 —p) 
n2 


A(n) 





A’‘(n) = 十 


” 置 它 等 于 0, 并 且 求 解 得 到 n 的 最 佳 值 为 
: +, /2K p) 
且 单 位 时 间 的 最 小 平均 价格 是 
cA2E[S?] C 


2 -7p) 3 





A(n’*) = V2AK(1 — p)ct+ 


有 趣 的 是 , 当 我 们 使 用 下 面 的 一 个 较 简 单 的 策略 时 , 我 们 能 够 离 最 小 平均 价格 
很 近 . 这 个 策略 是 : 只 要 服务 员 发 现 系统 空 无 顾客 , 她 就 离开 , 然后 在 一 段 固定 时 间 
t 后 回来 . 在 她 每 次 离开 时 , 我 们 宣称 一 个 新 的 循环 开始 . 一 个 循环 中 忙 的 时 间 部 分 
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和 闲 的 时 间 部 分 引起 的 期 望 价格 , 都 由 在 服务 员 离开 的 时 间 t 内 到 达 的 顾客 数 Nt 
取 条 件 得 到 . 以 C(t) 记 在 一 个 循环 期 间 引 起 的 价格 , 我 们 得 到 
N(t) 
EIC(OIN(O) = K+ EC+eN(5 
i 二 1 
NGCVG ~ DeBlS] 
2(1—p) 


第 一 个 等 式 的 最 后 一 项 是 , 在 循环 中 闲 时 的 条 件 期 望 价格 , 它 利用 了 在 给 定时 间 + 
内 到 达 的 人 数 , 到 达 时 间 是 独立 的 且 在 (0,t) 上 是 均匀 分 布 ; 第 二 个 等 式 利用 了 方程 
(8.50). 因为 N(t) 是 均值 为 X 的 泊 松 过 程 , 由 此 推出 


ELIV 人 (NG — 1)] =ELV2(b] — EIN(t)] = X28. 


二 + N(t)eBE[W,] + cNG5 





对 上 式 取 期 望 值得 到 
pe 和 X2t2cE[S] CNXt2 
EIC(O)]= K+ gp + MEIWo] + “2 
cAt? 
一 及 十 20 二 7 十 和 tcE[W] 


类 似 地 , 若 T(t) 是 一 个 循环 的 时 间 , 则 


E[T(t)] = E[E[T (OIN())] = Elt + N(EEILB)] 
pt 
l—p 1l1—p 
因此 , 单位 时 间 的 平均 价格 , 记 之 为 A(t), 是 


7 ECO KG- 有 ov 
人 0 








+ cA(1 一 p)BEIT] 


于 是 , 从 方程 (8.51) 我 们 看 到 
XUn/ — A(n) = ce/2 

这 表明 允许 依赖 于 目前 在 系统 中 的 人 数 的 回来 的 决策 可 以 简化 到 与 平均 价格 只 差 

金额 c/2. 图 

8.6.4 具有 中 断 服务 线 的 M/G/1 排队 系统 


考虑 单 服务 线 的 排队 模型 , 其 中 顾客 按 速率 为 的 泊 松 过 程 到 达 , 而 每 个 顾客 
需要 服务 的 时 间 总 量具 有 分 布 G. 然而 , 假设 服务 线 在 运行 时 以 指数 速率 a 中 断 运 
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行 . 即 , 一 条 在 运行 的 服务 线 能 够 在 附加 的 时 间 t 不 中 断 地 运行 的 概率 是 e-%t. 当 
服务 线 中 断 时 , 立刻 送 至 修理 设备 . 修理 的 时 间 是 具有 分 布 H 的 随机 变量 . 假设 当 
服务 线 中 断 发 生 时 , 正在 服务 的 顾客 在 服务 线 重 新 工作 时 从 中 断 发 生 的 那 处 继续 接 
受 服务 . (所 以 , 一 个 顾客 从 运行 的 服务 线 上 接受 服务 的 实际 时 间 总 量具 有 分 布 G.) 

令 顾客 的 “服务 时 间 ” 包 含 顾 客 等 待 被 修理 的 服务 线 重 新 工作 的 时 间 , 则 上 面 
是 一 个 M/G/1 排队 系统 . ( 译 者 注 : 这 时 的 服务 随机 变量 是 下 面 定义 的 T, 它 的 分 
布 不 再 是 G) 如 果 我 们 以 了 记 一 个 顾客 第 一 次 进入 服务 线 直到 离开 系统 的 总 时 间 ， 
那么 , T 是 这 个 M/G/1 排队 系统 的 服务 时 间 随 机 变量 . 于 是 一 个 顾客 在 他 第 一 次 
服务 开始 前 在 队列 中 等 待 的 平均 时 间 是 
和 ET2 
Woe = 2(1 二 二 
为 了 计算 EIT] 和 E[7T3], 令 具 有 分 布 G 的 5S 是 顾客 需要 的 服务 随机 变量 ; 以 NN 记 
顾客 在 服务 时 服务 线 中 断 的 次 数 ; 令 Ri, Re,… 是 相继 用 在 修理 设备 上 的 时 间 . 那 
全 N 

T= _Ri+5 
i 二 1 


取 条 件 于 5S 导致 


三 3 





N 
> 


i 二 1 


现在 , 一 条 正在 运行 的 服务 线 总 是 以 指数 速率 c 中 断 , 所 以 , 假定 一 个 顾客 需要 服 
务 。 个 单位 时 间 , 则 这 个 顾客 接受 服务 的 服务 线 中 断 的 次 数 是 均值 为 as 的 泊 松 随 
机 变量 . 因此 , 取 条 件 8 = s, 随机 变量 ,Rs 是 具有 泊 松 均值 s 的 复合 泊 松 随 
机 变量 . 利用 例 3.10 和 例 3.17 的 结果 , 我 们 得 到 


E > Ri|S = | = QsE[AR]|, Var (Pas = = QsE[R’] 


?一 1 i 二 1 


N 
E[IT|IS= sj]=E +s, Var(T|S = s) = Var (> Rils = ] 
Ni=1 








其 中 RR 具有 修理 分 布防. 所 以 
EI[T|S| = aSE[RI+S = S(1+aE[lR]), Var(T|S) = aSE[R’) 


于 是 
EIT] = EIE[T|S]] = E[S](1 + aE[A) 


并 且 由 条 件 方差 公式 
Var(T) = EfVar(T|S)| + Var(E[T|S]) = aE[S]E[R2] + (1 + aE[R])*Var(S) 
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所 以 | 
E[T*] = Var(T) + (E[T])? = aE[SIE[R?) + (1 + aE[R])?ELS’] 
从 而 , 假定 和 AE[7T] = AE[S](1 + aE[RI) < 1, 得 到 


MaE[S]E[R?] + A(1 + aE[R])?E[S?] 


Ws 2(1 — AE[S](1 + aE[A])) 


由 上 式 得 到 
: Lo = AMAWo,  W= Wot+ElT, L=AW 


我 们 还 对 一 些 其 他 的 量 可 能 有 兴趣 ， 
G) P, 服务 线 工作 的 时 间 比 例 ; 
(i) 已 , 服务 线 修理 的 时 间 比 例 ; 
Gi) Pi, 服务 线 闲 着 的 时 间 比 例 . 
这 些 量 都 可 以 利用 排队 价格 恒等式 得 到 . 例如 , 如 果 我 们 假设 顾客 在 实际 接受 服务 
时 , 每 单位 时 间 支 付 1, 那么 


系统 平均 赚钱 的 速率 = P,， ”一 个 顾客 的 平均 偿付 额 = E[5] 


所 以 , 恒等式 导致 
P, = AE[S] 


为 了 确定 P., 假设 顾客 在 因 服务 线 修理 而 中 断 服务 时 , 每 单位 时 间 支付 1, 那么 
系统 平均 赚钱 的 速率 = 及 ， 
一 个 顾客 的 平均 支付 额 = 也 > Rs| = aBISIEIA. 
这 导致 
P. = MoE[SIE[AR] 


车 二 二 
注 量 记 和 FP 也 可 以 通过 首先 注意 到 1 — P= AEIT 征服 务 线 或 者 在 工作 ， 或 
者 在 修理 的 时 间 比 例 而 得 到 . 从 而 
EIT| — EI[S] 


= EIT - -AES, 及 = AT ~ AEISIaEIR| 


8.7 G/M/1 模 型 ”419 


8.7 G/M/1 模型 


G/M/1 模型 假定 相继 到 达 之 间 的 间隔 时 间 有 一 个 任意 分 布 G. 服务 时 间 是 速 
率 为 /的 指数 分 布 , 且 只 有 一 条 服务 线 : 

分 析 这 个 模型 的 直接 困难 是 系统 中 的 顾客 数 没有 提供 样本 空间 的 足够 信息 . 因 
为 要 概括 到 目前 为 止 发 生 了 什么 , 我 们 不 仅 需要 知道 在 系统 中 的 人 数 , 而 且 还 需要 
知道 自 最 后 一 个 人 到 达 后 消耗 的 时 间 (因为 G 不 是 无 记忆 的 ) (为 什么 我 们 不 需要 
关心 正在 接受 服务 的 人 已 经 接受 服务 的 时 间 ?) 为 了 避 开 这 个 问题 , 我 们 只 考虑 有 
一 个 顾客 到 达 时 的 这 个 系统 ; 所 以 , 我 们 将 Xsm > 1 定义 为 


Xn 三 第 nn 个 到 达 者 看 到 系统 中 的 人 数 . 


容易 看 出 , {Xn,n > 1} 是 一 个 马尔 可 夫 链 . 为 了 计算 这 个 马尔 可 夫 链 的 转移 概 
率 Pj, 首先 注意 , 只 要 有 顾客 在 接受 服务 , 在 任意 长 度 为 上 的 区 间 中 服务 的 次 数 是 
均值 为 pt 的 泊 松 随机 变量 . 它 之 所 以 正确 是 因为 在 相继 的 服务 之 间 的 时 间 是 指数 
随机 变量 , 而 我 们 知道 这 使 得 服务 的 次 数 构成 一 个 泊 松 过 程 . 因此 ， 


Fit1-; ER 上 edG 人 ) 7] =0,1,.…,1 
0 . 


这 是 由 于 如 果 到 达 者 看 到 系统 中 有 i 人 , 那么 下 一 个 到 达 者 将 看 到 i 十 1 减 去 已 经 
接受 了 服务 的 人 数 , 而 容易 看 出 有 7 个 已 经 接受 了 服务 的 概率 等 于 上 式 的 右边 ( 通 
过 对 相继 的 到 达 之 间 的 时 间 取 条 件 ). 

Po 的 公式 稍 有 不 同 ( 它 是 在 有 分 布 G 的 随机 时 间 长 度 中 至 少 发 生 i 十 1 个 泊 
松 事 件 的 概率 ), 可 以 得 自 


Fio=1— Pir 
j=0 
极限 概率 Tk, k= 0, 1 Ee 可 以 得 目 
Nk = 》 TiPig, 8 过 0， >》 me 一 1 
的 唯一 解 , 其 中 , 在 这 种 情形 可 简化 为 


> Oo 1 十 1 一 大 oo 
. 一 人 tt (14t) > NE 
Ak 全 | e CGI 有 二 2 2 2 1 (8.52) 


(我 们 没有 包含 方程 ro -niPio, 因为 这 些 方程 中 往往 有 一 个 是 多 余 的 .) 
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为 了 求解 上 述 方程 , 让 我 们 试探 形式 为 rk = cB* 的 解 . 代入 方程 (8.52) 得 到 


2 一 /tt (At) 于 
or 人 ac 


一 大 一 工 


(CH 一 
-ec/ 。 e- 尼 Bkr-1 3 re pe Ej dG (8.53) 
然而 
— (But)’+— 28 一 eBnt 
reser = 
于 是 方程 (8.53) 简化 为 
k _ pk—l es t(1—p) 
pr = pe | om-AaG) 
或 


p= 上 eHt(1-P)dG(t) (8.54) 
0 


常数 c 可 以 由 > ， mk = 1 得 到 , 它 蕴 合 


cy》 有 = 


0 


或 
c 一 1 一 CO 


因为 (mk) 是 方程 (8.52) 的 唯一 解 , 而 mx = (1 -- A)B* 满足 这 个 方程 , 由 此 推出 
mx 一 (1 一 6)02， k = 0,1,.…: 


其 中 6 是 方程 (8.54) 的 解 . (可 以 证 明 如 果 G 的 均值 大 于 平均 服务 时 间 1/y, 则 在 
0 与 1 之 间 存 在 唯一 的 值 8 满足 方程 (8.54).) 6 的 确切 值 通常 只 能 由 数值 方法 得 
到 |. 
因为 x 是 一 个 到 达 者 看 到 个 顾客 的 极限 概率 , 它 正 是 在 8.2 节 中 定义 的 ak 
因此 
ak=(1—PB)B", k>0 (8.55) 





8.7 G/M/1 模 型 ”421 
我 们 可 以 通过 对 顾客 到 达 时 系统 中 的 人 数 取 条 件 得 到 W. 这 导致 
W= 5 系统 中 时 间 | 到 达 者 看 到 个 人 ](1 -有 
k 
=- 叶 一 -0 - 6)6* (因为 着 到 达 者 看 到 个 人 
k 
则 它 在 系统 中 将 花费 + 1 个 服务 周期 


1 
0 (De = rE) 
并 且 
a ed Fy AL 一 0) 


(8.56) 
其 中 入 是 平均 到 达 时 间 的 倒数 . 即 


> [ rdG(7z) 


事实 上 , 确切 地 按 8.3.1 节 和 习题 4 中 对 M/M/1 展示 的 同样 方式 , 我 们 可 以 证 
明 z 
W* 是 速率 为 u(1 - 6) 的 指数 随机 变量 
i -{ 以 概率 1 一 6 等 于 0 
% 以 概率 6 等 于 速率 为 1(1 一 6) 的 指数 随机 变量 


其 中 W* 和 Ws 分 别 是 一 个 顾客 呆 在 系统 中 和 队列 中 的 时 间 (它们 的 均值 分 别 是 
W 和 Woe). 

虽然 ak = (1 一 B)B* 是 一 个 到 达 者 看 到 系统 中 有 上 个 人 的 概率 , 然而 它 并 不 等 
于 在 系统 中 有 上 个 人 的 时 间 比 例 (因为 到 达 过 程 不 是 泊 松 过 程 ). 为 了 得 到 P, 我 们 
首先 注意 到 系统 中 的 人 数 从 一 1 变 为 k 的 速率 , 必须 等 于 从 上 变 为 k 一 1 的 速率 
(为 什么 ?). 现在 从 一 1 变 为 上 的 速率 等 于 到 达 速 率 入 乘 以 到 达 者 看 到 系统 中 有 
k 一 1 个 人 的 比例 . 就 是 说 


系统 中 人 数 从 k 一 1 变 为 k 的 速率 = Aak-1 


类 似 地 , 系统 中 人 数 从 变 为 一 1 的 速率 , 等 于 在 系统 中 有 个 人 的 时 间 比 例 乘 
以 (常数 ) 服务 速率 . 就 是 说 


系统 中 人 数 从 k 变 为 k 一 1 的 速率 = Pep 
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将 这 些 速 率 用 等 号 连接 , 导致 


入 
Pr = —ak-1, kk 二 1 
Th 


所 以 由 方程 (8.55) 
及 = 20 0 


并 且 因 为 BB =1- 》 ，|, 及 ,我们 得 到 
这 全 
多 
注 “ 在 上 面 的 分 析 中 , 我 们 猜测 马尔 可 夫 链 的 平稳 概率 的 解 的 形式 rk = 6*, 然后 
将 它 代 入 平稳 方程 (8.52) 验证 这 个 解 . 然而 , 可 以 直接 推断 马尔 可 夫 链 的 平稳 概率 


都 是 这 样 的 形式 . 为 此 , 定义 6; 为 马尔 可 夫 链 在 相继 两 次 访问 状态 i(i > 0) 之 间 访 
问 状态 i 十 1 的 期 望 次 数 . 现在 不 难看 出 (我 们 让 你 自己 推出 它 ) 


Bo=PB1= 6B»=:.=6 
现在 可 以 用 更 新 报酬 过 程 证 明 
ri 二 BI 茵 一 个 i~ 1 循环 中 访问 状态 i+1 的 次 数 - -后 


El[ 在 一 个 i~ i 循环 中 的 转移 次 数 ] /ni 
所 以 z 


Mis1= Bimi= Bni, i 之 0 
”因为 ，m ==1, 上 式 蕴涵 着 
| ni=Pi(l-pB), i>0 


G/M/1 的 忙 期 与 朵 期 


假设 一 个 到 达 者 正好 看 见 系统 是 空 的 (所 以 开始 一 个 忙 期 ) 且 以 NN 记 在 这 个 忙 
期 中 接受 服务 的 顾客 数 . 由 于 第 N 个 到 达 者 (在 忙 期 的 开始 者 之 后 的 ) 也 将 看 见 系 
统 是 空 的 , 由 此 推出 N 是 马尔 可 夫 链 从 状态 0 到 状态 0 的 转移 次 数 . 因此 , 1/EIN] 
是 让 马尔 可 夫 链 进入 状态 0 的 转移 比例 ; 或 者 等 价 地 , 是 看 到 系统 空 着 的 到 达 者 的 
比例 . 所 以 


1 
MN 
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同样 , 因为 下 一 个 忙 期 开始 于 第 NN 个 到 达 间 隔 , 由 此 推出 循环 时 间 ( 即 忙 期 和 闲 期 
的 和 ) 等 于 直到 第 N 个 到 达 间 隔 的 时 间 . 换 句 话说 , 忙 期 和 闲 期 的 和 可 以 表示 为 N 
个 到 达 间 隔 时 间 的 和 . 于 是 , 若 五 是 忙 期 开始 后 第 i 到 达 间 隔 时 间 , 则 


| 
忆 [ 忙 期 ] + EI[ 闲 期 ]= EE 这 | = EINJE[T) (由 Wald 方 程 ) 


1 


”XI 二 人 ) (8.57) 
关于 E[ 忙 期 和 EI[ 闲 期 ] 之 间 的 第 二 个 关系 , 我 们 可 以 用 在 8.5.3 节 中 同样 的 推理 得 
出 结论 
_ EI] 
EI 办 ] + 也 [位 
并 且 因 为 PB = 1 一 和 /j, 将 它 与 式 (8.57) 结合 起 来 , 我 们 得 到 
1 三 次 


人 -| 二 > © | EY 
Elf] = ey EI 办] = py 
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考虑 由 工作 时 间 是 速率 为 的 独立 指数 随机 变量 的 m 台 机 器 组 成 的 一 个 系统 . 
在 一 台 机 融 出 现 故障 时 , 立刻 送 它 到 只 有 一 个 修理 工 的 一 个 修理 站 修理 . 如 果 修 理 
工 有 空 , 则 马上 开始 修理 这 台 机 器 ; 否则 , 这 台 机 器 加 入 坏 机 器 队列 . 当 一 台 修 理 完 
毕 后 , 它 立 刻 变 成 工作 机 器 , 而 且 开始 修理 在 坏 机 器 队列 中 的 另 一 台 机 器 ( 当 队 列 非 
空 时 ). 相继 的 修理 时 间 是 独立 随机 变量 , 具有 分 布 密度 9 和 均值 


1—h 


ua= | Z9(Z)dz. 
0 


为 了 分 析 这 个 系统 , 以 确定 一 些 量 , 例如 不 能 工作 的 机 器 的 平均 台数 和 一 台 机 
器 不 能 工作 的 平均 时 间 , 我 们 将 使 用 指数 分 布 的 工作 时 间 得 到 一 个 马尔 可 夫 链 . 特 
别 地 , 以 X 记 紧 随 第 n 次 修复 发 生 时 机 器 出 现 故 障 的 台数 , n > 1， 现 在 如 果 
Xn = 二 i > 0, 那么 当 第 n 次 修复 刚 发 生 时 的 情况 是 , 正 要 开始 修理 一 台 机 器 , 有 ;i -1 
台 机 器 在 等 待 修理 , 并 且 有 m -i 台 机 器 在 工作 , 其 中 每 一 台 将 (独立 地 ) 继续 工作 
一 个 速率 为 和 的 指数 时 间 . 类 似 地 , 如 果 XX = 0, 那么 有 mm 台 机 器 在 工作 , 其 中 
每 一 台 将 (独立 地 ) 继续 工作 一 个 速率 为 和 的 指数 时 间 . 从而, 有 关 这 个 系统 的 更 
早 状 态 任何 信息 , 并 不 影响 在 下 一 个 修理 完成 的 时 刻 离开 工作 的 机 器 台数 的 概率 分 
布 ; 因此 , {Xn,n > 1} 是 一 个 马尔 可 夫 链 . 为 了 确定 它 的 转移 概率 已 ， 首 先 假设 
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; > 0. 取 条 件 于 下 一 个 修理 完成 的 时 间 长 度 尼 并 且 利用 m i 个 剩余 工作 时 间 的 
Pii_1+i 二 P{ 在 RR 期 间 有 j 台 故 障 } 
= 三 P{ 在 期 间 有 j 台 故 障 |R 一 rjg(r)dr 


-| | ) (1 -eM)i(e™)™ Tig(r)dr 
9 7 


如 果 纪 = 0, 那么 因为 直到 机 器 中 的 一 台 故 障 前 下 一 次 修理 不 会 开始 , 故 
Po,; = Pj, 7 <m—1 


以 zij,j = 0,…,m 一 1 记 这 个 马尔 可 夫 链 的 平稳 概率 . 即 , 它们 是 
m—1 
Ny -RS > Nl 
i 7 一 0 


的 唯一 解 . 所 以 , 在 用 显 式 确定 转移 概率 , 上 且 求 解 上 述 方程 之 后 , 我 们 就 知道 在 修复 
完成 而 所 有 的 机 器 都 工作 的 比例 ro 的 值 . 如 果 所 有 的 机 器 都 在 工作 , 让 我 们 说 系 
统 处 于 “ 开 ” 状 态 ,, 否则 就 说 处 于 “ 尖 ” 状态 (于 是 , 当 修 理工 闲 时 系统 处 于 开 , 而 
当 修 理工 忙 时 系统 处 于 关 ). 因为 当 系 统 回 到 开 时 所 有 的 机 器 都 在 工作 , 从 指数 随机 
变量 缺乏 记忆 性 推出 , 系统 在 回 到 “ 开 ” 时 一 切 都 概率 地 重新 开始 . 因此 , 这 个 开 - 
， 统 是 一 个 交替 更 新 过 程 . 假设 系统 刚 变 为 开 , 于 是 开始 了 一 个 新 的 循环 ， 而 令 

> 1 是 从 这 个 时 刻 开始 的 第 i 次 修复 的 时 间 . 同样 . 以 入 记 在 这 个 循环 中 关 
的 时 间 内 佬 理 的 次 数 那么 , 关 时 期 的 长 度 可 以 表示 为 


BB ~ 已; 
?一 1 
此 由 Wald 方程 ( 见 第 7 章 习 题 13), 我 们 有 
E[B] = EINJEIR] = 了 NA 


同样 , 因为 一 个 开 时 间 将 持续 到 有 一 台 机 器 出 现 故障 为 止 , 而 且 因 为 独立 指数 随机 
变量 的 最 小 值 是 指数 随机 变量 , 其 参数 是 它们 的 参数 的 和 , 由 此 推出 在 一 个 循环 中 
的 开 ( 闲 ) 的 平均 时 间 为 

El = 1/(mA) 
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因此 , 修理 工 在 忙 的 时 间 的 比例 Ps 满足 


Pp = ELVjH 
”了 Nu 二 In) 


然而 , 因为 平均 地 每 ELV] 个 完成 修理 中 的 一 个 将 使 所 有 的 机 器 工作 , 由 此 推出 
1 


7T0 = 一 -一 一 


EIN] 


从 而 
a HR 
PB Se pr 0 (8.58) 
现在 集中 注意 于 一 台 机 器 , 记 它 为 机 器 1, 而 以 Pr 记 机 器 1 被 修理 的 时 间 比 
例 . 由 于 修理 工 忙 的 时 间 比 例 是 Pp, 并且 因为 所 有 的 机 器 以 相同 的 速率 发 生 故 障 ， 
且 有 相同 的 修理 分 布 , 由 此 推出 


Pp HR 
ya EN el Rs 8.59 
Em muR 十 Tro/ 和 (399) 


然而 , 机 器 1 交替 地 处 于 时 间 周 期 : 在 工作 , 在 队列 中 等 待 和 在 修理 之 间 . 以 Wi, @;， 0; 
分 别 记 机 器 1 第 ;次 工作 的 时 间 , 第 i 次 排队 的 时 间 和 第 i 次 修理 的 时 间 ,i > 1. 那 
么 , 机 带 1 在 它 的 前 交 个 工作 - 排队 - 修理 的 循环 周期 中 修理 的 时 间 比 例 是 : 

机 徐工 在 的 前 ?个 循环 周期 中 修理 的 时 间 比 例 


1 二 1 i 二 1 


>》 TH +》 Qi 十 》 5 Wi/n+ DQi/n+ >》 Si/n 
2 二 1 2 二 1 i 二 1 %==1 n= 二 1 2 二 1 


令 n 一 oo, 并 且 利用 强大 数 定律 得 到 Wi 的 平均 与 5; 的 平均 分 别 收敛 到 1/ 和 和 


HR, 由 此 得 到 
HR 


~ 1/A+T+hR 
其 中 可 是 机 器 1 故障 时 在 队列 中 等 待 的 平均 时 间 . 利用 方程 (8.59) 上 式 给 出 


I NE 
muR+Nro/A 1/A+Q@+hR 


hr 


或 者 , 等 价 地 , 有 : 
Q@=(m 一 Tu 一 (1 一 7T0)/A 入 
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此 外 , 由 于 所 有 的 机 器 都 概率 地 等 价 , 由 此 推出 @ 等 于 失效 机 器 在 队列 中 花费 的 平 
均 时 间 Wo. 为 了 确定 队列 中 机 器 的 平均 数 , 我 们 利用 基本 排队 恒等式 

Lo = Ma Wo = MQ 


其 中 和 是 机 器 的 平均 故障 率 . 为 了 确定 , 再 次 集中 注意 于 机 器 1, 并 且 假设 只 要 
机 占 在 修理 我 们 就 在 每 单位 时 间 赚 得 1. 于 是 由 方程 (8.1) 的 基本 价格 恒等式 推出 


PR = 71MR 


其 中 ri 是 机 器 1 的 平均 故障 率 . 于 是 , 由 方程 (8.59), 我 们 得 到 


1 
MHR 二 70/ 入 


因为 所 有 mm 台 机 器 有 相同 的 故障 率 , 上 面 的 等 式 纶 含 


7T1 


mm 


Xo = M71 = 一 一 
= muR 十 To/ 入 


它 给 出 在 队列 中 的 机 器 平均 数 为 


_ mm— Dur — ml — mo)/A 


L 
< muR + To/ 和 


由 于 在 修理 的 机 器 平均 数 是 Pp, 上 式 与 方程 (8.58) 合 起 来 说 明 不 在 工作 的 机 各 的 


平均 数 是 
mur — m(l 一 To)/ 入 


L= Lot+tPs = 
< | muR + no/AW 


8.9 ”多 服务 线 系统 


分 析 具 有 多 于 一 条 服务 线 的 系统 大 体 上 要 比 单 服务 线 系统 复杂 得 多 . 在 8.9.1 
节 中 , 我 们 首先 从 不 允许 有 排队 的 泊 松 到 达 开 始 , 然后 在 8.9.2 节 中 考虑 无 穷 容量 的 
M/M/k 系统 . 对 于 这 两 种 系统 , 我 们 能 够 给 出 其 极限 概率 . 在 8.9.3 节 中 , 我 们 考虑 
G/M/k 模型 , 这 里 的 分 析 类 似 于 G/M/1, 我 们 将 用 个 量 来 代替 由 积分 方程 的 解 
给 出 的 单个 量 6. 我 们 在 8.9.4 节 中 以 模型 M/G/k 结束 , 不 幸 的 是 , 我 们 前 面 的 技 
术 (用 于 M/G/1) 不 再 能 够 使 我 们 推导 得 到 We, 而 我 们 满足 用 一 个 近似 方法 . 


8.9.1 Erlang 损失 系统 


损失 系统 是 一 种 排队 系统 , 其 中 到 达 者 看 到 所 有 的 服务 线 都 在 忙 时 并 不 进入 
更 确切 地 说 , 他 是 系统 丢失 的 顾客 . 最 简单 的 这 种 系统 是 M/M/K 损失 系统 , 其 中 顾 
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客 按 速 率 为 的 泊 松 过 程 到 达 , 如 果 k 条 服务 线 中 至 少 有 一 条 服务 线 闲 着 , 顾客 就 
进入 系统 , 然后 花费 一 个 速率 为 / 的 指数 时 间接 受 服务 . 这 个 系统 的 平衡 方程 是 











状态 离开 速率 = 进入 速率 
0 A 和 Po 一 uP 
1 (入 二 WP 一 21 户 十 和 AZo 
20<7I<K (入 十 in)P,; 一 (i 不 1)1 已 +1 + 和 Pl 
k kuPx = APr-1 
经 过 改写 , 给 出 
ADPo = LP, 
MP =24P,, 
PB =34P,, 
Pi-1 = kuPr 
或 入 
PhP = 三 了 了 0) 
fh 
入 PP _ Wr) 
P < D111! 9 Ph, 
入 (CMVAJ) 
P=—P, = PP 
3= 3 ar 2 
_ 人 _ Wn) 
PF = pt! = Po 
k 
并 且 利 用 > PR; = 1, 我 们 得 到 
2 /271 
> 


DA 

因为 E[S] = 1/1, 其 中 E[S] 是 平均 服务 时 间 , 上 面 的 等 式 可 以 写成 
CE 

2 ,oNELS])’ /7! 

现在 考虑 除了 服务 时 间 是 一 般 分 布 的 同样 系统 一 即 考虑 不 允许 排队 的 M/G/k 


这 个 模型 有 时 称 为 Erlang 损失 系统 . 可 以 证 明 (虽然 这 个 证 明 是 更 高 水 平 的 ) 方程 
(8.60) ( 称 为 Erlang 损失 公式 ) 对 这 种 更 加 一 般 的 系统 仍然 有 效 . 


P= i=0,1,...,k (8.60) 
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8.9.2 M/M/K 排队 系统 


M/M/k 无 穷 容量 的 排队 系统 可 以 用 平衡 方程 的 技术 进行 分 析 . 我 们 留 给 读者 
去 验证 





/py) 
EU 
po) TO, OW: by 
4 k! 1 一 入 
irk 


从 上 式 我 们 看 到 , 我 们 需要 加 上 条 件 和 < ky 


8.9.3 ”G/M/k 排队 系统 


在 这 个 模型 中 , 我 们 也 假设 有 条 服务 线 , 每 一 条 以 j 的 指数 速率 服务 . 然而 ， 
现在 我 们 允许 相继 到 达 的 间隔 时 间 有 一 个 任意 的 分 布 G. 为 了 保证 存在 一 个 稳定 
的 (或 极限 的 ) 状态 分 布 , 我 们 假定 条 件 1/pe < kp, 其 中 He 是 分 布 G 的 均值 ” 

对 于 这 个 模型 的 分 析 , 类 似 于 在 8.7 节 中 介绍 的 天 = 1 的 情形 . 即 , 为 了 避免 奶 
踪 从 最 后 一 个 到 达 者 开始 的 时 间 , 我 们 只 看 系统 的 到 达 时 刻 . 再 一 次 , 我 们 定义 Xn 
为 第 n 个 到 达 时 刻 在 系统 中 的 人 数 , 那么 {Xn,n > 0} 是 马尔 可 夫 链 . 

为 了 推导 这 个 马尔 可 夫 链 的 转移 概率 , 首先 有 助 于 注意 到 关系 


Xntl 二 Xn 二 1 一 Y,， 7 之 0 


其 中 六, 表示 在 第 7 个 和 第 nn 十 1 个 到 达 者 之 间 的 到 达 间 隔 期 间 离 开 系 统 的 顾客 数 . 
现在 转移 概率 PB; 可 以 计算 如 下 : 

情形 1: 7 >i+1 

在 这 种 情形 容易 推出 Pi; = 0. 

情形 2: 7<i+t+l<k 

在 这 种 情形 如 果 到 达 者 看 到 系统 中 有 i 个人, 那么, 因为 i < 必 新 的 到 达 者 将 
立刻 进入 系统 . 因此 , 下 一 个 到 达 者 将 看 到 了 个 人 , 如 果 在 此 到 达 间 隔 期 间 这 i 十 1 


@@ 由 更 新 理论 (命题 7.1) 推出 , 顾客 按 速率 1/jG 到 达 , 而 因为 最 大 的 服务 速率 是 kp, 为 了 极限 概率 
存在 我 们 显然 需要 1/HAG < ky. 
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个 服务 中 怡 有 ;1 _ 7 已 完成 服务 . 取 条 件 于 这 个 到 达 间隔 时 间 的 长 度 导致 
Fj; = P{ 在 一 个 到 达 间 隔 时 间 i 十 1 人 中 有 i 十 1 一 ;7 已 完成 服务 } 
= | P{i 十 1 人 中 有 i 二 1 一 j 已 完成 服务 | 到 达 间 隔 时 间 是 t}dG() 


of it+l ee | 
= 上 | ) (i— ett)itlTi(e tt)idG(t) 
9 了 


其 中 最 后 的 等 式 是 由 于 在 时 间 段 二 中 完成 服务 的 次 数 具 有 二 项 分 布 , 

情形 3: i+1>j>k 

在 这 种 情形 求 P; 的 值 , 我 们 首先 注意 到 , 当 所 有 的 服务 线 都 忙 时 , 离开 过 程 是 
速率 为 ky 的 泊 松 过 程 (为 什么 ?). 因此 , 再 对 这 个 到 达 间 隔 时 间 的 长 度 取 条 件 , 我 
们 有 


褒 = PE+1- 从 离开 } = 人 Pi+1- j 人 在 时 间 + 离 开 ldGU 
1 
本 
情形 4: i+1>%k>j 
在 这 种 情形 , 当 所 有 的 服务 线 都 忙 时 , 离开 过 程 是 泊 松 过 程 , 由 此 推出 直到 系统 
中 只 有 大 个 人 为 止 的 时 间 长 度 将 具有 参数 为 ;1-- bs hy 的 人 玛 分 布 (速率 为 ty 的 
泊 松 过 程 直到 ?+ 1 二 个 事件 发 生 的 时 间 是 以 i+1 一 名 kj 为 参数 的 伽 玛 分 布 ). 首 
先 取 条 件 于 到 达 间隔 时 间 , 然后 取 条 件 于 对 直到 系统 中 只 有 个 人 为 止 的 时 间 ( 称 
后 面 的 随机 变量 为 To), 导致 


P= [ ”p{ 在 时 间 t 内 有 i 十 1 一 了 人 离开 }dG(2) 


co [rt i—k 

- | | P{ 在 时 间 t 内 有 i 十 1 一 j 人 离开 Im = s}hpe- es TET dsdG() 
oo yt/ le i (nt) 

(t—s)\k (t—s) kuyss rT 

-人 | ) (le te HE be Cy dsdG(t) 


其 中 最 后 的 等 式 是 由 于 在 时 间 s 接受 服务 的 个 人 中 到 时 间 + 为 止 完成 服务 的 人 
数 是 具有 参数 上 和 1 - erwte-9) 的 二 项 分 布 

现在 我 们 可 以 , 直接 代入 方程 x; = > TiPi;, 或 者 用 8.7 节 结 尾 处 在 注 中 介绍 
的 同样 推理 , 验证 这 个 马尔 可 夫 链 的 极限 概率 具有 形式 


TIK 一 1 十 7 一 cB’, 7 一 0， 1 
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将 它 代 入 7j = > TiP;; 中 的 任意 方程 , 在 7 > k 时 得 到 6 由 
/knt(1-P)qG 
0 | e O 


的 解 给 出 . 

值 xo, zi,…,7k-2 可 以 由 递 推 地 求解 稳 态 方程 的 前 一 1 个 得 到 , 而 c 可 以 利 
用 > Ai 二 1 算得 . 

如 果 我 们 以 Ws 记 一 个 顾客 在 队列 中 花费 的 时 间 , 那么 确切 地 如 G/M /1 同样 
的 方式 , 我 们 可 以 证 明 


0, 以 概率 》 mi 一 1 5 
Wo ss 


, »  __ 
Exp(kp(1 一 B))， 以 概率 》 mi 二- 一 
其 中 Exp(ku(1 一 D)) 是 一 个 速率 为 ku(1 一 DO) 的 指数 随机 变量 . 
8.9.4 。 M/G/k 排队 系统 
在 本 节 中 , 我 们 讨论 M/G/k 系统 , 其 中 顾客 以 泊 松 速率 和 到 达 , 且 由 大 条 服务 
线 中 的 任意 一 条 提供 服务 , 每 一 条 服务 线 具 有 服务 分 布 G. 如 果 我 们 试图 对 M/G/k 
系统 作 仿照 在 8.5 节 中 介绍 的 分 析 , 那么 , 我 们 将 从 基本 等 式 








V = ME[ISIWo + AE[S*]/2 (8.61) 


开始 , 并 且 尝 试 推导 联系 V 与 Wo 的 第 二 个 方程 . 

现在 如 果 我 们 考虑 一 个 任意 的 到 达 者 , 那么 我 们 有 以 下 的 等 式 

顾客 到 达 时 系统 中 的 功 = kx 顾客 在 队列 中 花费 的 时 间 +R (8.62) 
其 中 有 R 是 在 顾客 到 达 的 时 刻 系 统 中 所 有 其 他 在 服务 的 顾客 的 剩余 服务 时 间 之 和 |. 

得 到 上 式 是 因为 当 到 达 者 在 队列 中 等 候 时 , 功 是 以 单位 时 间 速 率 上 产生 的 ( 因 
为 所 有 的 服务 线 都 在 忙 ). 于 是 , 当 他 在 队列 等 候 时 , 产生 了 一 个 数量 为 Ex 在 队列 
的 时 间 的 功 . 现在 , 当 他 到 达 时 产生 了 所 有 这 样 的 功 ， 另 外 , 当 他 接受 服务 时 仍旧 
在 接受 服务 那些 人 的 剩余 功 也 在 他 到 达 时 产生 了 所 以 我 们 得 到 了 方程 (8.62). 
作为 一 种 解释 , 假设 共有 3 条 服务 线 , 当 顾客 到 达 时 , 它们 全 都 在 忙 . 另外 假设 , 在 
系统 中 没有 其 他 顾客 , 而 3 个 在 服务 的 人 的 剩余 服务 时 间 是 3, 6 和 7. 因此 , 到 达 者 
看 到 的 功 是 3 十 6 十 7 = 16. 现在 到 达 者 将 在 队列 中 等 待 3 个 时 间 单 位 , 而 当 他 进入 
服务 , 其 他 两 个 顾客 的 剩余 服务 时 间 是 6-3=3 和 7-3=4, 而 作为 方程 (8.62) 的 
一 个 验证 , 我 们 看 到 16 =3x3+7. 
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对 方程 (8.62) 取 期 望 , 并 且 利 用 泊 松 到 达 看 到 时 间 平 均 的 事实 , 我 们 得 到 
V = kWo + EI[A] 


它 与 方程 (8.61) 一 起 , 如 果 我 们 能 够 计算 E[A], 就 使 我 们 能 解 出 We. 然而 , 没有 计 
算 E[R] 的 确切 公式 的 已 知 方法 , 事实 上 , 在 参考 文献 6 中 , 利用 上 面 的 方法 然后 再 
逼近 E[R] 以 得 到 Wo: 
NE[LS?](E[LS])®— 
k—1l 
(AE[9j)” (AE[S])- 
2( 估 一 JI 人 一 XEIS)2 | > nl + RI — XETS) 


7 一 0 


当 服务 分 布 是 伽 玛 分 布 时 显示 , 上 面 的 近似 已 经 与 We 非常 接近 . 当 G 是 指数 分 布 
时 , 它 也 是 精确 的 . 


Wo = (8.63) 


习 题 
1. 对 于 M/M/1 排队 系统 , 计算 
(a) 在 一 个 服务 周期 到 达 顾 客 的 期 望 数 、 。 (b) 在 一 个 服务 周期 没有 顾客 到 达 的 概率 . 
提示 :“ 了 到 条 件 ” 

“2. 工厂 中 的 机 器 以 每 小 时 6 台 的 指数 速率 发 生 故障 . 设 有 一 个 修理 工 , 他 以 每 小 时 8 台 
的 指数 速率 修复 ， 当 机 器 停止 工作 失去 生产 能 力 时 会 引起 每 小 时 每 台 机 器 10 元 的 费 
用 . 问 由 于 机 器 故障 而 引起 的 平均 费用 率 是 多 少 ? 

3. 市 场 经 理 要 么 雇用 Mary 要 么 雇用 Alice. Mary 以 每 小 时 20 个 顾客 的 指数 速率 服务 ， 
以 每 小 时 3 美元 的 价格 被 雇用 . Alice 以 每 小 时 30 个 顾客 的 指数 速率 服务 , 以 每 小 时 
C 美元 的 价格 被 雇用 . 经 理 估计 , 平均 地 每 个 顾客 的 时 间 每 小 时 值 1 美元 , 且 应 该 将 这 
计 入 模型. 如 果 顾客 按 每 小 时 10 个 的 泊 松 速率 到 达 , 那么 
(a) 雇用 Mary 每 小 时 的 费用 是 多 少 ? 雇用 Alice 呢 ? 

(b) 求 C, 使 得 雇用 Mary 每 小 时 的 费用 与 雇用 Alice 一 样 . 

4. 对 于 M/M/1 系统 , 设 某 顾客 在 接受 服务 前 排队 等 待 的 时 间 为 > > 0. 

(a) 证 明 这 种 情况 下 , 当 该 顾客 到 达 时 , 系统 中 的 其 他 顾客 数 的 分 布 是 1 + P, 其 中 P 
是 均值 为 和 的 泊 松 随机 变量 
(b) 令 W8 表示 M/M/1 系统 中 顾客 排队 等 待 的 时 间 . 作为 (a) 分 析 的 附带 结果 , 证 明 


a 着 z= 二 0 
几 


入 


P{Wo < z+} = 
1 一 二 :一 (1 6)z) 着 zx 0 
pp bh 
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5. 


10. 


11. 
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从 习题 4 推出 , 如 果 在 M/M/1 模型 中 , W3 es 那么 


0, 以 概率 1 ee 
Exp(y — \), 以 概率 


其 中 Exp(w 一 入) 是 一 个 速率 为 一 入 的 指数 随机 变量 . 利用 它 求 Var(W6). 


.两 个 顾客 在 3 条 服务 线 之 间 移 动 . 在 服务 线 i 的 服务 完成 后 . 顾客 离开 此 服务 线 , 并 进 


入 其 他 两 个 服务 线 中 闲 着 的 那 条 服务 线 . (所 以 , 总 有 两 条 服务 线 在 忙 着 .) 如 果 服务 线 
i 的 服务 时 间 是 速率 为 yi 的 指数 时 间 , i = 1, 2,3. 问 服务 线 i 闲 着 的 时 间 比 例 是 多 少 ? 


. 证 明 具 有 到 达 率 和 和 服务 率 24 的 M/M /1 模型 的 W 小 于 具有 到 达 率 和 和 每 条 线 的 


服务 率 都 是 4 的 两 条 服务 线 的 M/M/1 模型 的 W. 你 能 直观 地 解释 这 个 结果 吗 ? 对 于 
Wo, 这 个 表述 也 正确 吗 ? 


. n 个 顾客 在 两 条 服务 线 之 间 移 动 .在 服务 完成 后 , 结束 服务 的 顾客 加 入 其 他 服务 线 的 


队列 (或 者 进入 服务 , 如 果 服 务 线 闲 着 ). sti i 4 的 指数 时 间 , 求 
有 j 个 顾客 在 服务 线 1 的 时 间 的 比例 , 7 = 0… 


. 一 个 设备 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 生产 产品 . 类 i， i k 件 产品 的 货架 空间 , 所 以 当 


出 现 k 件 产品 时 就 停止 生产 . 顾客 按 速率 为 的 泊 松 过 程 来 到 这 个 工厂 . 每 个 顾客 需 
要 1 件 产品 , 而 且 或 者 带 着 产品 立刻 离开 , 或 者 如 果 没有 他 要 的 产品 而 空手 离开 

(a) 求 空手 离开 的 顾客 比例 。 ”(b) 求 在 货架 上 有 一 件 产品 的 平均 时 间 

(c) 求 在 货架 上 产品 的 平均 数 

假设 现在 一 个 顾客 没有 看 见 任何 可 用 的 产品 , 只 要 此 时 等 待 的 顾客 不 多 于 n 一 1, 他 就 
加 入 “顾客 队列 ". 如 果 有 n 个 等 待 的 顾客 , 那么 新 到 达 者 将 不 带 任何 产品 离开 ， 

(d) 建立 平衡 方程 ，。 (e) 按照 平衡 方程 的 解 , 系统 中 的 顾客 平均 数 是 多 少 ? 

m 个 顾客 以 下 述 方式 频繁 地 访问 一 个 单 服务 线 的 服务 站 ， 当 一 个 顾客 到 达 时 , 如 果 服 
务 线 闲 荐 , 他 进入 服务 , 否则 就 加 入 队列 . 在 服务 完成 时 该 顾客 离开 系统 , 但 是 在 一 个 
速率 为 9 的 指数 时 间 后 回来 所 有 的 服务 时 间 按 速率 为 / 的 指数 分 布 

(a) 定义 状态 并 建立 平衡 方程 

用 平衡 方程 的 解 , 求 

(b) 顾客 进入 服务 站 的 平均 速率 . 

(c) 一 个 顾客 在 每 次 访问 中 在 服务 站 花费 的 平均 时 间 . 

考虑 一 个 有 泊 松 到 达 和 指数 服务 时 间 的 单 服务 线 排队 系统 , 做 以 下 改变 : 当 服务 完成 
时 只 以 概率 a 离开 . 该 顾客 以 概率 1 -a 加 入 队列 的 末端 代替 离开 . 注意 一 个 顾客 可 
以 接受 多 于 一 次 服务 . 

(a) 建立 平衡 方程 并 有 求解 基态 概率， 说 明 它 存在 的 条 件 . 

(b) 求 一 个 顾客 从 他 到 达 的 时 刻 直至 他 第 一 次 接受 服务 时 的 平均 等 待 时 间 . 

(c) 一 个 进入 系统 的 顾客 恰好 接受 n 次 服务 (n = 1,2,…) 的 概率 是 多 少 ? 


12. 
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(d) 一 个 顾客 在 系统 中 的 花费 在 服务 上 的 时 间 是 多 少 (不 包括 他 排队 等 候 的 时 间 ) ? 
提示 : 用 (c). 

(e) 一 个 顾客 接受 服务 的 时 间 总 长 度 的 分 布 是 什么 ? 

提示 : 它 是 无 记忆 的 吗 ? 

指数 排队 系统 其 中 状态 是 系统 中 的 顾客 数 已 知 是 生 灭 排队 系统 ， 对 于 这 样 的 系统 ,以 
和 x 记 在 系统 中 有 7 个 顾客 时 , 新 顾客 加 入 系统 的 速率 , 而 以 pn 记 在 系统 中 有 n 个 顾 
客 时 , 由 一 个 顾客 离开 系统 的 速率 . 

(a) 对 于 有 限 容 量 N 的 M/M/1 排 队 系统 给 出 和 A 和 jwn. ”(b) 写 出 平衡 方程 . 


“(c) 证 明 平 衡 方程 可 以 简化 为 一 组 方程 


*13. 


14. 


pe Ln+1Pnt+1, 9 之 0 


(d) 给 出 对 上 面 一 组 方程 的 直接 论证 . 

(e) 求解 上 述 方程 . 为 此 , 给 出 解 存在 的 必要 条 件 . 

(f) 平均 到 达 率 和 是 什么 ?  ”(g) 一 个 顾客 在 系统 中 花费 的 时 间 的 平均 数量 是 多 少 ? 
一 个 超市 有 两 个 收银 台 , 每 个 以 速率 为 4 的 指数 时 间 运 行 . 到 达 按 速率 为 和 的 泊 松 过 


程 到 达 . 收银 台 以 如 下 方式 运行 : 


GD 一 个 队 供给 两 个 收银 台 . 

(i) 一 个 收银 台 有 一 个 固定 收 款 员 操 作 , 而 另 一 个 收银 台 由 一 个 存货 管理 员 操 作 , 只 是 
在 系统 中 有 两 个 或 两 个 以 上 顾客 时 , 他 才 马 上 开始 收 款 . 只 要 管理 员 完 成 了 服务 , 且 在 
系统 中 少 于 两 个 顾客 , 他 将 回 到 存 代 岗位. 

(a) 令 Pn = 在 系统 中 有 个 人 的 时 间 比 例 . 建立 Pn 的 方程 , 并 且 求 解 . 

(b) 系统 中 的 人 数 从 0 到 1 的 速率 是 多 少 ? 从 2 到 1 的 速率 是 多 少 ? 

(c) 存货 管理 员 在 收 款 的 时 间 比 例 是 多 少 ? 

提示 : 当 系统 中 只 有 一 个 人 的 时 候 , 要 稍为 仔细 

顾客 按 每 小 时 40 人 速率 的 泊 松 过 程 到 达 一 个 单 服 务 线 的 设备 . 当 出 现 两 个 或 者 更 少 
的 顾客 时 , 只 有 一 个 服务 员 操 作 这 个 设备 , 而 对 每 个 顾客 的 服务 时 间 是 以 2 分 钟 为 均 
值 的 指数 分 布 . 然而 , 当 在 设备 中 有 3 个 或 者 更 多 的 顾客 时 , 有 一 个 助手 加 入 与 这 个 服 


” 务 员 一 起 工作 , 他 们 减少 平均 时 间 到 1 分 钟 . 假定 系统 的 容量 是 4 个 顾客 ， 


15. 


(a) 两 个 服务 员 都 闲 着 的 时 间 比 例 是 多 少 ? 

(b) 每 人 接受 与 他 实际 服务 顾客 的 时 间 成 比例 的 工资 , 两 人 的 服务 率 是 相同 的 . 如 果 他 
们 一 起 每 天 赚 得 100 美元 , 这 笔 钱 他 们 该 起 样 分 ? 

考虑 一 个 由 两 条 服务 线 4 和 B 组 成 的 序 贯 服务 系统 . 到 达 的 顾客 只 在 服务 线 4 朵 着 
时 进入 系统 . 如 果 一 个 顾客 进入 了 系统 , 他 立刻 接受 服务 线 4 服务 . 当 他 在 4 的 服务 
完成 时 , 如 果 B 闲 着 , 他 去 B; 如 果 B 忙 着 , 他 就 离开 系统 . 服务 线 B 的 服务 完成 时 ， 
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顾客 离开 系统 . 假定 这 个 ( 泊 松 ) 到 达 率 是 每 小 时 2 个 顾客 , 而 A 和 B 分 别 以 每 小 时 
4 个 和 2 个 顾客 的 (指数 ) 速率 服务 ， 

(a) 顾客 进入 系统 的 比例 是 多 少 ? ”(b) 进入 的 顾客 接受 B 服务 的 比例 是 多 少 ? 

(c) 进入 系统 的 顾客 平均 数 是 多 少 ? 

(d) 一 个 进入 的 顾客 在 系统 中 果 的 时 间 的 平均 数量 是 多 少 ? 

顾客 按 速率 为 入 = 5 的 泊 松 过 程 到 达 一 个 具有 两 条 服务 线 的 系统 . 到 达 者 看 到 服务 线 
1 闲 着 , 就 开始 在 这 个 服务 线 服务 . 到 达 者 看 到 服务 线 1 忙 着 , 而 服务 线 2 闲 着 , 就 进 
入 服务 线 2 接受 服务 . 到 达 者 看 到 两 条 服务 线 都 忙 着 就 离开 . 一 旦 一 个 顾客 接受 完了 
任意 一 条 服务 线 的 服务 , 他 就 离开 系统 . 服务 线 i 的 服务 时 间 是 速率 为 jv 的 指数 分 布 ， 
其 中 1 ==4， Ha = 2. 

(a) 一 个 进入 的 顾客 在 系统 中 呆 的 时 间 的 平均 数量 是 多 少 ? 

(b) 服务 线 B 在 忙 的 时 间 比 例 是 多 少 ? 

顾客 按 每 小 时 2 人 的 速率 的 泊 松 过 程 到 达 一 个 具有 两 条 服务 线 的 系统 . 到 达 者 看 到 服 
务 线 1 闲 着 , 就 开始 在 此 服务 线 服务 . 到 达 者 看 到 服务 线 1 忙 着 , 而 服务 线 2 闲 着 , 就 
开始 在 服务 线 2 服务 . 到 达 者 看 到 两 条 服务 线 都 忙 着 就 消失 . 当 一 个 顾客 接受 完了 服 
务 线 1 的 服务 , 如 果 服 务 线 2 在 闲 着 , 她 将 进入 服务 线 2 的 服务 , 如 果 服 务 线 2 忙 着 她 
就 离开 系统 . 一 个 在 服务 线 2 完成 了 服务 的 顾客 将 离开 系统 . 服务 线 1 和 服务 线 2 的 
服务 时 间 分 别 是 速率 为 每 小 时 4 个 与 6 个 的 指数 随机 变量 . 

(a) 没有 进入 系统 的 顾客 比例 是 多 少 ? 

(b) 进入 的 顾客 在 系统 中 果 的 时 间 的 平均 数量 是 多 少 ? 

(c) 进入 的 顾客 接受 服务 线 1 服务 的 比例 是 多 少 ? 

顾客 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 到 达 一 个 有 两 条 服务 线 的 系统 . 一 个 到 达 的 顾客 看 到 系统 
空 着 时 等 可 能 地 进入 任意 一 个 服务 线 接受 服务 . 一 个 看 到 系统 中 有 1 个 顾客 的 到 达 者 
将 进入 闲 着 的 服务 线 接 受 服务 . 一 个 看 到 系统 中 有 其 他 2 人 的 到 达 者 将 在 队列 中 等 符 
首先 空 的 服务 线 . 一 个 看 到 系统 中 有 3 人 的 到 达 者 不 再 进入 系统 . 所 有 的 服务 时 间 都 
是 速率 为 /的 指数 随机 变量 , 且 一 旦 顾客 接受 完了 服务 (由 任意 一 个 服务 线 ) 就 离开 系 
统 

(a) 定义 状态 .。 (b) 求 出 长 程 概率 . 

(c) 假设 一 个 顾客 到 达 时 看 到 系统 中 有 两 个 顾客 . 她 在 系统 中 呆 的 期 望 时 间 是 多 少 ? 


“(gq) 进入 系统 的 顾客 比例 是 多 少 ? ”(e) 进入 的 顾客 在 系统 中 呆 的 平均 时 间 是 多 少 ? 


19. 


经 济 情况 在 好 的 和 坏 的 时 期 之 间 轮 换 . 在 好 的 时 期 顾客 按 速率 为 Xi 的 泊 松 过 程 到 达 
某 个 单条 服务 线 的 系统 , 而 在 坏 的 时 期 他 们 按 速率 为 和 2 的 泊 松 过 程 到 达 . 一 个 好 的 时 
期 持续 速率 为 cl 的 指数 时 间 , 而 一 个 坏 的 时 期 持续 速率 为 ca 的 指数 时 间 . 一 个 到 达 
的 顾客 只 在 服务 线 闲 着 时 进入 排队 系统 ; 一 个 到 达 的 顾客 看 到 服务 线 忙 着 就 离开 . 所 
有 的 服务 时 间 都 是 速率 为 4 的 指数 随机 变量 . 

(a) 定义 状态 使 之 可 以 分 析 这 个 系统 . 


20. 


*21. 


22. 


23. 


(b) 给 出 一 组 线性 方程 , 使 它 的 解 将 是 系统 在 各 个 状态 的 时 间 的 长 程 比例 . 
根据 (b) 中 方程 的 解 , 问 z 

(c) 系统 是 空 着 的 时 间 比 例 是 多 少 ? ”(d) 顾客 进入 系统 的 平均 速率 是 多 少 ? 

有 两 种 类 型 的 顾客 : 类 型 1 和 类 型 2, 分 别 以 速率 为 和 1 和 Xz 的 泊 松 过 程 独立 地 到 达 . 
这 里 有 两 条 服务 线 . 如 果 服 务 线 1 闲 着 , 那么 类 型 1 到 达 者 将 进入 服务 线 1 服务 ; 如 果 
服务 线 忙 着 而 服务 线 2 闲 着 , 那么 类 型 1 到 达 者 将 进入 服务 线 2 服务 . 如 果 两 条 服 
务 线 都 忙 着 , 那么 类 型 1 到 达 者 将 离开 . 类 型 2 到 达 者 只 能 进入 服务 线 2 服务 ; 如 果 
类 型 2 顾客 到 达 时 服务 线 2 闲 着 , 那么 这 个 顾客 将 进入 这 条 服务 线 服务 ， 如果 类 型 2 
顾客 到 达 时 服务 线 2 忙 着 , 那么 这 个 顾客 就 将 离开 . 在 服务 线 i 的 服务 时 间 是 速率 为 
pi(i = 1,2) 的 指数 随机 变量 . 

假设 我 们 想 求 在 系统 中 顾客 的 平均 数 . 

(a) 定义 状态 。 ”(b) 给 出 平衡 方程 . 不 要 试图 求解 它们 . 

根据 长 程 概 率 , 问 

(c) 系统 中 顾客 的 平均 数 是 多 少 ? ”(d) 一 个 顾客 在 系统 中 呆 的 平均 时 间 是 多 少 ? 
假设 在 习题 20 中 我 们 想 求 一 个 类 型 1 顾客 在 服务 线 2 的 时 间 比 例 . 根据 在 习题 20 
中 给 出 的 长 程 概率 , 问 

(a) 类 型 1 顾客 进入 服务 线 2 的 速率 是 多 少 ? 

(b) 类 型 2 顾客 进入 服务 线 2 的 速率 是 多 少 ? 

(c) 在 服务 线 2 的 类 型 1 顾客 的 比例 是 多 少 ? 

(d) 一 个 类 型 1 顾客 在 在 服务 线 2 的 平均 时 间 是 多 少 ? 

顾客 按 速率 为 和 的 泊 松 过 程 到 达 一 个 单 服务 线 的 服务 站 . 看 到 服务 线 闲 着 的 所 有 到 达 
者 都 立刻 进入 服务 . 所 有 的 服务 时 间 都 按 速率 / 指数 地 分 布 . 看 到 服务 线 忙 着 的 所 有 
到 达 者 将 离开 系统 , 并 以 速率 为 9 的 指数 时 间 闲 游 后 回来 . 当 顾客 闲 游 回来 , 而 服务 线 
仍 在 忙 着 , 那么 这 个 顾客 会 再 次 以 速率 为 9 的 指数 时 间 闲 游 后 回来 . 一 个 看 到 服务 线 
在 忙 , 且 有 N 个 其 他 顾客 “在 闲 游 ' 的 到 达 者 将 离开 , 而 且 不 再 回来 . 

(a) 定义 状态 。 (b) 给 出 平衡 方程 

根据 平衡 方程 的 解 , 求 

(c) 最 终 接受 服务 的 顾客 比例 。 ”(d) 一 个 接受 服务 的 顾客 等 待 的 平均 时 间 . 

考虑 顾客 到 达 率 为 , 而 服务 线 的 服务 率 为 / 的 M/M/1 系统 . 然而 假设 服务 线 在 忙 
的 长 度 为 的 一 个 任意 区 间 , 以 概率 ah 十 o(h) 服务 线 将 损坏 并 致使 系统 关闭 . 所 有 在 
系统 中 的 顾客 都 离开 , 而 且 服 务 线 修复 好 之 前 没有 附加 的 到 达 者 允许 进入 系统 ， 修 复 
的 时 间 以 速率 6 指数 地 分 布 . 

(a) 定义 合适 的 状态 。 (b) 给 出 平衡 方程. 

根据 长 程 概率 , 问 

(c) 进入 系统 的 顾客 在 系统 中 等 待 的 平均 时 间 是 多 少 ? 
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(d) 进入 的 顾客 完成 服务 的 比例 是 多 少 ? 

(e) 在 服务 线 损坏 期 间 到 达 的 顾客 比例 是 多 少 ? 

再 考虑 习题 23. 这 次 假设 当 服务 线 已 损坏 并 在 修理 时 , 系统 中 的 顾客 被 保留 其 中 . 另 
外 , 假设 损坏 时 期 允许 新 的 到 达 者 进入 系统 ， 问 一 个 顾客 在 系统 中 等 待 的 平均 时 间 是 
多 少 ? 
按 参 数 为 》 的 泊 松 过 程 到 达 的 到 达 者 加 入 具有 指数 服务 率 4a 和 ja( 见 图 8.4) 的 两 


条 平行 的 服务 线 4 和 B 前 面 的 队列 . 当 系统 空 着 时 , 到 达 者 以 概率 a 进入 服务 线 4， 


26. 


27. 


以 概率 1 一 a 进入 服务 线 B. 此 外 队列 中 前 面 的 人 首先 进入 空 着 的 服务 线 . 

(a) 定义 状态 并 建立 平衡 方程 . 不 用 求解 . 

(b) 根据 (a) 中 的 概率 , 在 系统 中 的 平均 人 数 是 多 少 ? 平均 闲 着 的 服务 线 是 多 少 ? 
(c) 根据 (a) 中 的 概率 , 一 个 任意 的 到 达 者 在 4 接受 服务 的 概率 是 多 少 ? 


一 个 无 容量 限 止 等 待 空间 的 队列 , 按 泊 松 过 程 (参数 入) 到达 , 且 服 务 时 间 是 指数 分 布 
(参数 站. 然而 , 服务 线 在 开始 服务 第 一 个 顾客 前 要 等 待 到 有 K 个 人 出 现 ; 然后 , 每 次 
服务 一 个 , 直到 所 有 的 K 个 人 和 所 有 后 来 的 到 达 者 都 接受 了 服务 为 止 . 这 时 服务 线 将 
闲 着 , 直到 再 有 天 个 新 的 到 达 者 出 现 . 

(a) 定义 合适 的 状态 空间 , 画 一 个 转移 示意 图 , 并 建立 平衡 方程 . 

(b) 根据 极限 概率 , 一 个 顾客 在 队列 中 采 的 平均 时 间 是 多 少 ? 

(c) 入 和 / 必须 满足 的 条 件 是 什么 ? 

考虑 一 个 单 服务 线 的 指数 系统 , 其 中 普通 顾客 的 到 达 率 为 , 服务 率 为 上 另外 有 一 个 
特殊 的 顾客 具有 服务 率 yi. 只 要 这 个 特殊 的 顾客 到 来 , 她 直接 进入 服务 (如 果 有 其 他 


”人 正在 接受 服务 , 那么 这 个 人 将 返回 队列 ). 当 这 个 特殊 的 顾客 不 接受 服务 时 , 她 以 一 个 
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(平均 为 1/6 的 ) 指数 时 间 离开 系统 . 

(a) 这 个 特殊 的 顾客 的 平均 到 达 率 是 多 少 ?  (b) 定义 合适 的 状态 , 并 建立 平衡 方程 . 
(c) 求 一 个 普通 的 顾客 被 返回 队列 n 次 的 概率 . 

以 DD 记 在 和 < 4 的 平稳 M/M/1 排队 系统 中 相继 离开 之 间 的 时 间 . 取 条 件 于 一 次 离 
开 是 否 使 系统 为 空 , 证 明 D 是 速率 为 和 的 指数 随机 变量 . 
提示 : 取 条 件 于 一 次 离开 是 否 使 系统 为 空 , 我 们 看 到 

3 ”以 概率 Mk 

指数 (和 ) * 指数 (j)， 以 概率 1 一 和 /jp 
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其 中 指数 (和)* 每 数 (1) 表示 具有 速率 和 和 的 两 个 独立 的 指数 随机 变量 的 和 . 现在 
用 和 矩 母 沙 数 证 明 D 有 所 需 的 分 布 . 

注意 上 面 并 没有 证 明 离开 过 程 是 泊 松 过 程 . 要 证 明 这 个 结论 , 我 们 不 仅 需要 证 明 离开 
间隔 时 间 都 是 速率 为 和 的 指数 随机 变量 , 而 且 还 需要 证 明 它 们 是 独立 的 . 

潜在 顾客 按 速率 为 ^ 的 泊 松 过 程 到 达 一 个 单个 服务 员 的 美发 沙龙 . 看 到 服务 员 闲 着 的 
潜在 顾客 将 进入 系统 ; 看 到 服务 员 忙 着 的 潜在 顾客 将 离开 . 某 个 潜在 顾客 以 概率 pi 为 
类 型 i, 其 中 pi + pa + ps = 1. 类 型 1 顾客 由 服务 员 洗 发 , 类 型 2 顾客 由 服务 员 前 发 ; 
而 类 型 3 顾客 由 服务 员 先 洗 发 然后 前 发 . 服务 员 用 速率 为 yi 的 指数 时 间 洗 发 ， 且 用 速 
率 为 La 的 指数 时 间 剪 发 . 


. (a) 解释 为 什么 这 个 系统 可 以 用 4 个 状态 来 分 析 . 


(b) 给 出 一 个 方程 , 它 的 解 是 系统 在 每 个 状态 的 时 间 比 例 . 

根据 (b) 中 方程 的 解 , 求 

(c) 服务 员 在 前 发 的 时 间 的 比例 ; ”(d) 进入 的 顾客 的 平均 到 达 率 . 
对 于 一 前 一 后 的 排队 模型 验证 


Pr,m = (Mp1)" (1 — Mpi)N/p2)™ (1 — MA/p2) 


满足 平衡 方程 (8.15). 

考虑 有 3 个 站 的 网 络 . 顾客 分 别 按 速率 为 5, 10 和 5 的 泊 松 过 程 到 达 . 在 3 个 站 的 服 
务 时 间 分 别 是 速率 为 5, 10 和 5 的 指数 时 间 . 一 个 在 站 1 完成 了 服务 等 可 能 地 (i) 去 
站 2, (i) 去 站 3, 或 者 (说) 离开 系统 . 一 个 离开 站 2 服务 的 顾客 总 是 去 站 3. 一 个 离开 
站 3 服务 的 顾客 等 可 能 地 或 者 去 站 2, 或 者 离开 . 

(a) 在 系统 中 顾客 的 平均 数 是 多 少 (包含 所 有 3 个 站 ) ? 

(b) 一 个 顾客 在 系统 中 的 平均 时 间 是 多 少 ? 

考虑 一 个 由 两 个 顾客 在 两 条 服务 线 之 间 移 动 的 封闭 排队 网 络 , 并 且 假 设 在 每 次 完成 服 
务 后 , 顾客 等 可 能 地 去 每 一 条 服务 线 一 一 即 Pi,2 = 忆 ,1 = 1/2. 以 pi 记 在 服务 线 1 
的 指数 服务 率 , i = 1,2. : 

(a) 确定 每 条 服务 线 的 平均 顾客 数 . ”(b) 确定 每 条 服务 线 的 服务 完成 率 . 

解释 马尔 可 夫 链 蒙特 卡 罗 模 拟 怎样 用 吉 布 斯 抽样 法 去 估计 

(a) 在 一 次 访问 中 , 在 服务 线 了 呆 的 时 间 数 量 分 布 . 

提示 : 用 到 达 和 定理 . 

(b) 一 个 顾客 在 服务 线 ; 的 时 间 比 例 ( 即 , 或 者 在 服务 线 7 的 队列 , 或 者 在 服务 线 7 服 
务 ). 

对 于 开放 排队 网 络 

(a) 叙述 并 证 明 到 达 定 理 的 等 价 性 . 

(b) 对 于 一 个 顾客 在 系统 中 等 待 的 平均 时 间 , 推导 一 个 表达 式 . 
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i 


35. 


“36. 


37. 


38. 


“39. 


顾客 按 速 率 和 的 泊 松 过 程 到 达 一 个 单 服务 线 站 . 每 个 顾客 有 一 个 值 . 顾客 的 相继 值 是 
独立 的 , 而 且 来 自 一 个 (0, 1) 上 的 均匀 分 布 . 一 个 具有 值 z 的 顾客 的 服务 时 间 是 一 个 
均值 为 3+ 4z, 方差 为 5 的 随机 变量 

(a) 一 个 顾客 在 系统 中 等 待 的 平均 时 间 是 多 少 ? 

(b) 一 个 有 值 z 的 顾客 在 系统 中 果 的 平均 时 间 是 多 少 ? 

比较 M/G/1 系统 先 来 先 服务 规定 , 与 后 来 先 服务 规定 (例如 , 服务 的 单 件 是 从 一 堆 货 
的 顶部 拿 时 )， 你 想 队 列 的 长 度 , 等 待 时 间 和 忙 期 分 布 会 不 同 吗 ? 它们 的 均值 是 多 少 ? 
如 果 排 队 系统 的 规定 总 是 在 等 待人 中 随机 地 选取 , 那么 情况 将 怎样 ”直观 地 哪 一 种 规 
定 将 导致 等 待 时 间 分 布 的 最 小 方差 ? 

在 M/G/1 排队 系统 ， 

(a) 离开 后 留 下 功 为 0 离开 者 的 比例 是 多 少 ? 

(b) 一 个 离开 的 顾客 在 系统 中 看 到 的 平均 功 是 多 少 ? 


对 于 M/G/1 排队 系统 , 以 Xn 记 第 n 个 离开 的 顾客 在 系统 中 留 下 的 人 数 . 
(a) 如 果 
| pg 若 X 之 1 
| 一 + 
Ys 右 XXn 一 0 
Yn 表示 什么 ? 
(b) 将 上 面 改 写 为 
DG fh oR (8.64) 
其 中 
; -/+ 人 
0， 若 Xn >1 


取 期 望 , 并 在 方程 (8.64) 中 令 n 一 co 得 到 
El6w] = 1 — AE[S] 


(c) 将 方程 (8.64) 两 边 取 平方 , 再 取 期 望 , 然后 令 n 一 co 得 到 
A2E[S?] 
2(1 — AE[S)) 

(a) 论证 一 个 离开 者 看 到 的 平均 人 数 [Xoo] 等 于 工 

考虑 一 个 M/G/1 排队 系统 , 其 中 在 信 期 第 一 个 顾客 具有 服务 分 布 G1, 而 所 有 其 他 大 
客 具有 服务 分 布 G2. 以 C 记 在 一 个 忙 期 中 的 顾客 数 , 并 且 以 8 记 随 机 选取 的 一 个 顾 
客 的 服务 时 间 . 

论证 

(a) ao = PB =1—AMEIS). (b) EI9] = aoE[Si] + (1 — a0)E[S2], | Si 具有 分 布 Gi. 
(c) 用 (a) 和 (b) 证 明 一 个 忙 期 的 期 望 长 度 E[B] 由 E[B] = 给 出 . 


(d) 求 E[C]. 


E[Xw] = + AE[S] 





A ] 


40. 考虑 AE[S] < 1 的 一 个 M/G/1 排队 系统 
(a) 假设 服务 线 在 当 系统 中 有 n 个 顾客 的 时 刻 才 开始 服务 ， 
G) 论证 直到 在 系统 中 只 有 n 一 1 个 顾客 为 止 的 附加 时 间 与 忙 期 具有 相同 的 分 布 
(i) 直到 系统 空 为 止 的 期 望 附加 时 间 是 多 少 ? 
(b) 假设 在 某 个 时 刻 系统 中 的 功 为 4， 我 们 有 兴趣 于 直到 系统 空 为 止 的 期 望 附加 时 
间 一 一 称 它 为 EB[T]. 以 N 记 在 前 4 个 单位 时 间 期 间 到 达 的 人 数 ， 
G) 计算 EITIN]， (ii) 计算 ET]. 
41. 载 有 顾客 的 车 按 每 小 时 4 辆 的 速率 到 达 一 个 单 服务 线 的 站 ， 服 务 时 间 为 速率 每 小 时 
20 人 的 指数 分 布 . 如 果 每 辆 车 可 坐 1,2, 3 个 顾客 的 概率 分 别 为 1/4,1/2,1/4. 计算 顾 
客 在 队列 中 的 平均 延迟 
42. 在 8.6.2 节 的 有 两 个 类 的 优先 排队 模型 中 , Wo 是 什么 ? 证 明 如 果 E[S1] < E[S2], 那么 
We 比 在 先 来 先 服务 规定 下 的 小 , 而 如 果 E[S#] > E[S2], 那么 Wo 比 在 先 来 先 服务 规 
定 下 的 大 . 四 
43. 在 两 个 类 的 优先 排队 模型 中 , 假设 在 队列 中 的 每 个 类 型 i 顾客 每 单位 时 间 引 起 一 个 价 


格 Ci,i = 1,2. 证 明 如 果 
: E[S1] _ El[S2] 


-一 一 < 一 一 


C1 C2 
”那么 类 型 1 顾客 必须 优先 于 类 型 2 顾客 (而 如 果 反 向 则 相反 ) 

44. 考虑 在 8.6.2 节 的 有 两 个 类 的 优先 排队 模型 , 但 是 现在 假设 如 果 在 一 个 类 型 1 顾客 到 
达 时 , 一 个 类 型 2 顾客 正在 接受 服务 , 则 这 个 类 型 2 顾客 被 暂停 服务 . 这 称 为 有 抢先 权 
的 情形 . 假设 当 一 个 被 暂停 服务 的 类 型 2 顾客 回来 接受 服务 时 , 他 的 服务 开始 于 他 被 
暂停 服务 时 留 下 的 服务 的 地 方 . 
(a) 证 明 在 任意 时 刻 系统 中 的 功 与 无 抢先 权 的 情形 一 样 . (b) 推导 W2. 
提示 : 类 型 2 顾客 是 如 何 影响 类 型 1 顾客 的 ? 
(c) 为 什么 了 2 = 和 2E[S2]W6 是 不 正确 的 ? 
(d) 论证 由 一 个 到 达 的 类 型 2 顾客 所 看 到 的 功 与 无 抢先 权 的 情形 一 样 , 从 而 


W3 = 3( 无 抢先 权 的 ) + BE 额外 时 间 ]， 


其 中 的 额外 时 间 是 由 他 可 能 被 暂停 服务 的 事实 所 引起 的 . 
(MN 记 一 个 类 型 2 顾客 被 暂停 服务 的 次 数 . 为 什么 有 


NEIS!] 


E[ 额 外 时 间 |N] = 1— NE[S1] 


提示 : 当 一 个 类 型 2 的 肢 客 被 罗 信 时 将 直到 他 辣 谱 磅 腕 服 多 助 及 闻 儿 一 人 守 芜 " 记 
“ 系 起 来 
(1) 以 8 记 类 型 2 的 服务 时 间 . EIN|S2] 是 什么 ? 
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“45. 
46. 
47. 
48. 
49. 


CN 


50. 


51. 
“52. 


53. 


[1 
四 


[3 
[4 
日 
[6 


四 
四 


[9 
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(g) 将 上 面 的 合 在 一 起 得 到 
W8 = W8 (无 抢先 权 的 ) + 和 2 a 


1 — A1E[S1] 


用 显 式 (不 要 通过 极限 概率 ) 计算 习题 24 中 一 个 顾客 在 系统 中 等 待 的 平均 时 间 . 
在 G/M/1 模型 中 , 如 果 G 是 速率 为 和 的 指数 分 布 , 证 明 6 = 和 /k. 

当 上 二 1 时 验证 Erlang 损失 公式 , 即 方程 (8.60). 

验证 M/M/k 对 PB 给 出 的 公式 . : 
在 Erlang 消失 系统 中 假设 泊 松 到 达 率 是 和 = 2, 并 且 假 设 有 3 条 服务 线 , 每 一 条 的 服 
务 分 布 是 (0, 2) 上 的 均匀 分 布 . 问 系 统 失去 的 潜在 顾客 的 比例 是 多 少 ? 

在 M/M/k 系统 中 ， . z z 

(a) 顾客 必须 在 队列 中 等 待 的 概率 是 多 少 ?. (b) 确定 工 和 W. 

对 于 G/M/k 模型 , 验证 给 出 的 W6 的 分 布 公式 . 

考虑 一 个 系统 , 其 到 达 间 隔 时 间 有 一 个 任意 的 分 布 ,而且 有 一 条 单 服 务 线 , 其 服务 分 
布 为 G. 以 D， 记 第 n 个 顾客 在 队列 中 果 的 时 间 数 量 . 解释 Sn,T, 使 


D D+ Sn — Tn,, 和 若 Dn 十 Sn 一 Tn>0 
es 0， 若 Dn 十 Sn 一 Tn<0 


考虑 一 个 模型 , 其 到 达 间 隔 时 间 具 有 一 个 任意 的 分 布 F, 而 且 有 上 条 服务 线 , 每 一 条 服 
务 线 具有 服务 分 布 G. 为 了 使 得 极限 概率 存在 , 你 认为 什么 条 件 是 F 和 G 所 必须 的 ? 
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9.1 5| 言 


可 靠 性 理论 涉及 确定 一 个 可 能 由 许多 部 件 组 成 的 系统 运行 的 概率 . 我 们 将 假设 
系统 是 否 运行 只 由 运行 的 部 件 确 定 . 例如 , 一 个 串联 系统 运行 当 且 仅 当 其 所 有 的 部 
件 都 运行 , 而 一 个 并 联系 统 运 行当 且 仅 当 至 少 它 的 一 个 部 件 运行 . 在 9.2 节 中 , 我 
们 探讨 依赖 其 部 件 运 行 的 系统 的 可 能 运行 方式 . 在 9.3 闻 中 , 我 们 假设 每 个 部 件 以 
某 个 已 知 的 概率 (彼此 独立 地 ) 运行 , 并 展示 如 何 得 到 系统 运行 的 概率 . 由 于 用 显 式 
计算 这 些 概率 常 有 困难 , 在 9.4 节 中 , 我 们 也 给 出 了 有 用 的 上 界 和 下 界 . 在 9.5 节 
中 , 假设 某 个 部 件 在 开始 时 是 运行 的 , 而 在 它 失效 前 运行 一 个 随机 长 的 时 间 , 我 们 按 
时 间 动 态 地 去 观察 一 个 系统 . 然后 讨论 系统 的 运行 时 间 分 布 与 部 件 的 寿命 分 布 之 
间 的 关系 . 特别 地 , 如 果 一 个 部 件 运 行 的 时 间 有 一 个 平均 地 递增 失效 率 (increasing 
failure rate on the average, IFRA) 分 布 , 那么 系统 的 寿命 分 布 也 有 同样 的 性 质 . 在 
9.6 节 中 , 我 们 考虑 如 何 得 到 系统 平均 寿命 的 问题 . 在 最 后 一 节 , 我 们 分 析 在 失效 部 
件 实行 修理 时 的 系统 . 


9.2 结构 函数 


考虑 一 个 由 n 个 部 件 组 成 的 系统 , 并 且 假 设 每 个 部 件 或 者 运行 , 或 者 失效 . 为 
了 表示 第 i 个 部 件 是 否 运行 , 我 们 定义 示 性 变量 zi 为 
wa 若 第 i 个 部 件 在 运行 
” | 0，” 若 第 i 个 部 件 失 效 


向 量 2 = (z1,…,zn) 称 为 状态 向 量 . 它 表明 哪个 部 件 在 运行 , 哪个 部 件 已 故障 
我 们 进一步 假设 , 系统 作为 整体 是 否 能 运行 完全 由 状态 向 量 z 决定 . 特别 地 
假定 存在 一 个 函数 wm) 使- 


el 时 系统 运行 
”一 人 0， 如 果 当 状态 向 量 是 = 时 系统 失效 


函数 $(z) 称 为 系统 的 结构 函数 . 
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例 9.1 (串联 结构 ) ”一 个 串联 系统 运行 当 且 仅 当 它 的 所 有 部 件 都 运行 . 因此 , 它 的 

结构 函数 为 

bz) = min(z1,:…, Tn) = ] [zx: 
i 一 1 


我 们 将 看 到 用 一 个 示意 图 表示 系统 函数 是 很 有 用 的 . 有 关 串 联系 统 的 示意 图 如 图 
9.1 中 所 示 . 其 想法 是 , 如 果 一 个 信号 开始 在 示意 图 的 左 端 , 那么 , 为 了 成 功 地 到 达 





右 端 , 它 必 须 经 过 所 有 的 部 件 ; 因此 , 部 件 必须 都 在 运行 加 
] 如 n 
图 9.1 串联 系统 
例 9.2 (并 联结 构 ) 一 个 并 联系 统 运行 当 且 仅 当 至 少 它 的 一 个 部 件 在 运行 . 因此 , 它 
的 结构 函数 为 
gz) 王 max(Z1 , Tn) 

一 个 并 联结 构 可 以 通过 图 9.2 示意 说 明 . 这 是 由 于 开始 在 左 端的 一 个 信号 能 够 成 功 
地 到 达 右 端 , 只 要 至 少 它 一 个 的 部 件 在 运行 即 可 . 国 





图 9.2 并 联系 统 


例 9.3 (mn 中 RUk-out-of-m) 结构 ) 串联 系统 与 并 联系 统 都 是 n 中 系统 的 特殊 情 
形 . 这 样 的 系统 运行 当 且 仅 当 它 的 n 个 部 件 中 至 少 有 个 部 件 在 运行 . 因为 DT 


4 一 工 


等 于 在 运行 的 部 件 个 数 , n 中 有 系统 的 结构 函数 为 


0z) = 本 
0， 如 果 >》 zi <k 


i 二 1 


申 联 系统 和 并 联系 统 分 别 是 n 中 n 系统 和 n 中 1 系统 .- 


9.2 结构 函数 443 





3 中 2 系统 可 以 由 图 9.3 的 示意 图 所 示 . 国 





图 9.3 3 中 2 系统 


例 9.4 (一 个 4 个 部 件 的 系统 ) 考虑 一 个 由 4 个 部 件 组 成 的 系统 , 而 且 假 设 这 个 系 
统 运行 当 且 仅 当 部 件 1 和 2 都 在 运行 , 且 部 件 3 和 4 中 至 少 有 一 个 在 运行 . 它 的 结 
构 函 数 由 


hz) 一 Z172 max(Z3, 74) 


给 出 . 用 图 形 表示 , 这 个 系统 正如 图 9.4 所 示 . 一 个 容易 验证 的 有 用 恒等式 是 , 对 于 
二 进位 变量 © Ti 1? = 上 有 


max(Z1，， Wn) 一 工 一 IIa = 
i=1 
max(7x1, 72) = 1— (1— 71)(l 一 Z2) = 71+72 — T1722 
因此 , 在 这 个 例子 中 的 结构 函数 可 以 写成 


bz) 一 Zl72(Z3 十 2Z4 一 2374) 二 


3 


图 9.4 


自然 地 假定 用 一 个 能 运行 的 部 件 代替 一 个 失效 的 部 件 绝对 不 会 影响 这 个 系统 . 换 
那么 (zj < 9( 胃 ). 在 本 章 中 将 作 这 样 的 假定 , 且 这 样 的 系统 称 为 单调 的 . 
@ 一 个 二 进位 变量 是 或 者 取 0, 或 者 取 1 的 变量 . 
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最 小 道路 与 最 小 切割 集 

在 本 节 中 , 我 们 展示 怎样 将 一 个 任意 的 系统 表示 为 , 既是 并 联系 统 的 串联 排列 ， 

又 是 串联 系 统 的 并 联 排 列 . 我 们 需要 下 面 的 概念 作为 准备 . 

z 一 个 状态 向 量 x 称 为 一 个 道路 向 量 , 如 果 p(z) = 1. 此 外 如 果 ， 对 于 一 切 y <Z 
都 有 p(y) = 0, 那么 , xz 称 为 一 个 最 小 道路 向 量 .2 如 果 z 是 一 个 最 小 道路 向 量 , 那 
么 集合 4 = {i : zi = 1} 称 为 最 小 道路 集 . 换 句 话说 , 一 个 最 小 道路 集 是 使 运行 部 件 
的 最 少 , 并 且 保 证 系统 运行 的 集合 . 
例 9.5 考虑 一 个 5 部 件 的 系统 , 其 结构 如 图 9.5 所 示 . 它 的 结构 函数 等 于 


gz) = max(z1, 72) max(T374, 75) = (Z1 十 Ta 一 Z172)(Z37Z4 十 05 — T37475) 
存在 4 个 最 小 道路 集 , 即 , {1, 3, 4}, {2, 3, 4}, {1, 5}, {2, 5}. 国 
1 3 4 
图 9.5 
例 9.6 在 一 个 n 中 结构 的 系统 中 , 有 ( ) 个 最 小 道路 集 , 即 是 所 有 恰 由 
个 部 件 组 成 的 集合 . z 加 
以 4:，…, 4。 记 给 定 系统 的 最 小 道路 集 全 体 . 我 们 定义 第 7 个 最 小 道路 集 的 示 
性 函数 aoj(z) 为 
| 1， ”如 果 4; 的 所 有 的 部 件 都 在 运行 
0，， ”其 他 情形 
= [| Ti 
i€A; 
由 定义 推出 , 如 果 至 少 一 个 最 小 道路 集 的 所 有 的 部 件 都 在 运行 , 则 系统 在 运行 , 即 ， 
如 果 对 于 某 个 了 有 ai(z) = 1. 另 一 方面 , 如 果 系 统 在 运行 , 则 在 运行 的 部 件 集 合 必 
须 至 少 包含 一 个 最 小 道路 集 . 所 以 , 一 个 系统 将 运行 当 且 仅 当 , 至 少 一 个 最 小 道路 
集 的 所 有 部 件 都 在 运行 . 因此 ， 
ij- 1 如果 对 于 某 个 7 有 oj(z) = 1 
0， 如 果 对 于 一 切 ; 有 aj(zx) = 
QD 我 们 说 y < zw, 如 果 yi < zi,i 二 1,…,n, 而 且 对 于 某 个 i 有 yi < zi 
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或 者 , 等 价 地 
p(T) = mex gy (2) max [I i (9.1) 
i€Aj 
因为 aj(z) 是 第 7 个 最 小 道路 集 的 部 件 串 联结 构 函 数 , 方程 (9.1) 就 将 一 个 任意 系 
统 表示 为 串联 系统 的 并 联 排列 . 
例 9.7 考虑 例 9.5 中 的 系统 . 因为 它 的 最 小 道路 集 是 41 = {1, 3,4}, 42 = {2,3, 4 
hs = {1,5}, 44 = {2,5}, 所 以 由 方程 (9.1) 我 们 有 


(2)= max{z17374, T27374, T175, T2775} 


一 二 一 (1 一 T17374)(1 一 Z227324)(1 = zi1x5)(1 一 Z205) 


你 应 该 验证 这 等 于 例 9.5 中 给 出 的 p(x) 的 值 (利用 事实 : 由 于 zi 等 于 0 或 1, 所 以 
有 z2 = zi). 这 个 表示 可 以 用 图 9.6 表达 . : 轩 





图 9.6 


例 9.8 ”结构 如 图 9.7 中 图 形 的 系统 , 称 为 桥 联 系统 . 它 的 最 小 道路 集 是 {1, 4}, {1, 3, 5 
{2,5} 和 {2,3, 分 . 因此 , 由 方程 (9.1), 它 的 结构 函数 可 以 表示 为 


gz) 一 max{z174, T17375, T2725, T27374} 


一 1 一 (1 一 Z174)(1 一 Z17375 儿 1 一 2225)(1 — T27374) 





图 9.7 桥 联 系统 


这 个 表示 w(z) 示意 图 如 图 9.8 所 示 . 加 
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图 9.8 


一 个 状态 向 量 z 称 为 切割 向 量 ,， 如 果 b%(z) = 0. 另外, 如 果 对 于 一 切 y > z， 
有 9(y) = 1, 则 zz 称 为 一 个 最 小 切割 向 量 . 如 果 z 是 一 个 最 小 切割 向 量 , 那么 集合 
0 = {i : zi = 0} 称 为 最 小 切割 集 . 换 句 话说 , 最 小 切割 集 是 使 得 系统 失效 的 失效 部 
件 的 最 小 集合 . 

以 C1,…, Ck 记 给 定 系统 的 最 小 切割 集 的 全 体 . 我 们 定义 第 j 个 最 小 切割 集 的 
示 性 函数 6j(z) 为 


i | 1， 如 果 第 j 个 最 小 切割 集中 至 少 一 个 部 件 在 运行 
0， 如 果 第 ; 个 最 小 切割 集中 所 有 的 部 年 都 不 运行 
一 1IQ8X Zi 
i€O;j 
因为 一 个 系统 不 能 运行 当 且 仅 当 , 至 少 一 个 最 小 切割 集 的 所 有 部 件 都 不 运行 , 由 此 
推出 


k k 
b(z) = II pi(z) = lI RT (9.2) 


由 于 6B;(z) 是 第 7 个 最 小 切割 集 部 件 的 一 个 并 联结 构 函 数 , 方程 (9.2) 就 将 一 
个 任意 系统 表示 为 并 联系 统 的 串联 排列 . 
例 9.9 图 9.9 中 桥 联 结构 的 最 小 切割 集 是 {1,2}, {1,2,3},1{2,3,4} 和 {4,5}. 因此 ， 
从 方程 (9.2), 我 们 可 以 将 8(z) 表示 为 
bg(z)= max(z1, 72) max(z1, T3, 75) max(x2, 73, 74) max (x4, Z5) 
= [1—(1—2z)(1— 7z2))ll ~ (1— 21)(1— 23)(1— zs5)] 
x[1 — (1— 72)(1— x3)(1 — 7£4)][l — (1— 24)(1 — zx5)) 


hz) 的 这 个 表示 用 图 形 表达 如 图 9.10 所 示 . 国 
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图 9.10 ” 桥 联 系统 的 最 小 切割 表示 


9.3 ”独立 部 件 系统 的 可 靠 性 
在 这 一 节 中 , 我 们 假设 第 ; 个 部 件 的 状态 变量 Xi 是 随机 变量 , 使 得 
P{Xi=1}=p;=1—P{X;=0} 


其 中 值 wm 等 于 第 i 个 部 件 运行 的 概率 , 称 为 第 i 个 部 件 的 可 靠 度 . 如 果 我 们 定义 
为 
P{9(X) 一 1}, 其 中 关 一 (X1, 0 ,Xn)， 


那么 7 称 为 系统 的 可 靠 度 . 当 部 件 , 即 , 随机 变量 Xi,i = 1,…,n 相互 独立 时 , 我 们 
可 以 将 7 表示 为 部 件 可 靠 度 的 一 个 函数 . 即 


六 一 7(D), 其 中 p = (p1,… ,pn) 


函数 r(p) 称 为 系统 的 可 靠 性 函数 . 在 本 章 余下 的 部 分 , 我 们 将 总 假定 部 件 之 间 是 独 
立 的 . 
例 9.10 (串联 系统 ) 7? 个 独立 部 件 串 联系 统 的 可 靠 性 函数 为 


r(p)= P{9(X) = 十 =P{X = 1 ， 对 所 有 的 ;=1……9= 图 
i 二 1 
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例 9.11 (并 联系 统 ) ?个 独立 部 件 并 联系 统 的 可 靠 性 函数 为 
r(p)= P{9(X)= 1} 
一 P{ = 1， 对 某 个 i= 1,:…,n} 
=1= [Ta — pi) 病 
例 9.12 (具有 等 概率 的 n 中 上 结构 系统 ) 考虑 一 个 n 中 的 系统 . 如 果 对 于 所 


r(p ,四 = P{4(X)=1= 了 {x > | 


=1 


例 9.13(3 中 2 系统 ) 一 个 3 中 2 系统 的 可 靠 性 函数 为 
r(p)= P{9(X)=1}=P{X =(1,1,1)}+P{X = (1,1,0)} 
+P{X = (1,0,1)} +P{X = (0,1,1)} 
= p1p2p3 + pip2(1 — p3) + pi1(1 — p2)ps + (1 — p1)p2p3 
= Pp1p2 十 P1D3 十 p2p3 一 2p1p2p3 
例 9.14(4 中 3 系统 ) 一 个 4 中 3 系统 的 可 靠 性 函数 为 
r(p)=P{X =(1,1,1,1)}+P{X =(1,1,1,0)}+P{X = (1,1,0,1)} 
+P{ 关 =(1,0,1,1)}+P{X = (0,1,1,1)} 
一 Pp1DP2P3P4 十 pip2p3(1 3 p4) pip2(1 p3)p4 


+p1(1 — p2)p3p4 + (1 — p1)p2p3p4 
= p1P2D3 十 D1D2D4 十 D1D3D4 十 D2D3D4 一 3D1D2D37D4 | 


例 9.15( 一 个 5 部 件 系统 ) 考虑 一 个 当 且 仅 当 部 件 1、 部 件 2 和 其 他 部 件 中 至 少 
一 个 运行 时 系统 运行 的 5 部 件 系 统 . 它 的 可 靠 性 函数 为 
7(p)= P{X1 = 1,X2 = 1,max(Xs, X4a, Xs) = 1} 
一 P{Xi 一 1TP{Sa 一 1}P{max(X3, X4, Xs) 一 1} 
= pip2[1 — (1 — ps)(1 — pa)(1 — ps)] 国 
因为 8( 兰 ) 是 一 个 0 一 1( 即 , 一 个 伯 努 利 ) 随机 变量 , 我 们 也 可 以 通过 对 它 取 期 
望 计算 r(p). 即 z 
| r(D) = P{9(2) = 1} = EI$(X)] 
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例 9.16 (一 个 4 部 件 系 统 ) 一 个 当 部 件 1、 部 件 4 和 其 他 部 件 中 至 少 一 个 运行 时 
系统 运行 的 4 部 件 系统 , 其 可 靠 性 函数 为 


gz) 一 Z174Iax(Z2,23) 


因此 
7(p)= EI?(X)] = E[X1X4(1 — (1 — X2)(1 — Xs))] 


= pip4ll ~ (1 — p2)(1 — ps)] \ 加 
可 靠 性 函数 r(p) 的 一 个 重要 且 直 观 的 性 质 , 由 以 下 命题 给 出 . 
命题 9.1 如果 r(p) 是 一 个 独立 部 件 系统 的 可 靠 性 函数 , 则 r(p) 是 p 的 增 函 数 . 
证 明 取 条 件 于 Xi, 并且 利 用 部 件 的 独立 性 , 我 们 得 到 


"r(p)= EIG(X)] = piEIG(X)Xi = 1 +(1— pi)EG(X)|Xi = 0 


其 中 
(1i, ZX) = (Xi1,.…, Xi1,1, XI 有) 


(0i, XX) = (Xi1,.…, Xi1,0, Xit1,.*, Xn) 
于 是 
rpD) = piE[G(1i, X) — $(0i, XX) + EIG(0;, X)] 
然而 , 由 于 $ 是 增 函 数 , 由 此 推出 
El$(1i, X) — (0i, X)] > 0 


从 而 关于 一 切 i 上 述 量 对 pi 递增 . 因此 证 明了 结果 . 加 

现在 让 我 们 考虑 以 下 情形 : 一 个 含有 "个 部 件 的 系统 将 由 每 种 部 件 恰好 有 2 个 
的 一 个 库存 构建 . 我 们 应 该 如 何 利用 库存 使 得 我 们 得 到 的 系统 可 运行 概率 最 大 ? 特 
别 地 , 我 们 是 否 应 该 构建 两 个 分 开 的 系统 2, 这 种 情形 得 到 的 系统 的 可 运行 概率 是 


P{ 两 个 系统 中 至 少 一 个 运行 }= 1 - P{ 两 个 系统 都 没有 运行 } 
=1—[(1—7(p))(l — 7(p))] 


其 中 pi(pi) 是 第 一 个 (第 二 个 ) 系统 的 第 i 个 部 件 运 行 的 概率 ; 还 是 应 该 构建 单个 系 
统 , 使 其 第 i 个 部 件 在 运行 如 果 两 个 标号 i 的 部 件 中 至 少 一 个 在 运行 在 后 一 种 情 
形 , 系统 运行 的 概率 等 于 

"(1 — (1—2»)(1— 2p")) 


QD 即 部 件 的 并 联 . 一 一 译 者 注 
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因为 1 一 (1 一 pi)(1 一 pi) 等 于 这 个 单 系 统 中 的 第 i 个 部 件 在 运行 的 概率 .2 我 们 现在 
证 明 在 部 件 水 平 的 重复 比 在 系统 水 平 的 重复 更 为 有 效 . 
定理 9.1 对 于 任意 可 靠 性 函数 7 和 疝 量 p,p' 有 


r(1—(1—p)(1—p))>1- [1 -ro 一 rr 
证 明令 Xi1,…,Xn,X1,… ,Xi 是 独立 的 0~~ 1 随机 变量 , 满足 
pi=P{Xi=1}, pi=P{Xi=1} 
因为 P{max(Xi, Xi) = 1} ==1 一 (1 一 pi)(1 一 po), 由 此 推出 
r(1—(1—p)(1—p))= E(plmax(X,X")]) 


然而 , 由 4 的 单调 性 , 我 们 有 和 max( 天 ,天 )) 大 于 或 等 于 (外 ) 和 98(X'), 而 因此 至 
少 与 max(P( 瑟 ),2( 总 )) 一 样 大 . 因此 从 上 面 我 们 得 到 


r(1— (1—p)(1—p))> Elmax($(X), G(X))] 
=P{maxl¢(X), (XN)] =1} 
=1-P{$(X)=0,0(X') =0} 
=1-[1—r(p)l -ro : 

其 中 第 一 个 等 式 来 自 max(g(X), 9(X') 是 一 个 0~1 随机 变量 的 事实 , 而 因此 它 的 
期 望 等 于 它 等 于 1 的 概率 ， 因 

作为 上 述 定理 的 一 个 说 明 , 假设 我 们 从 每 种 部 件 都 有 两 个 的 库存 中 构造 一 个 两 
种 不 同类 型 部 件 的 串联 系统 . 假设 每 个 部 件 的 可 靠 度 是 1/2. 如 果 我 们 用 库存 构造 
两 个 分 开 的 系统 @, 则 确保 一 个 系统 工作 的 概率 是 


2 
| 
4) ”16 


而 如 有 果 我 们 构造 重复 部 件 的 单个 系统 , 则 得 到 一 个 系统 工作 的 概率 是 


因此 , 重复 部 件 比 重复 系统 导致 更 高 的 可 靠 度 (因为 , 由 定理 9.1, 它 必须 是 这 样 ). 


中 注意 : 如 果 化 = (zl， 5 , Tn)) 3 一 (y1, Pe , Yn)) 那么 zy 三 (XZ1Y1) ee , Tnyn). 同样 ， Imax(Z， 2) 
(max(z1,y1)， “"')， max(Zn， yn)) 和 min(%, 2) 一 (min(z1, y1), ， min(zn, yn)) 


@ 意 即 重复 系统 的 并 联 . 一 一 译 者 注 
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3.4 可 靠 性 函数 的 界 
考虑 例 9.8 中 的 桥 联 系统 , 它 由 图 9.11 表示 . 利用 最 小 道路 表示 , 我 们 有 
gz) =1 一 (一 zlza)(1 — zl7sz5)(1 一 zaz5)(1 — zazsz4) 
因此 


r(D) 一 工 一 也 [(1 一 XIX4)(1 一 XIXsX5)(L — XoXs)(1 — 2X3X4)] 





图 9.11 


然而 , 由 于 最 小 道路 集 有 重 迭 ( 即 , 有 公用 部 件 ), 随机 变量 (1- XiX4)， (1—X1XsXs), 
(1 一 XX2Xs) 和 (1 一 aX3X4) 并 不 独立 , 从 而 它们 的 乘积 的 期 望 值 不 等 于 它们 的 期 
望 值 的 乘积 . 所 以 , 为 了 计算 r(p), 我 们 必须 先 将 这 4 个 随机 变量 相 乘 ， 而 然后 再 取 
期 望 值 . 为 此 , 利用 X? = Xi, 我 们 得 到 


r(p)= E[X1X4 + XoXs + XiX3Xs + Xo Xs Xa — XI Xo XsX, 
—AX1X2X3X5 — XI1Xo Xa Xs 一 A1X3X4Xs 一 Xo XaXaXs 
+2X1X2 Xa XaXs] 
= D1pP4 十 D275 + P1p3ps + Pp2p3p4 一 Pp1p2p3p4 一 PD1P2p3D5 
一 P1P2D4D5 — P1PD3P4Ps5 一 P2p3PD4Ds + 2p1p2p3pD4Ds5 


从 上 述 例 子 可 以 看 出 , 计算 r(p) 往往 是 很 繁琐 的 ， 所 以 如 果 我 们 有 简单 的 办 法 
得 到 它 的 界 , 则 是 很 有 用 的 . 现在 我 们 考虑 得 到 界 的 两 种 方法 . 
9.4.1 包含 与 排斥 方法 
P (U 中 = 》_ P(E) - 2, P(EiE,) + ,> P(E,E,E) J 
i=1 i 二 1 


i<j i<ij<k 


Se (—1)?+iP(E E, “EF,) 


452 第 9 章 可 靠 性 理论 





不 那么 熟知 的 是 下 面 一 组 不 等 式 : 
(Usajs < > P(E,) 
寺 ] 


由 


< 7 


< P( WT Fy) 


i 1<7 i<ij<k 


ry 
ee 
Se 

器 


-(_3 [a 
Hy 


‘(ye 


其 中 当 我 们 加 上 P(U?_1 i) 展开 式 的 一 个 附加 项 时 总 是 改变 不 等 式 的 方 同 . 

等 式 (9.3) 通常 由 对 事件 的 个 数 作 归 纳 来 进行 证 明 . 然而 , 让 我 们 介绍 男 一 个 
方法 , 它 不 仅 将 证 明 方程 (9.3), 而 且 也 建立 不 等 式 (9.4). 

作为 开始 , 定义 示 性 随机 变量 万 ,7 = 1,…,n, 为 


, 0， 其 他 情形 


(9.4) 


今 


那么 , 因为 


应 用 二 项 式 定理 , 我 们 得 到 


(Ss) 


9.4 可 靠 性 函数 的 界 


我 们 现在 利用 下 面 的 组 合 恒等式 ( 它 很 容易 由 对 i 作 归 纳 法 得 到 ): 


(3)- C0) (2)- (3 )>e 


于 是 上 式 推 出 
Cj 
wi >0 
i ;十 1 N 


从 方程 (9.5) 和 方程 (9.6) 我 们 得 到 
TXT 在 (9.6) 中 令 i = 2 


r>w-( > 在 (9.6) 中 令 ; = 3 


453 


(9.6) 


(9.7) 


如 此 等 等 . 现在 由 于 N < n, 而 且 只 要 i > m 就 有 | | 二 0, 我 们 可 以 将 方程 


(9.5) 改写 为 
N | 
T= 》 人 j oo" 


(9.8) 


现在 等 式 (9.3) 和 不 等 式 (9.4) 由 对 (9.7) 和 (9.8) 取 期 望 得 到 . 事实 正 是 如 此 , 由 于 


E[1] = P{N > 0} = P{ 至 少 一 个 Bj 发 生 } = 了 (U | 
EIN] =E 了 5 = Pa 
同样 
E | | ) = E[B; 发 生 的 成 对 数 ] = 也 2 | 
= 》 > _P(EBE,;) 


i<J 
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并 且 , 一 般 地 
E ( ) 二 E[B; 中 发 生 的 大 小 为 i 的 集合 的 个 数 | 


-了 | DE mm sh 


j1<j2 < < j1<j2 < < 
在 方程 (9.4) 中 表示 的 界 , 大 家 称 之 为 包含 与 排斥 界 . 对 于 用 它们 得 到 可 靠 性 函数 的 
界 ， 以 41 42>， 3 An 记 给 定 结构 9 的 最 小 道路 集 的 全 体 ， 并 且 定 义 五 1 bE», 0 bE, 
为 
= {在 4; 中 所 有 部 件 运行 } 
现在 , 由 于 系统 运行 当 且 仅 当 , 事件 E; 中 至 少 一 个 发 生 , 我 们 有 


r(p)=P (U 5) 
1 


应 用 (9.4) 得 到 r(p) 所 要 的 界 . 在 和 式 中 的 项 以 这 种 方式 计算 得 到 
P(E:;) = [I D1， P(EiE;) = [I p1, P(EibE;bEx) = II pi 


IE4i; l€AiUA; lIl€EAiUAj;UAL 
以 及 多 于 3 个 事件 的 交 等 等 . (上 面 等 式 成 立 是 由 于 例如 , 为 了 事件 BiB; 发 生 , 在 
4; 中 的 所 有 部 件 和 在 4A; 中 的 所 有 部 件 都 必须 在 运行 ; 或 者 换 句 话说 , 在 AiUU 4 
中 的 所 有 部 件 都 必须 在 运行 ). 
当 pi 都 很 小 时 , 许多 个 事件 EE 的 交 的 概率 应 该 也 很 小 , 收敛 应 该 是 相对 地 快 
例 9.17 考虑 相 同 部 件 的 桥 联 结构 . 就 是 说 , 对 于 一 切 i 取 pi=P. 以 4 = {1, 4}, 
42 = {1, 3， 5}, As {2， 5} 和 44 {2， 3, 4} 记 最 小 道路 集 ， 我 们 有 


P(E1) = P(Es)= D P(E2) =P(E4s)=p 
同样 , 因为 在 6 = ( ) 个 A; 和 4; 的 并 中 恰 有 5 个 集合 含 4 个 部 件 (例外 是 


Az UU hs, 它 含 所 有 5 个 部 件 ) 我 们 有 


P(E' E>») 主 了 (五 ;五 3) P(EiEa) a P(E2Es) se P(EsEa) 二 
P(E2B4) = 了 


因此 , 前 两 个 包含 与 排斥 界 导致 


2(p2 +p)— pt — ps <r(p) < 2(p?* +p") 
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其 中 r(p) = 7(p,p,p,p,p). 例如 , 当 p = 0.2 时 , 我 们 有 


0.087 68 < 7(0.2) < 0.096 00 


而 且 , 当 p = 0.01 时 ， 
0.021 49 < 7(0.1) < 0.022 00 国 


” “正如 我 们 可 以 根据 最 小 道路 集 定义 事件 , 这 些 事件 的 并 就 是 系统 运行 这 个 事 
件 , 我 们 也 可 以 根据 最 小 切割 集 定义 事件 ， 它们 的 并 就 是 系统 失效 这 个 事件 ， 以 
Ci C2,… ,Cn 记 最 小 切割 集 , 并 定义 事件 ,2,…, 为 


所 = {Ci 中 所 有 的 部 件 都 失效 }. 
现在 , 因为 系统 失效 当 且 仅 当 , 至 少 一 个 最 小 切割 集中 的 部 件 都 失效 , 我 们 有 


1—r(p)=P (Ua). 1—r(p) < 》_P(F), 
1 L 
1—7(p)>2_P(F) — 22,P(RE;), 


< 了 7 


1—r(p) < DP(F) - 2 PRP)+ DY, YY PRFF), 


i<I<k 
以 此 类 推 . 因为 
P(F)= TG-p), P(RE)= I GQ-p), PRBF)= J = 
l€ECs lLl€ECiUC; {ECiUCj;UCk 


当 pi 都 大 时 , 收敛 应 该 是 相对 地 快 的 . 
例 9.18( 随 机 图 ) 我 们 回忆 3.6.2 节 , 一 个 图 由 一 个 顶点 集合 N 和 顶点 对 ( 称 为 弧 ) 
的 集合 4 组 成 . 对 于 任意 两 个 顶点 i,j, 我 们 说 弧 的 序列 (全 )， (i1,i2),…: (ip,j) 构 


成 一 条 i ~ 了 道路 .如 果 在 所 有 的 (2) 对 顶点 i 和 j,i 关中 都 有 一 条 i ~ j 


道路 , 那么 这 个 图 称 为 连通 的 . 如 果 我 们 将 一 个 图 的 顶点 设想 为 地 理 位 置 , 而 弧 表 
示 顶 点 之 间 的 直接 通信 连接 , 那么 这 个 图 是 连通 的 , 如 果 任 意 两 个 顶点 彼此 都 能 连 
接 一 如 果 不 是 直接 的 , 那么 至 少 通过 利用 中 间 的 顶点 

一 个 图 总 可 以 分 成 不 重 迭 的 连通 子 图 , 称 为 分 量 . 例 如 , 在 图 9.12 中 由 顶点 
N = {1,2, 3,4, 5, 6} 和 绝 4 = {(1,2)， (1, 3), (2, 3), (4, 5)} 组 成 的 图 包含 3 个 分 量 C= 
个 由 单个 顶点 组 成 的 图 也 认为 是 连通 的 ). 
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人 


图 9.12 


现在 考虑 有 顶点 1,2,…,n 的 随机 图 , 其 中 有 从 顶点 i 到 顶点 j 的 一 条 弧 的 
概率 为 P;， 假 定 这 些 弧 的 出 现 组 成 独立 的 事件 ， 即 , 假定 这 (1 个 随机 变量 


mu 人 如 果 (?,9) 是 弧 
” 下 0， ”其 他 情形 


我 们 感 兴趣 的 是 这 个 图 是 连通 图 的 概率 . 
我 们 可 以 将 上 述 情形 设想 为 有 | | 个 部 件 的 可 靠 性 系统 一 一 每 一 个 部 件 
对 应 于 一 条 潜在 的 弧 . 一 个 部 件 称 为 在 工作 , 如 果 对 应 的 弧 确 实 是 网 络 的 一 条 弧 , 而 
系统 称 为 在 工作 , 如 果 对 应 的 图 是 连通 的 . 因为 对 于 一 个 连通 图 增加 一 条 弧 , 不 会 使 
它 不 连通 , 由 此 推出 这 样 定义 的 结构 是 单调 的 . 

让 我 们 从 确定 最 小 道路 集 与 最 小 切割 集 开 始 .容易 看 出 一 个 图 不 连通 当 且 仅 
当 , 弧 的 集合 可 以 分 成 两 个 非 空子 集 X 和 X“, 使 没有 弧 从 X 的 一 个 顶点 连通 到 
Xe 的 一 个 顶点 . 例如 , 如 果 有 6 个 顶点 , 且 没 有 任何 弧 连 接 1,2, 3,4 中 的 任意 项 点 
到 顶点 5 或 顶点 6, 那么 这 个 图 显然 是 不 连通 的 . 于 是 , 我 们 看 到 将 顶点 集 任意 划 分 
成 两 个 非 空子 集 XX 和 X°, 对 应 于 由 


{(i,j) :i€EX,j EE X"} 
定义 的 最 小 切割 集 . 因为 有 2*-1 一 1 个 这 样 的 划分 (有 2" 一 2 种 方式 选取 非 空 真子 
集 X, 而 划分 XX,X° 是 与 划分 X°,X 相同 的 , 我 们 必须 除 以 2)， 所 以 有 这 样 数目 的 
最 小 切割 集 . 

为 了 确定 最 小 道路 集 ， 我 们 必须 刻画 弧 的 最 小 集合 使 最 终 得 到 一 个 连通 图 . 现 
在 图 9.13 中 的 图 是 连通 的 , 但 是 如 果 从 在 图 9.14 中 所 示 的 环 路 移 去 任意 一 条 弧 , 它 
将 仍 保持 连通 性 . 事实 上 , 不 难看 出 最 小 道路 集 恰 是 这 样 的 弧 的 集合 ， 它 导 致 一 个 图 
连通 , 但 是 没有 任何 的 环 路 (一 个 环 路 是 顶点 到 它 自己 的 一 条 道路 ). 这 样 弧 的 集合 
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， 9.15). 容易 验证 每 一 个 生成 树 恰 有 一 1 条 弧 , 而 在 图 论 的 一 个 著名 
结果 (9 Cayley 给 出 ) 是 , 恰 有 nm 个 这 样 的 最 小 道路 集 . 


"A 


图 9.13 图 9.14 


全 OF (2) (4) 
图 9.15 当 n = 4 时 的 两 个 生成 树 (最 小 道路 集 ) 


”， ”因为 最 小 道路 集 和 最 小 切割 集 的 个 数 很 多 (分 别 是 n"-? 和 2"-1 - 1 个 ), 要 得 

到 有 用 的 界 而 不 作 进 一 步 的 假定 是 困难 的 . 所 以 , 我 们 假定 所 有 的 Pi; 都 等 于 一 个 
共同 的 值 p. 即 假设 每 一 条 可 能 的 弧 都 独立 地 以 相同 的 概率 p 存在 . 我 们 从 对 图 的 
连通 概率 推导 一 个 递 推 公式 开始 , 当 不 太 大 时 , 从 计算 的 角度 这 是 有 用 的 , 而 当 
大 时 , 我 们 将 给 出 一 个 渐 近 公式 . 

让 我 们 以 PP 记 有 个 顶点 的 随机 图 为 连通 的 概率 . 对 已, 推导 一 个 递 推 公式 ， 

我 们 首先 集中 注意 于 一 个 单 顶点 一 一 例如 说 , 顶点 1 一 一 并 且 意 图 确定 顶点 1 是 
图 一 个 大 小 为 的 分 量 的 一 部 分 的 概率 . 现在 给 定 其 他 一 1 个 顶点 的 集合 , 这 些 
顶点 与 顶点 1 一 起 形成 一 个 分 量 , 如 果 

“(i) 没有 弧 将 这 上 个 顶点 中 的 任意 一 个 与 其 他 n 一 k 个 顶点 中 的 任意 一 个 连通 
起 来 ; 


(i) 限制 于 这 个 顶点 的 随机 图 (和 (: ) 条 潜在 的 弧 一 一 每 条 独立 地 以 概 


率 p 出 现 ) 是 连通 的 . (i) 和 (ij 都 发 生 的 概率 是 
Gk) P, 


其 中 g=1 一 2 为 共有 (1) 和 方式 二 一 1 个 其他 光大 上 (大 1 一 


起 形成 一 个 大 小 为 的 分 量 ), 我 们 看 到 
P{ 顶 点 1 是 大 小 为 k 的 分 量 的 一 部 分 } 
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35. 证 明 组 合 恒等式 


(a) 对 i 用 归纳 法 . 
(b) 对 i 用 倒 向 归纳 法 一 一 就 是 说 , 先 对 i = n 证 明 它 , 然后 对 i 二 假定 它 成 立 , 并 
且 证 明 这 蕴含 对 于 = 一 1 它 是 正确 的 . 

36. 验证 方程 (9.36). 
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所 以 


nN 
1—P, > mgn 一 1 ( a 


将 它 与 方程 (9.10) 联合 起 来 导出 对 于 充分 大 的 n 有 


nq"-! Se ( ) se <1—-P,< (n+ 1)q™-! 


因为 当 n 一 oo 时 


我 们 看 到 , 对 于 很 大 的 m 


1—P,~ng"-! 


于 是 , 例如 . 当 = 20 和 p= 3 时 , 随机 图 是 连通 的 概率 近似 地 为 


1\19 
Po 多 1 一 20 (3) = 0.999 98 辆 


9.4.2 ”得 到 r(p) 的 界 的 第 二 种 方法 
得 到 r(p) 的 界 的 第 二 种 方法 基于 将 要 求 的 概率 表达 为 事件 的 交 的 概率 . 为 此 ， 
如 前 面 一 样 以 41， 42， “3 4。 记 最 小 道路 集 ， 并 且 和 定义 事件 Di,1 = 1 Se 为 


z Di = {在 4; 中 的 部 件 至 少 有 一 个 失效 } 
现在 , 因为 系统 失效 当 且 仅 当 , 在 每 个 最 小 道路 集中 至 少 有 一 个 部 件 失效 , 我 们 有 
1 一 r(p) = P(Di1D2::.D,) = P(DI)P(D2|D1):*:P(Ds|IDi1D2::.Ds-1) (9.11) 


现在 , 非常 直观 地 , 41 的 部 件 至 少 一 个 失效 这 个 信息 只 能 增加 42 的 部 件 至 少 一 个 
失效 的 概率 (或 者 保持 概率 不 变 , 如 果 41 和 42 没有 交 过). 因此 , 直观 地 


P(Dz|D1) > P(D;) 


“为 了 证 明 这 个 不 等 式 , 我 们 写 出 
P(Da) = P(Dz|DJ)P(Di) +P(Da|D?)(L ~ P(Di)) (9.12) 


并 且 注 意 到 
P(Daz|D?)= P{42 中 至 少 一 个 部 件 失效 |41 中 所 有 部 件 都 在 运行 } 
一 1 一 IJ Dj 入 上 一 [| ”= P(D2) 


JTJE42 eA 
jE¢Al eis 
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“22. 
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考虑 下 述 图 9.23~ 图 9.26 中 4 个 结构 : 
(2 (ii) 





(ii) (iv) 





图 9.25 


令 有 ， Fo 和 a 是 对 应 部 件 的 失效 函数 ; 它们 中 每 一 个 都 假定 是 IFR (递增 失效 率 ). 
令 已 是 系统 的 失效 函数 . 所 有 的 部 件 都 是 独立 的 . 

(a) 车 及 = 及 = 五 , 对 于 哪 一 个 结构 FF 必须 是 IFR ? 给 出 理由 . 

(b) 车 及 = 丽 , 对 于 哪 一 个 结构 下 必须 是 IFR ? 给 出 理由 . 

(c) 车 及 关 BE 关 三 ,对 于 哪 一 个 结构 下 必须 是 IFR? 给 出 理由 . 

以 XX 记 一 个 产品 的 寿命 . 假设 产品 已 经 到 达 年 龄 t. 以 Xt 记 它 的 剩余 寿命 , 并 且 定 义 


Fi(a) = P{X: > a} 


简 言 之 , Ft (a) 是 一 个 t 年 的 旧 产 品 存活 一 个 附加 时 间 a 的 概率 . 证 明 


四 十 (0) = 2 合生， 其 中 王 是 的 分 布 函数 


(b) IFR 的 另 一 个 定义 是 , 说 下 是 IFR, 如 果 五 (a) 对 于 一 切 a 对 上 递减 . 证 明 当 下 有 
密度 时 , 这 个 定义 等 价 于 在 正文 中 给 出 的 定义 . 

通过 

(a) 证 明 





AF(t) = > Ai(t) 


其 中 Ap(t) 是 系统 的 失效 率 函 数 ; 而 Xi(b 是 第 i 个 部 件 的 寿命 的 失效 率 函 数 . 
(b) 习题 22 中 给 出 的 定义 . 


“证 明 如 果 串 联系 统 的 每 一 个 (独立 的 ) 部 件 都 有 IFR 分 布 , 那么 系统 寿命 本 身 也 是 IFR. 
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例 9.19 对 于 4 中 3 系统 , 最 小 道路 集 是 A1 = {l,2,3},42 = {1,2,4}, 43 = 
{1,3, 4} 和 44 一 {2, 3, 4}; 而 最 小 切割 集 是 C1 一 {1, 2}, C2 = {1, 3}, C3 Tr {1, 4}, 
C4 = {2,3}, Gs = {2,4} 和 Ce = {3,4}. 因此 , 由 方程 (9.13) 我 们 有 
(1 — gq1g2)(1 — gq1g3)(1 — gq1q4)(1 — g2g3)(1 — gq244)(1 一 9394) 
<r(p) <1- (1— pip2p3)(l — p1p2p4)(1 — pi1p3p4)(1 一 Dapsp4) 


其 中 gq; = 1 一 pi. 例如 , 如 果 对 于 一 切 i 都 有 pi = ， 那么 上 面 导 出 


1 1 
.18 < 0 
0.18 "(3 3 ) 0.59 


容易 计算 得 到 这 个 结构 的 确切 值 是 


1 1N 5 
(二 = 着 =031 图 


9.5 “系统 寿命 作为 部 件 寿命 的 函数 


对 于 一 个 具有 分 布 函数 G 的 随机 变量 , 我 们 定义 G(a) = 1 一 G(o) 为 此 随机 变 
量 大 于 a 的 概率 . 

考虑 一 个 系统 , 其 中 第 i 个 部 件 运 行 一 个 具有 分 布 Fi 的 随机 长 度 的 时 间 , 而 后 
失效 . 一 旦 失效 , 它 将 永远 保持 这 种 状态 . 假定 个 体 部 件 的 寿命 是 独立 的 , 我 们 如 何 
将 系统 寿命 分 布 表示 为 系统 可 靠 性 函数 r(p) 和 个 体 部 件 寿命 分 布 Fi,i = 1,…,n 
的 函数 呢 ? 

为 了 回答 这 个 问题 , 我 们 首先 注意 系统 运行 一 个 时 间 t 或 更 长 的 时 间 当 且 仅 当 ， 
它 在 时 刻 t 还 在 运行 . 即 , 以 FF 记 系统 寿命 的 分 布 , 我 们 有 


F(t) = P{ 系 统 寿命 > t} = P{ 系 统 在 时 间 t 还 在 工作 } 
但 是 , 由 r(p) 的 定义 我 们 有 
| P{ 系 统 在 时 间 t 还 在 工作 } =7(Pi(),…, P(t)) 
其 中 
P(t) = P{ 部 件 i 在 时 间 t 还 在 工作 } = P{ 部 件 i 的 寿命 > 寻 = Fi(t) 


因此 我 们 看 到 
F(t) =7(F1(t),.…:, Fn(t)) (9.14) 
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7. 最 小 切割 集 是 {1,2,3}， {2,3,4} 和 {3,5}. 问 最 小 道路 集 是 什么 ? 
8. 给 出 图 9.21 结构 的 最 小 道路 集 与 最 小 切割 集 . 





图 9.21 


”9. 部 件 i 称 为 关联 于 系统 , 如 果 对 于 某 个 状态 向 量 z， 
: Wim do al 
否则 , 称 为 无 关联 的 . 
(a) 用 一 句 话 解释 一 个 部 件 是 无 关联 的 含义 . 
(b) 令 41,…, 4。 是 一 个 系统 的 最 小 道路 集 , 而 以 8 记 部 件 的 集合 . 证 明 3 = 外 _， 4 
当 且 仅 当 , 所 有 的 部 件 都 是 关联 的 . 


(c) 以 01,…,C 记 最 小 切割 集 .证明 8 = 【上 ，Cs 当 且 仅 当 , 所 有 的 部 件 都 是 关联 
的 . 


10. 以 志 记 第 ;个 部 件 失效 的 时 间 ; 以 76(t) 记 系 统 少 的 失效 时 间作 为 癌 量 二 = (t1,:… ,tn) 
的 函数 . 证 明 


max minti=7(t) = min maxt; 
l<j<s i€EA; 1l1<ij<k IEC7 


11. 给 出 习题 8 结构 的 可 靠 性 函数 . 
“12. 给 出 图 9.22 中 结构 的 最 小 道路 集 和 可 靠 性 函数 . 





9.5 系统 寿命 作为 部 件 寿 命 的 函数 ”463 


对 于 个 玛 分 布 ， 


Me (Mr) -lidz 2 
1 _G0_ | 9 加 | 和 (zt) ( a 
At) ”7 外 Xe=X(AX)x=-1i 


用 变量 替换 ， = > 一 也 我 们 得 到 
1 0 u\o-! 
XD = | e 和 (1+ =) du 

因此 , G 是 IFR 当 a>14, 而 是 DFR 当 0<as1. 盯 

假设 在 一 个 单调 系统 的 每 个 部 件 的 寿命 分 布 是 IFR. 这 能 否 推出 系统 的 寿命 也 
是 IFR? 为 了 回答 这 个 问题 ， 让 我 们 首先 假设 每 个 部 件 有 相同 的 分 布 , 我 们 记 之 为 
G. 就 是 说 , 玉 作 = G(t),i = 1,…,n. 为 了 确定 系统 的 寿命 是 否 为 IFR. 我 们 必须 计 
算 书 的 失效 率 函 数 和 F(t). 现在 由 定义 


_ (d/d) F(t) (Gd/ 风 -rcO)] 


A "(GE) 


其 中 
r(G(t)) = "(Gt),.…., G(t)) 


因此 ， 





"(GH) os) =- Cr (GO 人) C 人 Mc) © 


A Ge) -G0) BD) rp) 


(9.15) 
p=G(t) : 
由 于 G(t) 是 t 的 减 函 数 , 由 此 从 方程 (9.15) 推出 , 如 果 相 和 干系 统 的 每 个 部 件 有 
相同 的 IFR, 寿命 分 布 , 那么 系统 的 寿命 将 是 IFR, 如 果 pr'(p)/r(p) 是 p 的 减 函 数 ， 
例 9.24 (相同 部 件 的 n 中 大 系统 ) 考虑 n 中 系统 , 它 运行 当 且 仅 妆 ， 它 的 上 个 
或 更 多 的 部 件 在 运行 . 当 每 个 部 件 有 相同 的 运行 概率 p 时 , 在 运行 部 件 的 数目 将 是 
参数 为 n 和 op 的 二 项 分 布 . 因此 ， 
r(p) 一 》， | Bi(1 一 D)" 
i=k 


连续 地 用 分 部 积分 , 可 以 证 明 它 等 于 
r(D) = i | | ze-1(1 一 Zi dz 


求 微分 , 我 们 得 到 
， nl a 
A ei ey yA 1!(1—p)"™ 
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另 一 个 有 趣 的 量 是 系统 失效 的 长 程 速率 . 由 于 当 系 统 在 运行 时 , 部 件 i 以 速率 
1/uwi 失效 , 而 当 系 统 失效 时 它 未 必 失 效 , 由 此 推出 


系统 运行 时 间 的 比例 。 。 1/ 
Ui 1 十 > di /ui 


由 于 任何 一 个 部 件 失效 时 系统 失效 , 上 式 导致 


部 件 i 失效 的 速率 = 


> 1 /ui 
工 十 > di/ui 
如 果 将 时 间 轴 按 系统 运行 与 失效 划分 为 时 段 , 我 们 可 以 确定 运行 时 段 的 平均 长 
度 , 注意 到 , 如 果 U(t) 是 在 区 间 [0, 二 上 总 的 运行 时 间 , 而 如 果 N(t) 是 到 上 为 止 失 
效 的 次 数 , 那么 


下期 交 的 长 度 ~ 世人 “大 交 7 


系统 失效 的 速率 = (9.35) 








其 中 最 后 的 等 式 用 到 了 方程 (9.34) 和 方程 (9.35). 用 类 似 的 方式 , 可 以 证 明 





di/ui 
一 个 失效 时 段 的 平均 长 度 = 所 (9.36) 
习 题 
1. 证 明 对 于 任意 结构 函数 有 
其 中 
(1;, 7X) = (Z1， “1 一 1) 本 ii 十 1 , Tn), (0;, 7) 一 (Z1， Sa ,Vi=1;0, 以 ti 十 1) 
2. 证 明 


(a) 车 8$(0,0,…,0)=0 和 9(1,1,…,1)=1, 则 minz: 和 gz) 入 maxzi. 
(b) gmax(z,2V)) > max($(7), $(Y)) 
(c) (min(z,y)) < min( (7), $(Y)) \ 

3. 对 于 任意 结构 函数 , 我 们 定义 对 侦 结 构 函 数 8? 为 8?”(z) =1 一 9(1 一 2). 
(a) 证 明 一 个 并 联 (串联 ) 系统 的 对 偶 是 一 个 串联 (并 联 ) 系统 . 
(b) 证 明 对 偶 结 构 的 对 偶 是 原来 的 结构 .(〈c) n 中 下 系统 的 对 偶 是 什么 ? 
(d) 证 明 对 偶 系 统 的 最 小 道路 (切割 ) 集 是 原来 系统 的 最 小 切割 (道路 ) 集 . 
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数 分 布 , 如 果 它 是 类 型 2 产品 . 然而 , 它 是 类 型 1 产品 的 概率 不 再 是 ( 先 验 的 ) 概率 
p, 但 是 现在 是 假定 它 已 经 “存活 ” 到 时 间 + 的 条 件 概率 . 事实 上 , 是 类 型 1 的 概率 为 


P{ 类 型 1， t 
P{ 类 型 1| 寿 命 > 村 = A ee 


因为 上 式 对 于 了 上 递 增 , 由 此 推出 , t 越 大 , 在 用 的 产品 越 可 能 是 类 型 1 的 ( 较 好 的 一 
个 , 因为 入 < Xa). 因此 , 产品 越 老 , 失效 的 可 能 越 小 ， 从 而 混合 指数 分 布 远 远 不 是 
IFR, 事实 上 , 是 DFR. 

现在 , 让 我 们 回 到 两 个 由 速率 分 别 为 Xi 与 Xa 的 指数 分 布 的 并 联系 统 . 系统 的 
寿命 可 以 表示 为 两 个 独立 的 随机 变量 的 和 , 即 
cr. ~ 
以 概率 二 十 和 2 

入 1 

和 1 十 和 2 


为 Exp(Ai ) 








寿命 = Exp( 和 1 十 和 2) 十 | 
以 概率 为 Exp(X2) 

第 一 个 随机 变量 , 其 分 布 是 速率 为 Xi + 2 的 指数 分 布 ， 代表 直到 部 件 之 一 失效 的 
时 间 , 而 第 二 个 (是 混合 指数 分 布 ) 是 直到 另 一 个 部 件 失效 的 附加 时 间 (为 什么 这 两 
个 随机 变量 是 独立 的 ?) 

现在 , 假定 这 个 系统 已 经 “存活 ” 到 时 间 t, 当 上 大 时 ， 两 个 部 件 还 都 在 运行 的 可 
能 性 很 小 , 反而 很 可 能 一 个 部 件 已 经 失效 . 因此 , 对 于 大 的 t, 剩余 寿命 的 分 布 基 本 
上 是 两 个 指数 的 混合 一 一 所 以 当 t 变 得 更 大 时 , 它 的 失效 率 应 该 递减 (正如 实际 发 





生 的 ). 国 
回忆 一 个 具有 密度 f(t) = F(t) 的 分 布 函数 F(t) 的 失效 率 函 数 定义 为 
四 
二 和 


对 两 边 取 积 分 , 我 们 得 到 





2 
| Xas = ， 全 ln F(t) 


因此 
F(t) = eA (9.17) 


其 中 ， 
人 伯 = | vd 


函数 A(t) 称 为 分 布 五 的 风险 函数 (hazard function). 
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注 ”在 建立 UV 和 DD 的 公式 中 , 我 们 并 没有 利用 运行 和 失效 时 间 的 指数 假定 . 而 事 
实 上 , 我 们 的 推导 是 有 效 的 , 并 且 当 U 和 DD 都 完好 地 定义 (一 个 充分 条 件 是 所 有 的 
运行 和 失效 分 布 都 是 连续 的 ) 时 , 方程 (9.32) 和 方程 (9.33) 成 立 . 量 X， ji， i = 
1,…,n 分 别 表示 平均 寿命 和 平均 修理 时 间 的 倒数 . 

例 9.32 ”对 于 串联 系统 ， 






































Hi 
7 ;Mit Ai 1 
加 MiMi Hj 》 Xi 
2 Hi 
万 一 十 Ai 1 
一 
Kit 2 和 
而 对 于 并 联系 统 ， 
入 i 入 ; 
AiMi Hj 二 A Ls 
2 [li 2 
Ai 
万 I Hi 十 Ai 1 
i TT A Dp 
Hit 和 i 
上 面 的 公式 对 于 部 件 i 分 别 具 有 平均 运行 和 失效 时 间 1/ 和 ;和 1/pi,i = 1,…n 的 连 
续 的 运行 和 失效 分 布 的 系统 都 成 立 . 国 
带 有 和 暂缓 行为 的 串联 模型 


”考虑 由 n 个 部 件 组 成 的 一 个 串联 系统 , 并 且 假 设 只 要 一 个 部 件 失效 (而 因此 系 
统 失 效 ), 这 个 部 件 立 刻 开 始 修理 , 并 且 其 他 的 部 件 进 入 一 个 暂缓 行为 的 状态 . 即 , 在 
失效 的 部 件 修 复 后 , 其 他 部 件 开 始 在 失效 发 生前 的 相同 条 件 下 恢复 运行 . 如 果 有 两 
个 或 更 多 的 部 件 同时 失效 , 则 它们 中 任意 选取 的 一 个 作为 失效 部 件 开 始 修理 ; 其 他 
同时 失效 的 部 件 被 考虑 为 处 在 一 个 暂缓 行为 的 状态 , 而 当 修 理 完 成 时 , 它们 就 立刻 
进入 失效 时 期 . 我 们 假设 (不 计 任 何 暂缓 行为 的 时 间 ) 部 件 i 运行 的 时 间 的 分 布 是 
玉 , 均值 为 wi, 而 修理 分 布 是 Gi, 均值 为 di,i = 1,:…,n. 

为 了 确定 系统 在 工作 的 时 间 长 程 比例 , 我 们 作 推 理 如 下 . 作为 开始 , 考虑 系统 的 
这 样 一 个 时 间 , 记 为 T, 使 系统 已 经 运行 了 时 间 t. 现在 , 当 系 统 处 在 运行 时 部 件 i 
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类 似 地 , 通过 考虑 部 件 1 到 n 一 1 和 结构 加 (z) = 9(0n,z) 的 系统 , 我 们 得 到 
r(0n,p°) > [r(0n, p)]° 
于 是 , 由 方程 (9.20), 我 们 得 到 
: r(p”) > pralr(1n, Pp)) + (1 — pr)lr(0n, p)™ 
利用 下 面 的 引 理 区 入 = pz = r(lwp)y=r(0wp)], 推 出 
7r(p”) > [pnr(1n, Pp) + (1— pn)r(0n, Pp)]® 一 TD) 


这 就 证 明了 结果 . 国 
引 理 9.1 车 0<as1,0< 入 <1, 则 对 于 一 切 0<y<z 有 


h(y) = z+(l— MN) (Mr+(l— NY) >0 


证 明 ”这 个 证 明 留 作 习题 国 
我 们 现在 证 明 下 面 的 重要 定理 

定理 9.2 ”对 于 独立 部 件 的 单调 系统 , 如 果 每 个 部 件 有 IFRA 寿命 分 布 , 那么 系统 
寿命 分 布 本 身 也 是 IFRA. 


证 明 ”系统 寿命 分 布 为 
F(at) 一 r( 开 1 (at))…， ,F'n(at)) 
”因此 , 由 于 > 是 单调 函数 , 而 且 由 于 每 个 部 件 的 分 布 豆 是 IFRA, 我 们 由 方程 (9.19) 


得 到 
F(at) > TCF 的 的 ) > (Fa Fe)] =F 的 


由 方程 (9.19) 证 明了 定理 . 当然 , 最 后 的 不 等 式 由 命题 9.2 得 到 . 加 
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在 理论 上 如 何 确 定 系统 的 平均 寿命 . 
由 于 系统 寿命 是 t 或 者 更 长 当 且 仅 当 , 系统 在 时 间 t 还 在 运行 , 我 们 有 


P( 系 统 寿命 > 直 =7(F(t)) 


其 中 五 (t) = (两 内 ,……, 瓦 ()， 因 此 由 一 个 熟知 的 公式 , 即 对 于 任意 非 负 随机 变 
量 X. 村 
FEIX] = 上 P{X > z}dz. 
0 
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例 9.31 对 于 一 个 并 联系 统 , r(p) = 1 TI:(1 一 po， 所 以 
站 Ai 
A(t)=1— [I | 下 (1—e Sa 


Hi 





7 二 


0 加 
上 面 的 系统 在 运行 和 失效 之 间 更 蔡 . 让 我 们 以 Ui 和 Di， i> 1 分别 记 第 i 次 运行 
和 失效 的 时 间 长 度 . 例如 在 3 中 2 系统 中 , U1 是 直到 两 个 部 件 失效 时 的 时 间 ; D1 是 
直到 两 个 运行 时 的 附加 时 间 ; U2 是 直到 两 个 部 件 失效 时 的 附加 时 间 , 如 此 等 等 . 以 
=i 
NnN—00 7 N00 7N 
分 别 记 运 行 和 失效 的 平均 时 间 长 度 .” | 

为 了 确定 可 和 万 , 首先 注意 在 前 m 个 运行 - 失效 的 循环 中 ( 即 , 在 时 间 > ,，; (Di+ 

Di) 中 ) 系统 将 运行 一 个 时 间 》、_，Ui. 因此 , 在 前 n 个 运行 - 失效 的 循环 中 , 系统 

运行 的 时 间 比 例 是 





nN 
Bp Ey fs 2 ,Ui/n 


iti+Un+Dit++Dn E 
: i n > Ui/n+ > Di/n 
?一 工 


当 n 一 co 时 , 它 必须 趋 于 系统 运行 时 间 的 长 程 比例 4. 因此 ， 


U HL 
U+D ee ee 


然而 , 为 了 求解 可 和 万 ,我 们 需要 另 一 个 方程 ,为 此 考虑 系统 失效 的 速率 . 因为 在 时 
间 》 (Ui + Di) 中 将 有 n 次 失效 , 由 此 推出 系统 失效 的 速率 是 





区 & nN 
系统 失效 的 速率 = lim 二 #5 一 一 5 一 
2 
; n 1 
a lim 一 一 一 一 一 一 7 一 一 一 二 五福 证 
> ，Ui/n 二 > Di/n 


就 是 说 , 上 面 导 致 直观 的 结果 , 平均 地 在 忆 + 呈 个 单位 时 间 有 一 次 失效 . 为 了 利用 这 
一 点 , 我 们 确定 部 件 i 的 一 次 失效 引起 系统 从 运行 转 为 失效 的 速率 . 现在 , 部 件 i 失 
@ 用 再 现 过 程 的 理论 可 以 证 明 , 是 上 面 的 极限 以 概率 为 1 地 存在 , 而 且 是 常数 . 


(9.29) 
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给 出 , 而 它 的 可 靠 性 函数 等 于 
r(D) = pi1p2(p3 + pa 一 Dapa) 


当 第 i 个 部 件 的 寿命 在 (0,i),i = 1,2,3,4 上 均匀 分 布 时 , 让 我 们 计算 系统 寿命 的 均 
值 . 现在 : : 


1—t, 0O0<t<l 
及 二 
0， t>1 
_ 1 一 t/2， 0<t<2 
Fo (tt) = 
= | 
加 1-t/3， 0g<tg3 
Fs(t) = / 
0, 二 
1 一 t/4， 0O<t<4 
Fa / 
0， t>4 
因此 
| 2_t\ [3_t 4-+ eg 
ee 1—t)(— 一 一 十 一 一 一 -一 一 | ， 0O<t<l1 
(六 二 人 ) ( 污 :) | 与 4 12 
0， t>1 
所 以 


[系统 寿命 | = 二 上 (1 —t)(2— (12 -#2)dt = je) ~ 0.41 


我 们 以 得 到 独立 同 分 布 指数 寿命 部 件 的 中 系统 的 平均 寿命 来 结束 这 一 节 . 
如 果 9 是 每 个 部 件 的 平均 寿命 , 那么 


Fi(t) et/0 


因此 , 由 于 对 于 n 中 系统 
r(p,p,*…,p) = > ( jz Bj 


i=k 


从 方程 (9.21) 我 们 得 到 


E[ 系 统 寿命 ] = [> | 1 ) (et/9)i(1 — et/0)n-idt 
i=k 


0 
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例 9.29 ”假设 部 件 i 的 寿命 是 速率 为 入，i = 1,…,n 的 指数 分 布 . 那么 , 达到 最 
小 化 的 值 c 使 得 


1 SP{X, >c}= yo-xe 
i=1 i=1 
且 系 统 寿 命 的 均值 的 界 是 
也 [max Xi < c* 十 SEI(X, 一 c*)+] 
4 一 


=c*+ > (BC 一 cr >cP > ce*} 
2% 二 1 
+E[(Xi— ce*)t+|Xi 入 PLX Soc 


* 1 一 入 
一 C 2 
i 二 1 


在 所 有 的 速率 都 相等 的 特殊 情形 , 假定 入 ; = 入 ,i = 1,…,n, 那么 
1=me->c 或 c* = xn 

且 这 界 是 
B| maxXi] < xntm 41) 


即 , 若 X1,…,X 是 同 分 布 的 速率 为 和 的 随机 变量 , 则 上 式 给 出 了 它们 最 大 值 期 望 
值 的 一 个 界 . 在 这 些 随机 变量 也 是 独立 的 特殊 情形 由 方程 (9.25) 给 出 的 下 面 的 表 
示 式 


E |max Xi| = :as -de ~ 3 ln(n) 国 
1 Ee ] 
它 并 不 比 上 面 的 上 界 小 多 少 . 


9.7 ”可 修复 的 系统 


考虑 具有 可 靠 性 函数 r(p) 的 n 个 部 件 的 系统 . 假设 部 件 ; hs 和 i 
的 指数 时 间 , 然后 失效 ; 一 旦 失效 , 它 可 以 用 速率 为 p 的 指数 时 间 修 复 , i = 1,- 
所 有 部 件 都 独立 地 行动 . 

假设 开始 时 所 有 的 部 件 都 在 工作 , 并 且 令 


A(t) = P{ 系 统 在 时 间 t 工作 } 
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统 寿命 的 上 界 . 即 , 对 于 任意 常数 c 


nN 
max X; < c+ > (Xi—o)t : (9.24) 
2 
?一 工 


其 中 z+ 是 z 的 正 部 , 等 于 x, 如 果 x > 0, 而 等 于 0, 如 果 x < 0. 不 等 式 (9.24) 的 
有 效 性 是 立刻 可 以 得 到 的 , 因为 若 maxi Xi < c, 则 左边 等 于 maxi Xi, 而 右边 等 于 c. 
另 一 方面 , 大 Xom = maxi Xi > c, 则 至 少 与 c+ (X(n) 一 c) = XX(n) 一 样 大 . 对 不 等 
式 (9.24) 取 期 望 得 到 


E |max Xd 入 c 十 > zl — c)1] (9.25) 


现在 , (Xi 一 c)+ 是 一 个 非 负 的 随机 变量 , 所 以 
E[(X; c) 十 ] 一 有 P{(Xi; = c)t > rz}dz 
0 


= [Px —c>z}dr= {pt > vy}dy 
0 c 
于 是 , 我 们 得 到 
i=1"C 
因为 上 式 对 于 一 切 c 者 成立, 由 此 推出 , 我 们 可 以 通过 令 c 等 于 使 上 式 右边 最 小 的 


值 , 以 得 到 最 好 的 界 . 为 了 确定 这 个 值 , 对 于 上 述 右边 求 微 商 , 并 置 其 结果 为 0. 以 
得 到 


N 
1— >》_P{X;>c¢}=0 
2=1 


“就 是 , 达到 最 小 化 的 值 c 是 / 
SPp{Xi>e}=1 
i 二 1 


的 值 c*. 因为 DP{X > c} 是 e 的 减 函数 , 可 以 很 容易 地 逼近 c* 的 值 , 之 后 再 用 


于 不 等 式 (9. 26) 中 同样 有 趣 地 注意 到 , c* 确定 得 使 超过 c* 的 Xi 的 期 望 个 数 等 于 
1( 见 习题 32). c 的 最 佳 值 具有 的 这 样 的 性 质 是 很 有 趣 的 ， 而 在 茶 种 程度 上 的 直觉 是 
当 恰 好 有 一 个 X; 超过 c 时 , 不 等 式 (9.24) 是 个 等 式 
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作 蔡 换 | 
2 一 人 dy = -ye dt 二 -sdt 


导出 : 
E[ 系 统 寿命 ] = 0 》_ | ) | y 一 (一 人 "dy 


i=k 


现在 , 不 难 证 明 ® 





! TN: 
| y" (1 一切 “dy 三 i (9.22) 
于 是 上 式 等 于 
Bl 系统 寿 全 一 0 nm 0; (923) 
i=k i=k 


” 注 “方程 (9.23) 可 以 直接 利用 指数 分 布 的 特性 来 证 明 . 首先 注意 ”中 系统 的 寿 

命 可 以 写成 卫 十 … 十 Tht1, 其 中 全 表示 在 第 i 一 1 个 失效 与 第 i 个 失效 之 间 的 
时 间 . 事实 如 此 , 因为 再 十 … 十 Th_etl 等 于 第 n 一 十 1 个 部 件 失效 的 时 间 , 这 也 是 
在 运行 的 部 件 的 个 数 首次 小 于 k 的 时 间 . 现在 , 当 所 有 nn 个 部 件 都 在 运行 时 , 失效 
发 生 的 速率 是 9/n. 即 , Ti 是 均值 为 9/n 的 指数 分 布 . 类 似 地 , Ti 表示 当 有 nn 一 i+1 
个 部 件 在 运行 直到 下 一 个 失效 的 时 间 , 由 此 推出 人 是 均值 为 一 一 的 指数 分 布 
因此 , 系统 的 平均 寿命 等 于 


EN 十 … 十 et 一 8 EE 
变量 . z 
并 联系 统 期 望 寿命 的 上 界 


考虑 一 个 n 部 件 的 并 联系 统 , 它们 的 寿命 不 一 定 是 独立 的 . 系统 寿命 可 以 表示 
为 
系统 寿命 = max Xi 


1 
el 上 yn(L 一 人 madg 


mm 


分 布 积分 导出 C(n,m) = 一 一 C(N 二 l,m 一 1). 以 C(n,0)= 一 开始 , 方程 (9.22) 由 数 
n+l1 ~ n+l 
学 归纳 法 得 到 . 
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A(t) 称 为 在 时 间 t 的 有 效 度 . 由 于 所 有 部 件 都 独立 地 行动 ,4(t) 可 以 用 可 靠 性 函数 
表达 如 下 : 
A(t) ss 7(41 (t), ey An(t)) (9.27) 
其 中 
4i(t) = P{ 部 件 i 在 时 间 t 工作 } 
现在 部 件 i 的 状态 (或 者 开 , 或 者 关 ) 按 一 个 有 两 个 状态 的 马尔 可 夫 链 变化 . 因此 由 
例 6.12 的 结果 , 我 们 有 


Li Ai Qitp)t 
Ai(t) = Poolt) = ps 
W400 a 





于 是 , 我 们 得 到 、 
(一 人 十) 
40=r( 了 a + ] 


如 果 我 们 令 t 趋 于 co, 那么 我 们 得 到 其 极限 有 效 度 ( 记 为 4) 它 由 


J 
A= lim A(t) "(ii) 








给 出 . / 
注 (i) 如果 部 件 i 开 和 关 的 分 布 分 别 是 具有 均值 为 1/ 和 A; 和 1/1i 的 任意 连续 分 布 ， 
1/ Xi Mi 


a /Ni tN 


于 是 利用 可 靠 性 函数 的 连续 性 , 从 (9.27) 推出 极限 有 效 度 是 


下 到 Ld 
4= jm A0 -r(x) 








因此 , 4 只 依赖 于 开 和 关 的 分 布 的 均值 . 

( 芭 可 以 证 明 (利用 在 7.5 节 中 介绍 的 再 现 过 程 理论 ) 4 也 等 于 系统 运行 时 间 的 
长 程 比例 . 
例 9.30 ”对 于 一 个 串联 系统 , r(p) = IT pi, 所 以 


Hi Ai Qitpi)t 
0- 直 [人 十 和 Xi 
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”我 们 看 到 “ 
[系统 寿命 | - / r(F())dt | (9.21) 
0 


例 9.26 (均匀 分 布 部 件 的 串联 系统 ) 考虑 3 个 独立 部 件 的 串联 系统 , 每 个 部 件 运 
行 一 个 在 (0,1) 上 均匀 分 布 的 时 间 (以 小 时 计 ). 因此 , r(p) = pip2ps 且 


| t/10, 0<t<10 ,_123 
1, t>10 
所 以 
10—t 
{Bm), ostsa 
0, t>10 
从 而 
0 ON 5 
EI[ 系 统 寿命 = / (3:) at=10/ vav=3 
0 0 


例 9.27 (3 中 2 系统 ) 考虑 一 个 独立 部 件 的 3 中 2 系统 . 其 中 每 个 部 件 的 寿命 (以 
”月 计 ) 在 (0,1) 均匀 分 布 . 正如 例 9.13 所 示 , 这 样 的 系统 的 可 靠 性 函数 为 


r(D) = D1D2 + p1p3 + p2p3 一 2D1D273 
由 于 
t O<t<l 
万 ， 》 ~ 一 
it | 1, t>1 


我 们 从 方程 (9.21) 看 到 
E[ 系 统 寿命 ] = [eo —t)* —2(1—t)°]dt= [ ew 一 2 久 )dy = 工 一 5 = 时 


例 9.28 (一 个 4 部 件 系 统 ) 考虑 4 部 件 系 统 , 它 当 部 件 1 和 2 运行 以 及 部 件 3 与 
4 中 至 少 一 个 运行 时 运行 . 它 的 结构 函数 由 
gz) 二 Z172(Z3 十 4 一 Z374) 


Q@ 当 X 有 密度 f 时 , E[X] = 上 ”PP{X > z}dz 可 以 证 明 如 下 ; 


[Ptx>eyae=f f swavae = fo fdray = | vf)ay = FIX) 
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效 时 , 如 果 其 他 部 件 的 状态 z1,… ,Ti_1, Xi+1,"… ,Zn 使 得 $(1i, 2) = 1, $(0i, 2) = 0， 
则 系统 从 运行 转 为 失效 . 就 是 说 其 他 部 件 的 状态 必须 使 得 


$1i, 7) Ce $(0i, 7) = (9.30) 
因为 平均 地 部 件 i 在 每 1/ 和 i 十 1/pi 个 时 间 单 位 中 都 有 一 次 失效 , 由 此 推出 部 件 i 的 
失效 率 等 于 (1/ 和 i 十 1/1i)-! = 和 Wi/(Ai 二 4i)- 此 外 ， 其 他 部 件 的 状态 将 以 概率 
( 译 者 注 : 和 (co) 理解 为 上 一 oo 时 , 系统 处 的 随机 状态 ) 


Pp{(1i, X(00)) — $(0i, X(00)) =1} 
= E[$(1i;,X(00)) — $(0i,X(00)) 因为 $(1i,X(00)) — $(0i,X(00)) 


是 伯 努 利 随机 变量 
-i 
使 得 方程 (9.30) 成 立 . 因此 , 将 上 面 总 起 来 考虑 , 我 们 看 到 
部 件 ; 引起 系统 的 失效 率 = 一 一 es) -r(o 
在 所 有 的 部 件 ; 上 求 和 , 于 是 给 出 
| 
最 后 , 将 上 式 与 方程 (9.26) 置 为 相等 , 得 到 
-| om 


求解 方程 (9.28) 和 方程 (9.31), 我 们 得 到 

















2 ; (9.32) 
et) rt) 
全 7 Ai 十 Hi 入 十 上 入 十 凡 
中 
是 < 
万 -一 人 (9.33) 





同样 ,方程 (9.31) 导出 系统 的 失效 率 ， 
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定义 9.1 分 布下 称 为 具有 平均 递增 失效 的 (IFRA), 如 果 对 于 上 t>0 


A _ | Xo 0 (9.18) 
t t 


关于 tt 递增 . 

换 句 话说 , 方程 (9.18) 说 明 直 至 时 间 t 的 平均 失效 率 当 t 增加 时 递增 . 不 难 证 
明 寿 下 是 IFR, 则 了 是 IFRA, 但 是 , 反 过 来 不 一 定 正确 . 

注意 五 是 IFRA, 如 果 只 要 0< sgst 有 5) < 他, 这 等 价 于 


ed) 对 0<a<g1l, 一 切 t>0. 


但 是 由 方程 (9.17) 我 们 看 到 A(t) = 一 InF(t), 而 所 以 上 述 等 价 于 
: —lInF(at) < —~aln F(t) 
或 者 等 价 于 
InF(at) > jn 页 (t) 
由 于 nz 是 > 的 单调 函数 , 这 说 明 亚 是 IFRA 当 且 仅 当 ， 
F(at)>F°"(t) 对 0<sasxgl, 一切 t>0. (9.19) 
对 于 一 个 向量 p= (pi1,… ,pn), 定义 p* = (p?,…,p9). 我 们 需要 下 面 的 命题 . 
命题 9.2 ”任何 可 靠 性 函数 r(p) 满足 
rp ) > rp) Ogasgl 


证 明 我 们 对 系统 中 的 部 件数 ”进行 归纳 证 明 上 式 . 若 n=1, 则 7r(p) =0,r(p) 三 1 

或 者 7(p) 三 p. 因此 在 这 情形 命题 成 立 . 
所 以 假定 命题 9.2 对 于 n 一 1 个 部 件 的 一 切 单调 系统 都 成 立 , 并 且 考 虑 一 个 有 

结构 2 的 n 个 部 件 的 系统 . 取 条 件 于 第 n 个 部 件 是 否 在 运行 , 我 们 得 到 


7r(p”) = parT(ln,p°) + (1 — pr%)r(0n, p°) (9.20) 


现在 考虑 部 件 1 到 n 一 1 具有 结构 $1(x) = %(lnz) 的 系统 . 这 个 系统 的 可 靠 性 函 
数 由 ri(p) = "7(1n,p) 给 出 ; 因此 , 由 归纳 假设 (对 于 n 一 1 个 部 件 的 一 切 单调 系统 成 
立 ), 我 们 有 

r(1n,p°) > Ir(1n, p)]” 


9.7 可 修复 的 系统 

的 失效 次 数 构成 一 个 具有 平均 间隔 时 间 wi 的 更 新 过 程 . 所 以 , 由 此 推出 

部 件 ; 在 时 间 7 中 的 失效 次 数 = 二. 
由 于 部 件 i 的 平均 修理 时 间 是 d 

在 时 间 了 中 部 件 1 的 总 修理 时 间 必 于 
所 以 , 在 系统 已 经 运行 了 时 间 t 期 间 , 系统 总 的 失效 时 间 近 似 地 是 

?一 荆 

因此 系统 已 经 处 于 运行 的 时 间 比 例 近似 地 是 


yy di /ui 
因为 当 我 们 让 t 变 大 时 ， 这 个 近似 应 该 变 得 更 精确 ， 由 此 推出 
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系统 已 经 处 于 运行 的 时 间 比 例 = (9.34) 


DE 


”这 也 说 明 人 


di/ui 
系统 的 失效 时 间 比 例 = 1 一 系统 已 经 处 于 运行 的 时 间 比 例 = > 4 


而 且 , 在 时 间 区 间 从 0 到 了 ,已 经 投入 到 部 件 i 的 修理 时 间 比 例 近 似 地 为 
tdi /ui 


Sy td; /ui 


所 以 , 在 长 程 中 ， 
di /ui 


由 于 部 件 i 引起 的 失效 的 时 间 比 例 = 二 一 一 
> di/ui 
将 上 式 乘 以 系统 的 失效 时 间 比 例 , 得 出 


部 件 i 在 修理 的 时 间 比 例 = 一 和 一 
1+ D2, di/u 


同样 , 由 于 只 要 任何 其 他 部 件 在 修理 , 部 件 7 将 处 于 暂缓 行为 状态 , 我 们 看 到 
2 yh 
1 


部 件 j 处 于 暂缓 行为 状态 的 时 间 比 例 = 
十 py di /ui 


1 + 2 di/us 
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关 pvp) Tr pe /ie | 
-El -B® 人 « 
令 y= Z/p, 导致 


pr’(p) > 
7 - / le oj 
由 于 (1 一 yp)/(1 一 p) 关于 了 递增 , 由 此 推出 pr'(p)/r(p) 是 的 减 函数 . 于 是 , 如 果 
一 个 由 独立 的 , 具有 相同 的 递增 失效 率 部 件 组 成 的 n 中 系统 , 则 这 个 系统 本 身 有 
递增 失效 率 
然而 , 显现 的 是 , 对 于 一 个 由 独立 的 , 具有 不 同 的 递增 失效 率 的 部 件 组 成 的 中 
k 系统 , 系统 寿命 不 一 定 是 IFR 分 布 . 考虑 下 面 的 2 中 1 系统 ( 即 并 联系 统 )， 
例 9.25 (一 个 不 是 IFR 的 并 联系 统 ) 一 个 由 两 个 独立 部 件 ,第 i 个 部 件 有 均 信 为 
-的 指数 分 布 的 并 联系 统 的 寿命 分 布 为 


F(t)=1-(1-e')(l—e *)=e +e te 


所 以 
f(t) 2e +e :—3e 3 


NOT) entre -em 


.通过 求 微分 容易 推出 , 入 (t) 的 符号 由 e 下 一 es3 十 3e- 仑 所 决定 , 对 于 较 小 的 t 值 , 
它 是 正 值 , 而 对 于 较 大 的 t 值 , 它 是 负 值 . 所 以 , A(t) 开 初 是 严格 递增 , 而 后 是 严格 递 
减 . 因此 , F 不 是 IFR. : 图 
注 ”上 述 例 子 的 结果 乍 一 看 十 分 令 人 惊奇 ,为 了 对 它 得 到 更 好 的 感觉 , 我 们 需要 
混合 分 布 函数 的 概念 . 分 布 函数 G 称 为 分 布 G! 和 分 布 Ga 的 混合 , 如 果 对 于 某 个 
p, 0<p<l1, 

G(z) = pG1(7x) + (1 — p)G2(z) (9.16) 


当 我 们 从 某 个 由 两 个 不 同 的 群体 决定 的 总 体 抽样 时 , 将 有 混合 发 生 . 例如 , 假设 我 
们 由 产品 的 一 个 库存 , 其 中 p 部 分 是 类 型 1 产品 , 而 1 一 p 部 分 是 类 型 2 产品 . 假设 
类 型 1 产品 的 寿命 分 布 是 G1, 而 类 型 2 产品 的 寿命 分 布 是 G2. 如 果 我 们 随机 的 从 
库存 中 选取 一 个 产品 , 那么 它 的 寿命 分 布 正 如 方程 (9.16) 所 示 . 

现在 考虑 两 个 有 速率 分 别 为 Ai 与 和 2 的 指数 分 布 的 混合 , 其 中 Xi < A2. 我 们 
有 兴趣 确定 是 否 这 个 混合 分 布 是 IFR. 为 此 , 我 们 注意 到 如 果 选 取 的 产品 “存活 ”到 
时 间 t, 那么 , 它 的 剩余 分 布 仍旧 是 两 个 指数 分 布 的 混合 . 之 所 以 这 样 , 是 由 于 它 的 
剩余 分 布 仍旧 是 速率 为 Xi 的 指数 分 布 , 如 果 它 是 类 型 1 产品 , 或 者 速率 为 Xa 的 指 


“4. 写 出 对 应 于 下 列 图 9.16~ 图 9.18 的 结构 函数 








(a) 
(c) 
1 
4 
图 9.18 
5。 对 于 
(a) 
(b) 
2 
1 3 
图 9.20 
求 最 小 道路 集 与 最 小 切割 集 . 


"6. 最 小 道路 集 是 {1, 2, 4}， {1,3,5} 和 {5,6}. 给 出 最 小 切割 集 . 


上 
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”” 例 9.20 ”在 囊 联系 统 中 , r(p) = 了 [ms, 所 以 由 方程 (9.14) 


F(t) = II F(t) 


当然 , 这 是 很 显然 的 , 因为 对 于 串联 系统 , 系统 寿命 等 于 部 件 的 最 小 寿命 , 所 以 系统 
寿命 和 于 t+ 当 且 仅 当 , 所 有 的 部 件 寿 命 都 大 于 上 加 
例 9.21 在 并 联系 统 中, r(p) = 1 一 ]] (1 一 pi), 从 而 


F =1- ITag 


上 式 也 容易 推导 , 只 要 注意 在 并 联 情 形 , 系统 寿命 等 于 部 件 的 最 大 寿命 . 入 
对 于 连续 分 布 G, 我 们 定义 G 的 失效 率 函 数 和 A(t) 为 


Mt) = 所 


其 中 g(b) = 中. 在 5.2.2 节 中 证 明了 , 如 果 G 是 一 个 产品 的 寿命 , 则 At) 表示 一 
个 + 年 产品 失效 的 概率 强度 . 我 们 称 G 是 递增 失效 率 (IFR) 分 布 如 果 At) 是 的 
增 函 数 . 类 似 地 , 我 们 称 G 是 递减 失效 率 (DFR) 分 布 , 如 果 和 A(t) 是 上 的 减 函数 . 
例 9.22 ( 惠 布尔 分 布 随机 灾 量 称 为 具有 市 市 外 分布 ,如果 它 的 分 布 函数 对 于 荣 
个 入 >0，a>0, 为 

G(t)=1—e 0 +>¥0 


韦 布尔 分 布 的 失效 率 函 数 等 于 


eMt) a(At)c 一 IAA 三 
At) = 一 = aA(At)c-1 


于 是 , 韦 布尔 分 布 当 a > 1 时 是 IFR, 而 当 0 < a < 1 时 是 DFR; 当 a = 1 时 
G(t) = 1 一 e-*t 是 指数 分 布 , 它 既 是 IFR, 又 是 DFR. 国 
例 9.23 ( 伽 玛 分 布 ) 随机 变量 称 为 具有 伽 玛 分 布 , 如 果 它 的 分 布 函数 对 于 某 个 入 > 


0，aw > 0, 为 
Me (Mt 


gO 对 于 + > 0 


其 中 
rT(a) 三 上 e ‘tldt 
0 


13. 


14. 
15. 


16. 


ya 


18. 


19. 


习 题 481 


令 r(p) 为 可 靠 性 函数 . 证 明 


7(p) 三 Pir(liD) + (1 — pi)7(0i, p) 


通过 取 条 件 于 部 件 3 是 否 运行 , 计算 桥 联系 统 ( 见 图 9.11) 的 可 靠 性 函数 
对 于 习题 4 中 给 出 的 系统 , 计算 可 靠 性 函数 的 上 界 和 下 界 (用 方法 2), 并 目 在 p: = 3 
时 与 精确 值 比较 
对 于 
(a) 3 中 2 系统、 (b) 4 中 2 系统 
用 两 种 方法 计算 r(p) 的 上 界 与 下 界 ， 
(c) 将 这 些 界 与 精确 值 作 比较 , 设 
(i)pi=0.5 (i)pi=0.8 (过 mi 三 0.2 
令 N 是 非 负 整数 值 的 随机 变量 . 证 明 


P{N > 0} > Bs 
并 且 解 释 怎样 使 用 这 个 不 等 式 导出 可 靠 性 函数 的 附加 的 界 . 
提示 : 
E[N?] = E[N?|IN > OJP{N > 0} (为 什么 ?) 
> (EININ > 0])?P{N > 0} (为 什么 ?) 


现在 两 边 乘 以 P{N > 0} 
考虑 一 个 结构 , 其 最 小 道路 集 是 {1,2,3} 和 {3,4,5} 
(a) 最 小 切割 集 是 什么 ? 
(b) 如 果 部 件 的 寿命 都 是 独立 的 (0,1) 均匀 随机 变量 , 确定 系统 寿命 小 于 3 的 概率 
以 入 ,Xz,…,X。 记 独立 同 分 布 随机 变量 ， 并 且 定 义 次 序 统计 量 XG), X02),…， 
X(n) 为 
Xda) 三 XX1, 六 2,… ,Xn 中 第 i 个 最 小 者 . 
证 明 如 果 X; 的 分 布 是 IFR, 那么 XG;) 的 分 布 也 是 IFR. 
提示 : 将 它 与 这 一 章 中 的 某 一 个 例子 联系 起 来 . 


20. 令 斑 是 连续 分 布 函数 . 对 于 某 个 正 数 由 


G(t) = (FOOD)” 


定义 分 布 函数 G. 求 G 和 下 分 布 的 失效 率 函 数 和 c(t) 和 和 p(t) 之 间 的 关系 . 
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因此 , 从 方程 (9.12) 我 们 看 到 
P(D2) < P(D2|DI)P(D1) + P(D2)(1 — P(D1)) 
或 
P(D2|D1) > P(D2) 


用 相同 的 推理 , 也 推出 
P(Di|Di1:::D;_1) > P(D;) 


所 以 从 方程 (9.11) 我 们 得 到 
1 —7(p) > lI P(D:;) 


或 者 , 等 价 地 
r(p) <1-1I (- II oj 


jEA; 


Ui, U2,..*, Ur 为 
z 二 {Ci 中 至 少 一 个 在 运行 } 


那么 , 因为 系统 运行 当 且 仅 当 , 所 有 的 事件 Ui 都 在 运行, 我 们 有 


r(p)= P(UViU2::-U;) = P(UI)P(U2U) :PP(U UI: U1) A 
”其 中 最 后 的 不 等 式 恰 如 与 Di 的 相同 方式 建立 . 因此 ， 


r(p) > 有 1 ] 6 


jECs 
而 于 是 我 们 对 可 靠 性 函数 有 如 下 的 界 
ho-ml emer -H(i I) (9.13) 
1 jECO: ITE4i; 


自然 地 期 望 , 如 果 在 最 小 道路 集中 没有 太 多 的 交 和 失 , 则 上 界 应 接近 于 真实 的 r(p), 而 
如 果 在 最 小 切 制 集中 没有 太 多 的 交 迭 , 则 下 界 也 接近 于 真实 的 +(p). 
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24. 
.我们 说 《 是 分 布 已 的 一 个 2 百分点 , 如 果 F(C) = 2. 证 明 如 果 ¢ 是 IFRA 分 布 瓦 的 


26. 


27. 


28. 


29. 


“30. 


31. 


32. 
33. 


34. 


证 明 如 果 下 是 IFR, 那么 它 也 是 IFRA, 并 且 通 过 反例 说 明 反 过 来 是 不 对 的 . 


一 个 p 百分点 ， 则 
F(z)<e”, z>( 
F(z)>e™”, zge 


其 中 


证 明 引 理 9.3. 
提示 : 令 xz =y 十 6. 注意 当 0 < as 1 时, f(t) = 如 是 凹 函数 , 并 且 利用 对 于 止 函数 ， 
f(t 二 +h) 一 f(t) 关于 上 递减 


令 7(D) 7(D, P， os ,p). 证 明知 7r(po) = po, 则 
r(p)>p 对 p>po r(p)<p 对 p<po 
提示 :用 命题 9.2 


当 两 个 部 件 的 寿命 分 别 是 (0, 1) 和 (0, 2) 上 均匀 分 布 时 , 求 这 两 个 部 件 的 串联 系统 的 
平均 寿命 . 对 于 并 联系 统 作 同样 的 计算 . 

证 明 当 第 一 个 部 件 的 寿命 是 均值 为 1/ma 的 指数 分 布 , 而 第 二 个 部 件 的 寿命 是 均值 为 
1/p2 的 指数 分 布 时 , 两 个 部 件 的 并 联系 统 的 平均 寿命 是 


Ce 
ptp (hi+t+p2)ps (十 He) 


当前 两 个 部 件 的 寿命 是 (0,1) 上 均匀 分 布 , 而 后 两 个 部 件 的 寿命 是 (0,2) 上 均匀 分 布 
时 , 计算 4 中 3 系统 的 期 望 寿命 . 
证 明 当 每 个 部 件 的 寿命 的 均值 为 9 的 指数 分 布 时 , 一 个 中 系统 的 寿命 方差 为 


在 9.6.1 节 中 , 证 明 超过 c* 的 X; 的 期 望 个 数 等 于 1. 

令 X; 是 均值 为 8 十 2i(i = 1,2,3) 的 指数 随机 变量 . 用 9.6.1 节 的 结果 得 到 E[max Xi] 
的 上 界 , 然后 与 当 X; 是 独立 随机 变量 时 的 精确 结果 作 比 较 . 

对 9.7 节 中 的 模型 , 对 于 一 个 ”中居 结构 , 计算 (i) 平均 运行 时 间 , (i) 平均 失效 时 间 ， 
(省 ) 系统 的 失效 率 . 
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-( 1 enn, cn / 
现在 由 于 上 面 的 概率 对 k 从 范围 1 到 n 求 和 显然 必须 等 于 1, 又 因为 这 个 图 是 连通 
的 当 且 仅 当 , 顶点 1 是 大 小 为 n 的 一 个 分 量 的 一 部 分 , 我 们 看 到 


n—l1 

| 

P=1-— El ) esp n = 2,3,.…: (9.9) 
k=1 k = 


当 n 不 很 大 时 , 从 = 了 PB =p 开始 , 方程 (9.9) 可 以 递 推 地 用 来 确定 Pn. 它 
特别 适合 于 数值 计算 . 
当 n 大 时 , 为 了 确定 Ps 的 一 个 渐 近 公式 , 首先 注意 从 方程 (9.9), 由 Pe < 1, 我 


/nl k(n—k) 
(2 
因为 可 以 证 明 对 于 g < 1 和 充分 大 的 nn 有 


n—l a 
2, ( ) gg n+l) 
k=1 Rl 


对 于 很 大 的 n, 我 们 有 


们 有 


1—-P,<(n+1)g"! (9.10) 
为 了 从 另 一 个 方向 得 到 一 个 界 , 我 们 集中 注意 于 一 种 特殊 类 型 的 最 小 切割 集 一 一 
即 , 将 一 个 顶点 与 图 的 其 他 的 顶点 分 离 的 那些 最 小 切割 集 ， 特殊 地 , 定义 最 小 切割 
集 Ci 为 
并 且 定 义 F 为 在 C; 中 所 有 的 弧 都 不 在 工作 的 事件 (从 而 顶点 i 孤立 于 其 他 顶点). 
现在 
1 - Ps = P( 图 不 是 连通 的 ) > P( 已) 


由 于 , 如 果 事件 三 中 任意 一 个 发 生 , 则 图 将 不 连通 的 . 由 包含 与 排斥 界 , 我 们 有 
(U an) > 2_P(F) — > YP(FiF,) 


4<7 
因为 P( 玉 ) 和 P(FiF;) 正好 分 别 是 一 个 吨 一 1 条 弧 的 给 定 集合 和 一 个 2n 一 3 条 弧 
的 给 定 集合 不 在 图 中 的 概率 (为 什么 ?), 由 此 推出 


P(F)=g", P(RE)=g", iz; 
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10.1 布朗 运动 


本 章 从 对 称 随机 游 动 开始 讨论 , 对 称 随机 游 动 在 每 个 单位 时 间 等 可 能 地 向 左 或 
向 右 走 一 个 单位 的 一 步 . 就 是 说 , 这 是 一 个 具有 Piiti = 1/2 = Ps_1, (= 0, 寺 1),…) 
的 马尔 可 夫 链 . 现在 假设 通过 在 越 来 越 小 的 时 间 区 间 取 越 来 越 小 的 步 长 来 加 快 这 
个 过 程 . 如 有 果 我 们 现在 以 正确 的 方式 趋 于 极限 , 得 到 的 就 是 布朗 运动 . : 

更 确切 地 说 , 假设 每 个 At 时 间 单 位 等 概率 地 向 左 或 向 右 移动 大 小 为 Az 的 一 
步 . 如 果 以 X(t) 记 在 时 刻 t 的 位 置 , 那么 


其 中 
- | +1， 如果 长 度 为 Az 的 第 ; 步 是 向 右 的 
” 【一 1， 如 果 长 度 为 Az 的 第 i 步 是 向 左 的 


是 [t/A4 是 小 于 或 等 于 t/At 的 最 大 整数 , 其 中 假定 X; 是 独立 的 , 有 
: 7 5 
”因为 EEC] = 0, Var(Xi) = EX2] = 1 由 方程 (10.1) 看 到 
EIX()] =0, Var(X(D) = (Az)? 网 : | (10.2) 
现在 令 Az 和 At 趋 于 0. 然而 , 我 们 必须 以 使 结果 的 极限 过 程 是 非 平 凡 的 方式 进 
行 (例如 , 如 果 我 们 令 Az = Ab 并 令 At 一 0, 那么 , 从 上 面 我 们 看 到 E[X(t)] 和 


Var(X(t)) 两 者 都 将 趋 于 0, 因此 X(t) 将 以 概率 1 等 于 0). 如 果 对 于 某 个 正常 数 o， 
”我 们 令 Az = oVAt, 那么 由 方程 (10.2) 知 , 当 At 一 0 时 


E[X(t)] =0, Var(X(t)) — o2t 


我 们 现在 列 出 当 取 Az = cVAb 然后 令 At 一 0 时 , 极限 过 程 的 直观 性 质 . 由 
方程 (10.1) 及 中 心 极限 定理 , 以 下 似乎 是 合理 的 : 

(i) X(t) 是 均值 为 0, 方差 为 ot 的 正 态 随机 变量 . 此 外 , 因为 随机 游 动 在 不 重 
登 的 时 间 区 间 改 变 的 值 是 独立 的 , 我 们 有 
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(ii) {X(t),t > 0} 有 独立 增 量 , 即 对 于 所 有 的 到 < 妇 < < 如 
X(tn) 一 六 (如 -1 天 (如 -1) — X(tn-2),***, X(t2) — X(t1), X(t1) 


是 独立 的 . 最 后 , 因为 随机 游 动 在 任意 时 间 区 间 的 位 置 改变 分 布 只 依赖 于 这 个 区 间 
的 长 度 , 其 表现 为 

(ii) {X(t),t > 0} 有 平稳 增 量 , 因此 X(t 十 s) 一 X(t) 的 分 布 不 依赖 于 t. 我 们 现 
在 已 经 做 好 如 下 正式 定义 的 准备 . 
定义 10.1 ”随机 过 程 {X(t),t > 0} 称 为 布朗 运动 过 程 , 如 果 

(i) XX(0) = 0 人 G {Xb> 0} 有 平稳 独立 的 增 量 ; 

(过 ) 对 于 任意 t+ > 0, X(t) 是 均值 为 0, 方差 为 o2t 的 正 态 随机 变量 . 

布朗 运动 过 程 , 有 时 称 为 维 纳 过 程 , 是 在 应 用 概率 论 中 最 重要 的 随机 过 程 之 一 . 
它 起 源 于 物理 中 作为 布朗 运动 的 描述 . 这 个 现象 , 以 发 现 它 的 英国 植物 学 家 Robert 
Brown 的 名 字 命 名 , 是 由 全 部 浸没 在 液体 或 气体 中 的 微粒 展示 的 运动 . 此 后 , 这 个 


过 程 已 经 有 益 地 用 于 这 些 领 域 , 诸如 拟 合 度 的 统计 检验 , 分 析 证 券 市 场 的 价格 水 平 


和 量子 力学 . 


布朗 运动 现象 的 第 一 个 解释 由 Einstein 在 1905 年 给 出 . 他 证 明了 布衣 运动 可 
以 用 假定 浸入 的 粒子 是 连续 地 受 周围 介质 中 分 子 的 狠 击 来 解释 . 然而 , 潜在 于 布朗 


”运动 的 随机 过 程 的 上 述 简明 定义 是 由 Wiener 在 1918 年 开始 的 一 系列 文章 中 给 出 
的 . 

当 og = 1, 这 个 过 程 称 为 标准 的 布朗 运动 。 因 为 任意 布朗 运动 可 以 令 B(t) = 
X(t)/o 而 转化 为 标准 的 布朗 运动 , 除非 特别 声明 , 本 章 我 们 都 假设 c = 1. 


将 布朗 运动 解释 为 随机 游 动 [方程 (10.1)] 的 极限 , 意味 着 X(t) 应 该 是 t el \ 


续 函 数 . 这 确实 如 此 , 可 以 证 明 , 以 概率 1, X(t) 确实 是 t 的 连续 函数 . 这 个 事实 相 ， 
当 深 刻 , 我 们 并 不 试图 给 出 证 明 . 
因为 X(t) 是 均值 为 0, 方差 为 t 的 正 态 随 机 变量 , 它 的 密度 函数 由 


1 
fi(7) = oi A 


给 出 . 对 于 五 <…< 妃 为 了 得 到 X(t1), X(t2), ,X(tn) 的 联合 密度 函数 ， 首先 注 ， 


意 一 组 等 式 
X(t) 二 1， 
X(to) 二 X92， 


X(tn) = : 





人 





四 四 四 加 ee a Ps 
A ee se OE ee 让 
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Ee A 


等 价 于 
X(t1) = 7X1, 
X(t>) X(t1) = YX2 ~— V1, 


人 
然而 , 由 独立 增 量 假设 推出 X(t1), X(t2) 一 X(t1),… “, 尖 (tn) 一 关 (tn-1) 是 独立 


”的 , 并 且 由 平稳 增 量 假设 , X(tk) 一 X(t-1) 是 均值 为 0, 方差 为 大 一 如 -1 的 正 态 随 


机 变量 . 因此 , 蕊 ( 妇 ), 天 (加 )，… 天 (加 ) 的 联合 密度 函数 由 


f(z1, TX2, Po bn ft (21) fest (Z2 Z1) WY fs 2 Tn—1) 





CN 一 2 . 
sp- 局 + Ee -2 en -SY | 
1 2 1 nN n—1l1 (10.3) 


(27)"/2[ti(ts —t1):… (tn, — tn_1)]1/2 


给 出 . 
由 这 个 方程 , 原则 上 可 以 计算 任意 想 要 的 概率 . 例如 ， 假设 我 们 要 求 对 给 定 
X(t) = B 时 , X(s) 的 条 件 分 布 , 其 中 s < t. 这 个 条 件 密度 是 


faalB) = 2 


= Kiexp{—z2/2s — (B — 7)2/2(t — s)} 
: = Kaexp { —o 十 5 ) 十 过】 
op{- 6 2)) 


其 中 Ki, Kz 和 Ks 不 依赖 z. 因此 , 从 上 式 我 们 看 到 , 对 于 s < 二 给 定 X(t) = B 时 ， 
X(s) 的 条 件 分 布 是 正 态 分 布 , 其 均值 和 方差 由 


E[X(s)|X(t) = B] = 7B, Var[X (s)|X (2) =B= -(t -s) (104) 


| 


例 10.1 ”在 有 两 人 比赛 的 自行 车 赛 中 , 以 Y(t) 记 当 100t% 的 竞赛 完成 时 , 从 内 道 
出 发 的 竞赛 者 领先 的 时 间 数 量 (以 秒 计 ), 并 且 假设 {Y(t),t > 0} 可 以 有 效 地 用 方差 
“参数 为 2 的 布朗 运动 建 模 
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(a) 如 果 在 竞赛 的 中 点 , 内 道 的 竞赛 者 领先 o 秒 , 问 她 取胜 的 概率 是 多 少 ? 

(b) 如 果 内 道 的 竞赛 者 在 竞赛 中 以 领先 o 秒 获胜 , 问 她 在 竞赛 的 中 点 领先 的 概 
率 是 多 少 ? 

解 

(a)  P{Y(1) > 0|lY(1/2) = o} 

=P{Y(1) —Y(1/2) > ~olY(1/2) = o} 
=P{Y(1) 一 了 (1/2) > -o} ”由 独立 增 量 性 
二 P{Y (1/2) > -o} “由 平稳 增 量 性 
_pfY(1/2)、 sl y 
-?1 7 > v3] B(V2) ~ 0.9213 

其 中 B(x) = P{N(0,1) < z} 是 标准 正 态 分 布 函 数 . 

(b) 因为 必须 计算 P{Y (1/2) > 0|Y(1) = o}, 让 我 们 首先 确定 , 在 s < t 时 ， 
给 定 Y(t) = C 时 Y(s) 的 条 件 分 布 ， 因 为 {X(t),t > 0} 是 标准 布朗 运动 , 其 中 
XI = 了 Y(t)/o, 我 们 从 方程 (10.4) 得 到 , 给 定 X(t) = C/o 时 XX(s) 的 条 件 分 布 是 均 
值 为 sC/to 且 方 差 为 s(t - s)/t 的 正 态 分 布 . 因此 , 给 定 Y(t) =C 时 Y(s) =oX(s) 
的 条 件 分 布 是 均值 为 sC/t 且 方 差 为 oc2s(t 一 s)/t 的 正 态 分 布 . 因此 ， 


P{Y(1/2) > 0IY(D = o} = P{N(o/2,0°/4) > 0} = £(1) ~ 0.8413 加 








10.2” 击 中 时 刻 、 最 大 随机 变量 和 赌 徒 破产 问题 


以 T, 记 布 朗 运 动 首次 击 中 a 的 时 刻 . 当 a > 0 时 , 我 们 通过 考虑 P{X(t) > a} 
并 取 条 件 于 是 否 有 Ta < t 来 计算 P{To < 宙 . 这 给 出 
P{X(t) > a} =P{X(t) > alTs < t}P{T, < 
+P{X(t) > alT, > t}P{To > 1} (10.5) 


现在 如 果 ZT < 那么 过 程 在 [0, 引 的 菜 个 点 击 中 a 并且 由 对 称 性 , 正 等 可 能 地 或 


者 比 a 大 或 者 比 a 小 . 即 
1 


P{X(t) > alTs <t} =3 


因为 方程 (10.5) 右边 的 第 二 项 显然 等 于 0 (因为 由 连续 性 , 过 程 的 值 不 可 能 还 
没有 击 中 a 而 大 于 a). 我 们 看 到 


CO 
P{T, <t} =2P{X(t) > 0} = / e-z?/2tdz 
la 
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= 去 上/ dy a>0 | (10.6) 
a/vt 
对 于 a < 0, 由 对 称 性 , Ts 的 分 布 与 T_。 的 分 布 相同 . 因此 从 方程 (10.6) 我 们 
得 到 / 


Bi e-22/2dy (10.7) 


V27 全 
另 一 个 有 趣 的 随机 变量 是 过 程 在 [0, 相 中 达到 的 最 大 值 . 得 到 它 的 分 布 如 下 : 对 
于 a>0 
P{ max, X(s) > oj =P{Ts < 甘 由 连续 性 
>a} ”由 (10.6) 
—y2/2 
-病故 


我 们 现在 考虑 布 朋 运 动 在 击 中 一 B 前 先 击 中 4 的 概率 , 其 中 4 > 0,B >0. 为 了 
计算 它 , 我 们 利用 将 布朗 运动 解释 为 对 称 随 机 游 动 的 极限 . 我 们 先 回忆 赌 徒 破 产 问 
题 的 结果 ( 见 4.5.1 节 ), 当 每 一 步 或 者 增加 或 者 减少 一 个 距离 Az 时 , 对 称 随 机 游 动 
在 减少 到 B 前 先 增加 到 4 的 概率 (由 方程 (4.14), 以 N = (4+B)/Azx,，i= B/Az) 
等 于 BAz/(4A+ B)Az = B/(A+B). 

因此 , 令 Ax 一 0, 得 到 


P (在 减少 到 B 前 先 增加 到 入 = 二 


10.3 ”布朗 运动 的 变形 


10.3.1 漂移 布朗 运动 
我 们 称 {X(t),t > 0} 是 漂移 系数 为 4 和 方差 参数 为 o? 的 布朗 运动 ， 和 如果 
(i) (0) = 0;，() {X(t),t > 0} 有 平稳 独立 增 量 ; 
(十) 辽 (t) 有 均值 为 yt, 方差 为 o2t 的 正 态 分 布 . 
一 个 等 价 定义 是 令 {B(),t > 0} 是 标准 布朗 运动 , 并 且 然 后 定义 
X(t)=oB(t)+nt 


10.3.2 ”几何 布朗 运动 
如 果 {7 伯 ,> 0} 是 漂移 系数 为 /和 方差 参数 为 o? 的 布朗 运动 , 那么 由 


X(t) = er) 
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定义 的 过 程 {X(t),t > 0} 称 为 几何 布朗 运动 . 
对 于 一 个 几何 布朗 运动 过 程 {X()}, 让 我 们 计算 , 给 定 过 程 直 到 时 间 s 的 历史 ， 
过 程 在 时 间 t 的 期 望 值 . 即 , 对 于 s <t, 考虑 EB{X(t)|X(w),0 < wu < s}. 现在 
EIX(O|X(u),0 <u<s|=EleY( VY(u),0<uss) 
=EleY (+Y(W)-Y()Y(u),0< us) 
=eY(s)EleYW-Y()|Y(u),0<u <) 
一 X(s)EleY (的 -Ye)] 
其 中 倒数 第 二 个 等 式 得 自 Y(s) 给 定 的 事实 , 而 最 后 的 等 式 得 自 布朗 运动 的 独立 增 
量 性 质 . 现在 , 一 个 正 态 随机 变量 W 的 矩 母 函数 由 


Eleew] eoE[W]+a? Var(W)/2 


给 出 . 因此 , 由 于 Y(t) -Y(s) 是 均值 为 y(t 一 s) 和 方差 为 o?(t 一 s) 的 正 态 随机 变 
量 , 置 a = 1, 由 此 推出 ， 


ElerGD)-Y(9)] = ep(t 一 5) 十 (t 一 s)c /2 


于 是 , 我 们 得 到 
E[X(t)|X(u),0 <u < s]= X(s)e(t-) to /2) (10.8) 


几何 布朗 运动 在 股票 相对 于 时 间 的 价格 的 建 模 中 很 有 用 , 当 你 感觉 价格 百 分 
比 变化 是 独立 同 分 布 时 ， 例 如 , 假设 Xn 是 某 个 股票 在 时 刻 n 的 价格 . 那么, 假 
设 Xn/Xn-_1,n > 1 是 独立 同 分布 也 许 是 合理 的 . 令 计 = Xn/Xn-1, 所 以 Xn = 
Xn-1. 达 代 这 个 等 式 给 出 


Xn =YnYn-_1Xn_2 
=Yn Yn_1Yn_2Xn-3 


=YnYn-1..* YiXo 


于 是 | 
In(Xn) = 》 In(Yi) + In(Xo) 
i 二 1 
由 于 jn ,i > 1 是 独立 同 分 布 的 , {In Xn} 也 将 如 此 , 在 适当 地 规范 化 之 后 , 近似 地 
是 具有 漂移 的 布朗 运动 , 所 以 {Xn} 近似 地 是 几何 布朗 运动 . 
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10.4 有 皮 昧 期 权 的 定价 


10.4.1 ”期权 定价 的 示例 


对 于 在 不 同时 期 将 收 到 或 者 将 支付 钱 的 情形 , 我 们 必须 考虑 到 钱 的 时 间 价 值 . 
就 是 说 , 在 将 来 时 刻 t 得 到 的 钱 v, 不 如 立刻 得 到 的 钱 v 值钱 . 原因 在 于 , 如 果 我 们 
立刻 得 到 钱 v, 那么 它 可 以 带 利 息 地 贷 出 , 从 而 在 时 刻 t 比 v 更 值钱 . 为 了 考虑 这 
些 , 我 们 假设 在 时 刻 t 赚 得 的 钱 数 v 在 时 刻 0 的 价值 (也 称 为 现 值 ) 是 ve-ot. 量 a 
常 称 为 折 现 因子 . 在 经 济 学 的 术语 中 , 折 现 函数 e-%t 的 假定 , 等 价 于 假定 我 们 可 以 
在 单位 时 间 赚 取 100a% 的 连续 复 利率 . 

现在 我 们 考虑 对 于 在 一 个 将 来 时 刻 以 固定 价格 购买 一 种 股票 期 权 的 简单 定价 
模型 . 

假设 一 种 股票 每 股 的 现 值 是 100 美元 , 并 且 在 一 个 时 期 后 , 它 的 现 值 或 者 是 200 
美元 , 或 者 是 50 美元 ( 见 图 10.1). 应 该 注意 到 在 时 刻 1 的 价格 是 现 值 (或 时 刻 0 的 ) 
价格 . 就 是 说 , 如 果 折 现 因子 是 a, 那么 在 时 刻 1 的 实际 价格 , 或 者 是 200ea, 或 者 是 
50e?. 为 了 使 记号 简单 , 我 们 假设 所 有 给 出 的 价格 都 是 在 时 刻 0 的 价格 . 


30 
时 刻 0 的 价格 时 刻 1 的 价格 
图 10.1 


假设 对 于 任意 y, 我 们 可 以 在 时 刻 0 以 价格 cy 购买 期 权 , 以 便 在 时 刻 1 以 每 股 
150 美元 的 价格 购买 y 股 股票 . 那么 , 若 你 确实 购买 了 这 个 期 权 , 而 且 股票 升值 为 
200 美元 , 则 你 将 在 时 间 1 行使 这 个 期 权 , 且 在 所 购买 的 y 股 期 权 单位 中 的 每 一 股 
赚 得 200 一 150 = 50 美元 . 另 一 方面 , 若 在 时 刻 1 的 价格 降 到 50 美元 , 则 这 个 期 权 
在 时 刻 1 没有 价值 . 此 外 , 你 可 以 在 时 刻 0 以 价格 100z 购买 z 个 单位 的 股票 , 它 在 
时 刻 1 的 价值 , 或 者 是 200z 美元 , 或 者 是 50z 美元 . 

我 们 假设 z 或 y 都 可 以 为 正 也 可 以 为 负 (或 者 0). 就 是 说 ， 你 可 以 购 进 或 者 卖 
出 股票 或 期 权 . 例如 , 者 z 是 负 的 则 你 将 卖 出 -z 股 股票 , 导致 你 有 一 100z 的 回报 ， 
而 你 负责 在 时 刻 1 以 每 股 50 美元 或 者 200 美元 购 进 -z 股 股 票 . : 

我 们 有 兴趣 确定 期 权 合适 的 单位 价格 c. 特别 地 , 我 们 将 证 明 , 除非 = 50/3， 
将 总 有 一 个 购买 的 组 合 能 得 到 正 的 获 利 . 
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为 了 证 明 这 一 点 , 假设 在 时 刻 0 我 们 
购 进 x 单位 股票 ， 。” 购 进 y 单 位 期 权 


其 中 = 和 2 (它们 可 以 或 者 正 ,或 者 负 ) 待定 . 在 时 刻 1 我们 持 有 的 价值 依 癌 股票 
的 价格 ; 而 且 由 下 式 给 出 \ 


200z 十 50y， 若 价 格 是 200 
50z, 若 价 格 是 50 


上 面 公式 成 立 是 因为 注意 到 , 若 股票 价格 是 200, 则 z 单位 股票 值 200z, 而 y 单位 ， 
的 期 权 的 价值 是 (200 一 150)y. 另 一 方面 , 若 股票 价格 是 .50, 则 z 单位 股票 值 50z， 
而 y 单位 期 权 没 有 价值 . 现在 假设 不 管 在 时 刻 1 股票 的 价格 是 什么 , 我 们 总 选取 y 
使 上 面 的 两 个 值 相 同 . 就 是 说 , 我 们 选取 y 使 得 


200z 十 50V = 507 


Wt 什 一 


或 
Y = —37 


(注意 y 的 符号 与 z 相反 , 所 以 车 x 是 正 , 作为 结果 , z 单位 的 股票 在 时 刻 0 购 进 , 则 

3z 单位 的 股票 期 权 在 同时 卖 出 . 类 似 地 , 若 > 是 负 , 则 -zx 单位 的 股票 在 时 刻 0 卖 ， 

出 , 而 -3z 单位 的 股票 期 权 在 时 刻 0 购 进 .) ， 
于 是 , 由 y = -3z, 在 时 刻 1 我 们 持 有 的 价值 是 


价值 = 50z 
因为 原来 购买 z 单位 股票 和 -3z 单位 期 权 的 价格 是 
原价 格 = 100z - 3zc， 
我 们 看 到 , 在 交易 中 我 们 的 获 利 是 


获 利 = 50z 一 (100z 一 3zc) = z(3c 一 50) 








所 以 , 若 3c = 50, 则 获 利 为 0; 另 一 方面 , 若 3c # 50, 则 我 们 可 以 保证 有 一 个 正 的 获 ， 
利 (不 管 在 时 刻 1 股票 的 价格 是 什么 ), 只 要 在 3c > 50 时 令 > 为 正 ,在 3c< 50 时 令 ， 

例如 , 如 果 每 个 期 权 的 单位 价格 是 = 20, 那么 购 进 1 个 单位 的 股票 (z =D 
且 同 时 卖 出 3 个 单位 的 期 权 (y = -3) 在 开始 我 们 付出 价格 为 100 一 60 = 40. 然 ， 
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而 , 这 个 持 有 在 时 刻 1 的 价格 是 50, 不 管 股票 价格 升 至 200, 或 者 降 到 50. 于 是 , 得 
到 了 一 个 有 保证 的 利润 10. 类 似 地 , 如 果 每 个 期 权 的 单位 价格 是 c = 15, 那么 卖 出 
1 个 单位 的 股票 (x = -1) 且 同 时 购 进 3 个 单位 的 期 权 (y = 3) 导致 一 个 初始 获 利 
100 一 45 = 55. 另 一 方面 , 这 个 持 有 在 时 刻 1 的 价格 是 -50. 就 得 到 一 个 有 保证 的 
利润 5. z 
一 定 赢 的 下 注 方案 称 为 套利 ， 于 是 , 正如 我 们 已 经 看 到 的 , 不 会 导致 套利 的 期 
权 价 格 c 只 能 是 c = 50/3. 
10.4.2 ”套利 定理 

考虑 一 个 试验 , 其 可 能 结果 的 集合 是 5 = {1,2,…,m}. 假设 有 7 种 赌注 . 如 果 
试验 的 结果 为 j, 若 以 金额 x 下 注 于 赌注 i, 则 赚 得 回报 zri( 力 . 换 句 话说, ri(.) 是 
每 个 单位 下 注 于 赌注 i 的 回报 函数 . 在 一 个 赌注 上 的 下 注 金额 允许 或 是 正 , 或 是 负 ， 
或 是 0. 
za 为 在 赌注 2 上 的 下 注 , .…,zn 为 在 赌注 ” 上 的 下 注 . 如 果 试 验 的 结果 为 j, 那么 
下 注 方案 z 的 回报 是 

从 的 回报 = >》 avi(I) 
i 二 1 


下 面 的 定理 说 明 , 或 者 存在 一 个 在 所 有 可 能 结果 的 集合 上 的 概率 向 量 = (p1,…， 
pm), 使 得 所 有 的 赌注 的 期 望 回报 是 0, 或 者 存在 一 个 保证 获 利 为 正 的 下 注 方案 
定理 10.1( 套 利 定理 ) ”以 下 恰 有 一 条 是 正确 的 ; 

(i) 存在 一 个 概率 向 量 p = (p1,… ,pm), 使 得 


》 pyri(j) =0， ”对 于 一 切 i=1,…,n 


j=1 


或 者 


》 ziri(j) > 0， ”对 于 一 切 j =1,…,m 
i 二 1 


换 句 话说 , 如 果 XX 是 试验 的 结果 , 那么 套利 定理 说 明 , 或 者 存在 一 个 概率 向 量 
2 一 (p1, NN i 使 得 


Eplri(X)] 0, 对 于 一 切 2 二 |， “0 
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否则 存在 导致 一 定 赢 的 一 个 下 注 方案 . 
注 ” 这 个 定理 是 (线性 代数 中 的 ) 分 离 超 平面 的 定理 的 推论 , 它 常 用 作证 明 线性 规 
划 对 偶 定 理 的 一 个 技巧 . 

线性 规划 理论 可 以 用 来 确定 一 个 保证 有 最 大 回报 的 下 注 策略 . 假设 每 个 赌注 的 
下 注 金 额 的 绝对 值 必须 小 于 或 等 于 1. 为 了 确定 导致 最 大 地 保证 万利 ( 称 县 利 v) 的 
向 量 zz, 我 们 必须 选取 xz 和 vw, 使 得 在 服从 约束 条 件 


Sn 之 V， 对 于 7 一 lm 
了 i 二 1,.…,Nn 
下 , 使 v 最 大 . 这 个 最 佳 化 问题 是 一 个 线性 规划 , 且 可 以 由 标准 的 方法 求解 (例如 
用 单纯 形 方 法 )， 套 利 定理 导致 最 佳 值 v 将 是 正 的 ， 除非 存在 一 个 概率 向 量 p = 


7=1 


例 10.2 在 某 些 情形 , 下 注 类 型 只 允许 是 选取 一 种 基本 结果 i,i = 1,…,m, 并 且 
赌 试 验 的 基本 结果 是 i. 由 这 样 的 下 注 回报 , 常用 术语 引述 为 “优势 ”. 如 果 基 本 结 
果 ; 的 优势 是 oi( 常 常 写 成 “oi 比 1”) ( 即 赔 率 为 oi), 那么 , 大 试验 的 基本 结果 是 i 
则 一 个 单位 的 下 注 将 回报 oi, 而 在 其 他 情形 的 回报 是 -1. 即 ， 
Oo-1 0i， 大 j=i 

、“ 1】 -1， 其 他 
假设 优势 设置 为 01,…,om， 为 了 使 得 不 一 定 准 赢 ， 就 必须 有 一 个 概率 向 量 p = 
(p1 ,pm), 使 得 
0 三 Eplri(X)] = oipi — (1 — pi) 
就 是 说 , 我 们 必须 有 


1 
pi = 


1 十 oi 
由 于 pi 的 和 必须 为 1, 这 意味 着 没有 套利 的 条 件 是 
>_(1 十 0i) = 


?一 1 
于 是 , 如 果 设 置 的 优势 使 》 (1 + oil)-:! 关 1, 那么 准 赢 是 可 能 的 . 例如 , 假设 有 3 个 
可 能 的 基本 结果 , 而 其 优势 如 下 


结果 优势 
1 1 
2 2 
3 3 
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就 是 说 , 对 于 结果 1 的 优势 是 1 比 1, 对 于 结果 2 的 优势 是 2 比 1, 对 于 结果 3 的 优 
势 是 3 比 1. 由 于 

a 

De 


准 县 是 可 能 的 . 一 种 可 能 是 下 注 -1 于 基本 结果 1 (所 以 你 或 者 赢 1, 如 果 基本 结果 
不 是 1 或 者 输 1, 如 果 基本 结果 是 1), 而 下 注 -0.7 于 基本 结果 2, 并 且 下 注 -0.5 于 
基本 结果 3. 如 果 试 验 结果 是 1, 那么 我 们 赢 -1 + 0.7 + 0.5 = 0.2; 如 果 试 验 结果 是 
2, 那么 我 们 赢 1- 1.4+0.5 = 0.1; 如 果 试 验 结果 是 3, 那么 我 们 赢 1+0.7 一 1.5 = 0.2. 
因此 , 在 所 有 的 情形 我 们 都 赢得 一 个 正 的 金额 . 加 
注 如果 >》 (1+0:)-! 关 1, 那么 下 注 方案 


(1 十 0i)-1 


1—S (1+o)-! 
i 


Xi 一 i=1],..……,n 


将 总 是 导致 恰 为 1 的 获 利 .。 
例 10.3 ”让 我 们 重新 考虑 上 一 节 期 权 定价 的 例子 , 其 中 一 股 股票 的 初始 价格 是 100， 
而 在 时 间 1 的 现价 或 者 是 200, 或 者 是 50. 我 们 可 以 在 时 刻 0 以 每 股 ec 的 价格 购买 
期 权 , 以 便 在 时 刻 1 以 现价 每 股 150 购 进 股 票 . 问题 在 于 如 何 设置 使 得 不 可 能 准 
原 . 
在 这 节 的 正文 中 , 试验 的 基本 结果 是 在 时 刻 1 的 股票 的 价格 . 于 是 , 有 两 种 可 
能 的 结果 . 也 有 两 种 不 同 的 赌注 : 购 进 (或 卖 出 ) 股票 和 购 进 (或 卖 出 ) 期 权 . 由 套利 
定理 , 如 果 有 一 个 概率 向 量 (p, 1 一 p) 使 两 种 赌注 下 的 期 望 回 报 是 0, 则 将 不 是 准 赢 . 
购 进 一 个 单位 股票 的 回报 是 


200 一 100 = 100， 者 在 时 刻 1 的 价格 是 200 
50 一 100 = -50， 者 在 时 刻 1 的 价格 是 50 


因此 , 如 果 p 是 在 时 间 1 价格 为 200 的 概率 , 那么 
E [回报 ] = 100p 一 50(1 一 D) 
置 它 等 于 0 导致 p = 1/3. 即 , 使 赌注 1 导致 回报 为 0 的 唯一 概率 向 量 (p,1 一 p) 是 


可 报 = | 


33/ 
现在 , 购买 一 股 期 权 的 回报 是 
_ 50-e， 若 价格 是 200 
各 报 = 若 价格 是 50 
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因此 , 当 p = 1/3 时 的 期 望 回 报 是 
E [回报 | = (50 -9 -<5 一 本 


于 是 , 由 套利 定理 推出 , 唯一 不 使 准 启 的 值 是 c = 50/3, 它 验 证 了 10.4.1 节 中 的 结 
论 . 国 


10.4.3 ”Black-Scholes 期 权 定 价 公 式 


假设 股票 现在 的 价格 是 X(0) = zo, 且 以 X(t) 记 它 在 时 间 tt 的 价格 . 假设 我 们 
有 兴趣 于 时 间 区 间 0 到 了 的 股票 . 假定 折 现 因子 是 a( 等 价 地 , 利率 是 100a% 的 连 
续 复 利 ), 所 以 在 时 间 t 股票 价格 的 现 值 是 eX(t). 

我 们 可 以 将 股票 价格 按时 间 的 变化 过 程 当 作 一 种 试验 , 这 样 , 试验 的 结果 就 是 
函数 X(t),0 < t+ < 了 的 值 . 对 于 任意 的 s < 可 用 的 赌注 类 型 是 , 我 们 可 以 对 时 间 
s 观察 这 个 过 程 , 然后 在 时 间 t 以 价格 X(t) 购 进 (或 卖 出 ) 这 些 股票 . 此 外 , 我 们 假 
设 可 以 在 时 间 0 购 进 任意 N 种 不 同 的 期 权 . 期 权 i, 每 股价 格 ci, 给 我 们 在 时 间 已 
以 每 股 Ki,i = 1,…, NN 的 价格 购 进 股 票 的 权利 . 

假设 我 们 要 确定 ci 的 值 , 使 得 不 存在 一 个 准 赢 的 下 注 策略 . 假定 套利 定理 可 以 
推广 (处 理 上 述 情形 , 其 中 试验 的 基本 结果 是 一 个 函数 ), 则 推出 不 存在 准 记 策略 , 当 
且 仅 当 存在 一 个 在 基本 结果 集合 上 的 概率 测度 , 使 得 在 这 个 测度 下 所 有 的 赌注 都 有 
期 望 回报 0. 令 P 是 在 基本 结果 集合 上 的 一 个 概率 测度 . 首先 考虑 对 于 一 个 时 间 s 
观察 股票 而 后 购 进 (或 卖 出 ) 一 股 , 以 在 时 间 t,0 < s <t+< 工 卖 出 (或 购 进 ) 为 目的 
的 赌注 . 付 于 这 个 股票 的 金额 现 值 是 e-%X(s), 而 接受 到 的 金额 现 值 是 eX(t). 
因此 , 当 了 是 在 X(t), 0 < t< 了 TT 上 的 概率 测度 时 , 为 了 这 个 赌注 的 期 望 回报 是 0， 
我 们 必须 有 


一 C 


Eple ~“*X(t)|X(u),0 <u<s]|=e 2 X(5) (10.9) 
现在 考虑 购买 一 个 期 权 的 赌注 . 假设 这 个 期 权 给 我 们 在 时 间 t 以 价格 KK 购买 一 股 
股票 的 权利 . 在 时 间 t, 这 个 期 权 的 价值 如 下 : 
X(t)—-K， 帮 X(t)>K 


在 时 间 t 期 权 的 价值 = | 若 X 人 < 天 


即 , 在 时 间 t 期 权 的 价值 是 (X(t) 一 K)*. 因此 , 期 权 的 价值 现 值 是 e (X(t) 一 K)t. 
如 果 c 是 期 权 (在 时 间 0) 的 价格 , 我 们 看 到 , 为 了 使 购买 的 期 权 有 期 望 ( 现 值 ) 回报 
0, 必须 有 
Eple “(X(t)— K)t]=c (10.10) 

由 套利 定理 ,如 果 我 们 能 够 找到 在 基本 结果 集合 上 的 一 个 概率 测度 P 满足 方程 
”10.9), 那么 , 吞 在 时 间 t 以 固定 的 价格 K 购买 一 个 股票 的 期 权 价格 c 由 方程 (10.10) 
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给 出 , 这 时 不 可 能 有 套利 . 另 一 方面 如 果 对 于 给 定 的 ci,i = 1 ……N, 没有 概率 测度 
P 满足 方程 (10.9) 和 等 式 
Ci 一 Eple™- (X(t;) — Ki)1), Ve 1 ,AN 
那么 准 赢 是 可 能 的 . 
”假设 
(二 roeY ©) 
其 中 {Y(t),t > 0} 是 具有 漂移 系数 /和 方差 参数 o? 的 布朗 运动 . 即 , {X(t),t > 0} 
是 一 个 几何 布朗 运动 过 程 ( 见 10.3.2 节 ). 由 方程 (10.8), 对 于 s < 与 我 们 有 
EIX(H)IX(u),0 < wu < s]=X(s)ets to /2) 
因此 , 如 果 选 取 yj 和 o? 使 得 
/十 a2/2=a 
那么 方程 (10.9) 将 满足 . 即 , 令 卫 是 由 随机 过 程 {xoe” 9,0 < t< 0 决定 的 概率 测 
度 , 其 中 {Y(t)} 是 漂移 系数 jw 和 方差 参数 o? 的 布朗 运动 , 且 4 + 一 = o 则 方程 
(10.9) 满足 . 
由 上 面 推出 , 如 果 我 们 将 在 时 间 上 以 固定 的 价格 KK 购买 一 个 股票 的 期 权 定价 
为 
c= Eple “(X(t) — K)] 
那么 就 没有 套利 的 可 能 性 . 由 于 X(t) = zoe” 9, 其 中 Y(t) 是 均值 wt 和 方差 ot 的 
正 态 随机 变量 , 我 们 看 到 


CO 
ceot =| roes—K + 1 6 
i 和 ) Va 


CO 
二 roes—K 
ha J 有 


一 (一 pt) >/2ta” dy 


ce 一 (9 一 pb) /2to? dy 











作 变 量 替 换 久 年 
ceat = zoer > /。 ew Vie-w /2du 一 KA 友人 ew /2du (10.11) 
的 ln(K/zo) 一 他 


现在 ， _ 本 本 
owVt,—w’/2 _ to?/2 ) —(w—oVvt)’/2 
一 一 e e dw 一 e e d 
a V2T Ja 人 
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=etc /2P{N(oVt,1) > a} 

=etc /2P{N(0,1)>a—ovt} 

=etr /2P{N(0,1) < ~(a— ovD)} 

~etr /29(o Vt a a) 
其 中 N(m,v) 是 均值 m 和 方差 v 的 正 态 随机 变量 , 而 9 是 标准 正 态 分 布 函 数 

于 是 , 我 们 从 方程 (10.11) 看 到 
ceot ~ zoe!tto t/29(gVt — a) — KG(—a) 
利用 /+c2/2 = a 并 且 令 b= 一 a, 我 们 可 以 将 它 写 为 
c=7zop(ovVt+b)— Keg(b) (10.12) 


其 中 
ot 一 02t/2 — In(K /zo0) 


ovt 


= 


由 方程 (10.12) 给 出 的 期 权 价 格 公式 , 依赖 于 股票 的 初始 价格 zo, 期 权 执行 的 
时 间 t, 期 权 执 行 的 价格 K, 折扣 (或 利率 ) 因子 a 和 值 c2( 称 为 波动 率 ). 注意 对 于 
o? 的 任意 值 , 如 果 期 权 按 方程 (10.12) 中 的 公式 定价 , 则 没有 套利 的 可 能 性 . 然而 ， 
因为 很 多 人 相信 股票 的 价格 实际 上 遵循 几何 布朗 运动 一 一 即 , X(t) = zoeY (中, 其 
中 Y(t) 是 参数 /和 o? 的 漂移 布朗 运动 一 一 就 自然 地 建议 以 取 参 数 o? 为 在 几何 
布朗 运动 模型 假定 下 方差 参数 的 估计 值 (参见 下 面 的 注 ), 按 方程 (10.12) 中 的 公式 
定价 期 权 . 做 了 这 些 之 后 , 公式 (10.12) 以 Black-Scholes 期 权 价 格 的 估价 而 著名 . 有 
趣 的 是 这 个 估价 并 不 依赖 于 漂移 参数 j, 而 只 依赖 于 方差 参数 2 

如 果 期 权 本 身 可 以 交易 , 那么 公式 (10.12) 可 以 用 来 设置 其 价格 使 套利 没有 可 
能 性 . 如 果 在 时 间 s 股票 的 价格 是 X(s) = x。, 那么 一 个 (t,K) 期 权 的 价格 ( 即 一 个 
在 时 间 t 以 价格 K 购买 一 个 单位 的 股票 期 权 ) 将 是 在 方程 (10.12) 中 以 t 一 s 取代 
t, 并 且 以 zs 取代 zo. 

注 ”如果 我 们 在 任意 时 间 区 间 观 察 一 个 方差 参数 o? 的 布朗 运动 过 程 ， 那么 就 可 以 
在 理论 上 得 到 o? 的 一 个 任意 精确 的 估计 . 假设 我 们 观察 这 样 一 个 过 程 {Y(s)} 一 段 
时 间 t. 那么 , 对 于 固定 的 已 令 N = 上 [t/ 有 ,并 且 置 


=Y(h) 一 工 (0)， 
Wa =Y(2h) — Y(h), 


Ww _Yy(Nh) —Y(Nh—h) 
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那么 , 随机 变量 Wi,…, Ww 是 独立 同 分 布 的 具有 方差 ho? 的 正 态 随 机 变量 . 现在 
我 们 利用 以 下 的 事实 ( 见 3.6.4 节 ): (N 一 1)S2/(o2?h) 具有 自由 度 为 N -1 的 卡 方 分 
布 , 其 中 5? 是 由 


N 
= DWi — W)/(N -1) 


定义 的 样本 方差 . 因为 个 自由 度 的 卡 方 分 布 的 期 望 值 和 方差 分 别 等 于 有 和 2k, 我 
们 看 到 : 
E[((N—1)S*/(o2h)|=N-1 
与 
Var[(N — 1)S?2/(o2h)] = 2(N — 1) 

由 此 我 们 得 到 E[S2/h] = o? 与 Var[S2/ 有 ] = 20o4/(N 一 1). 因此 , 当 我 们 让 h 变 得 越 
来 越 小 时 (所 以 N = [t/ 及 ] 变 得 越 大 ), o? 的 无 偏 估计 方差 变 得 任意 小 . 国 

方程 (10.12) 并 不 是 可 以 定价 期 权 使 其 不 存在 套利 可 能 的 唯一 途经 令 
{X(t),0 < t < 了 T} 是 对 于 s<t 满足 


Ele “X(t)|X(u),0 < wu < s]=e- "sxX(s) (10.13) 


的 任意 随机 过 程 ( 即 满 足 方程 (10.9)). 通过 令 在 时 间 t 以 价格 K 购买 一 股 股票 的 


期 权 价 格 c 等 于 
c= Ele-“t(X(t) — K)+] (10.14) 


由 此 推出 没有 套利 可 能 性 . 

除了 几何 布朗 运动 外 , 满足 方程 (10.13) 的 另 一 种 类 型 的 随机 过 程 得 到 如 下 . 令 
站 ,Yo,… 是 具有 公共 均值 / 的 一 系列 独立 随机 变量 , 并 且 假 设 此 过 程 与 一 个 速率 
为 入 的 泊 松 过 程 {N(t),t > 0} 无 关 . 令 


N(t) 


X(t =z0 [I ¥ 


利用 恒等式 


N(s) N(t) 


X(t)=zo |[¥ [I 4 


i=l j=N(s)+1 


以 及 泊 松 过 程 独立 增 量 的 假定 我 们 看 到 , 对 于 s < t 


N(t) 
EI[X(DIX(W,0 < wu < s]=X(s)E | [I 5 
j=N(s)+1 
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- 取 条 件 于 s。 和 + 之 间 的 事件 数 , 导致 


N(t) oo 
| [I 5 = De eID 一 /nl = oe) 
J 


n=0 


因此 
E[X(t)|X(u),0 <u<s]=X(s)e Ns 


于 是 , 如 果 我 们 选取 入 和 满足 和 (1 一) = 一 ,方程 (10.13) 就 得 以 满足 . 所 以 , 如 
果 对 于 任意 和 值 , 我 们 让 W 具有 公共 均值 人 = 1 二 a/ 和, 而 后 按 方程 (10.14) 定价 期 
权 , 那么 , 就 不 存在 套利 的 可 能 性 . 
注 ” ”如果 {X(t),t > 0} 满足 方程 (10.13), 那么 , 过 程 {e-“*X(),t > 0} 称 为 黑 . 于 
是 , 当 {e-%tX(t),t > 0} 遵循 某 个 著 的 概率 规律 时 , 使 得 期 权 的 期 望 获 利 为 0 的 任 
意 期 权 定价 方法 将 导致 不 存在 套利 . 

也 就 是 说 , 如 果 我 们 选取 任意 蒜 过 程 {2()}, 且 令 一 个 (t, 玉 ) 期 权 的 价格 c 为 


c= Ble-(e*2(t) — K)+] = E[(Z(t) — Ke-®)+] 


那么 , 不 会 准 启 . 

另外 , 当 我 们 不 考虑 赌注 的 类 型 , 其 中 在 时 刻 s 购买 的 一 股 股票 不 是 在 一 个 国 
定 的 时 刻 卖 出 , 而 是 在 依赖 于 股票 运动 的 某 个 随机 时 刻 卖 出 , 用 关于 拷 的 同样 结果 ， 
可 以 证 明 这 样 的 赌注 的 期 望 回报 也 等 于 0. 
注 “套利 定理 的 一 个 变形 是 de Finetti 在 1937 年 首先 给 出 的 . de Finetti 的 结果 的 
一 个 更 为 一 般 的 版 本 在 参考 文献 3 中 给 出 , 套利 定理 是 其 中 一 个 特殊 情形 . 


10.5 白 噪 声 


以 {X(t),t> 0} 记 标 准 布 朗 运动 ， 旦 令 f 为 在 区 间 [a,6] 有 连续 导数 的 一 个 函 
数 ， 定义 随机 积 / f(t)dXx(t) 如 下 : 


b n | ; 
[rax0= dm FEAE) -XE a0) 
max(t; a 一 0 


其 中 oa = 加 < 五 <.… < 如 = 是 区 间 [a,4] 的 一 个 划分 . 利用 恒等式 (分 部 积分 公 
式 应 用 于 和 ) 

》 FDIKG) — X(t 1)] 

i 二 1] 
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一 j OA (Oo) — f(a)X(a) 一 2 X(t)[f (ts) — f(ti-1)) 


我 人 看 到 
| fax@ = 0X0) -Fx fx) 010) 


方程 (10.16) 通常 用 作 / GDdX(b) 的 定义 
通过 利用 方程 (10.16) 的 右边 , 在 假定 期 望 与 极限 的 可 交换 的 情况 下 , 我 们 得 到 
E | 有 /Ox =0 
同样 
Var (PW) -x )) -=D 1)Var[X (ti) — X(ti_1)] 
| -PP ti — ti1) 


其 中 第 一 个 等 式 来 自 布朗 运动 的 独立 增 量 性 质 . 因此 , 我 们 在 上 式 中 取 极 限 , 由 方程 


(10.15) 我 们 得 到 
b b 
/ onaxg| / f2(Ddt 


注 ， 上 面 给 出 了 一 族 量 {dX(t),0 < t < co} 的 运算 合 义 , 将 它 看 成 函数 / 运送 到 值 
[ f(tjdX(t) 的 一 个 算 子 . 这 称 为 白 噪声 变换 , 或 者 更 为 一 般 地 , {dX(t),0 < t < co] 
称 为 白 噪声 , 因为 它 可 以 想象 为 一 个 时 变 函 数 / 在 白 品 声 的 介质 中 传播 导致 (在 时 
间 ,》 的 ) 一 个 输出 f(D)dx(t). z 

例 10.4 考虑 一 个 单位 质量 的 粒子 悬 在 一 种 液体 中 , 上 且 假设 液体 有 一 种 黏 性 力 以 


与 现 速度 成 比例 地 阻止 粒子 的 速度 . 另外 , 我 们 假设 速度 以 白 噪 声 的 常 数 倍 瞬时 改 
变 . 即 ， A V(t) 记 粒 子 在 时 间 t 的 速度 , 假设 


Var 





V(t) = BV tax 人 (tt) 
其 中 {X(,t > 0} 是 标准 布朗 运动 . 这 可 以 写成 如 下 的 


ert[V’'(t) + BV(t)] = oe X(t) 
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或 . 
SleptV(0)] = er Xd) 


因此 , 积分 得 到 : 
etV(t) = V0) +a 上 eps xX/(s)ds 
人 


或 
V(t) = V(0)e-Bt + a [ e-Blt-s)dxX(s) 
0 


因此 , 由 方程 (10.16) 得 


V(t) =V(0)e-ft+a X00 — 上 (95e-pd-a)ds 图 


10.6 高 斯 过 程 


我 们 以 下 面 的 定义 开始 . z 
定义 10.2 ”随机 过 程 {X(t),t > 0} 称 为 高 斯 过 程 , 或 者 正 态 过 程 , 如 果 对 于 一 切 
1,… ,tn, 于) 天 (加 ) 具有 多 维 正 态 分 布 . 

如 果 {X(t),t > 0} 是 布朗 运动 过 程 , 那么 因为 忒 ( 归 )…… 苇 (如 ) 中 的 每 一 个 都 
可 以 表示 为 独立 的 正 态 随机 变量 X(t), X(t2) 一 X(t1), X(ta) 一 关 (t2),… ,X(tn) 一 
X(tn_1) 的 线性 组 合 , 由 此 推出 布朗 运动 是 高 斯 过 程 . z 

因为 多 维 正 态 分 布 完全 由 它 的 边缘 均值 与 协 方差 值 确定 ( 见 2.6 节 ), 由 此 推出 
标准 布朗 运动 也 可 以 定义 为 高 斯 过 程 具有 E[X(t)] = 0, 且 对 于 s < 

Cov(X(s), X(t)) = Cov(X(s), X(s)+ X(t) — X(s)) 
= Cov(X(s), X(s)) + Cov(X(s), X(t) — X(s)) 
=.Cov(X(s),X(s)) ”由 独立 增 量 
8 因为 Var(X(s))=s (10.17) 


令 {X(t),t > 0} 是 一 个 标准 布朗 运动 , 且 考 虑 在 0 与 1 之 间 取 条 件 于 X(1)=0 
的 过 程 值 . 即 , 考虑 条 件 随机 过 程 {X(t),0 <t< 1|X(1) = 0}. 由 于 天 (人 ) 到 人 
的 条 件 分 布 是 多 维 正 态 分布 ， 由 此 推出 这 个 条 件 过 程 是 一 个 高 斯 过 程 ， 称 为 布 最 
桥 (因为 它 在 时 间 0 和 1 都 被 系 住 了 ). 让 我 们 计算 它 的 协 方差 函数 。 因 为 , 由 方 
程 (10.4) 

E[X(s)|X(1)=0]=0,， 对 s<1 
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所 以 对 于 s < 上 < 1, 我 们 有 ， 

Cov[(X(s), X(t)|X(1) = 0] =EERKGsXOOIXGU=0 
=E[E[X(s)X(t)|X(t), X(1) = 0]|X(1) = 0 
=E[X(t)E[X(s)|X(t)]|X(1)=0] 
= 五 [DO>X(DIK GD = 0| 由 (10.4) 
= -ELX?(DIX(1) =0] 


a 7t(1 -tt) ”由 (10.4) 
=s(1—t) 


于 是 , 布朗 桥 可 以 定义 为 均值 为 0 和 协 方差 函数 为 s(1 一 ,s < 的 一 个 高 斯 过 程 . 
这 导致 了 得 到 这 样 的 过 程 的 另 一 种 途径 . 

命题 10.1 ”如 果 {X(t),t > 0} 是 一 个 标准 布朗 运动 , 那么 当 Z(t) = X(t) 一 tX(1) 
时 , {Z(t),t > 0} 是 一 个 标准 布 明 桥 过 程 . 

证 明 因为 {Z(t),t > 0} 显然 是 一 个 高 斯 过 程 , 我 们 只 需要 验证 ELGO 均 ] = 0 以 及 
当 s <t 时 Cov(2(s),2(t)) = s(1 一 汪 . 前 者 是 显然 的 , 而 后 者 是 由 于 


Cov(2Z(s), Z(t)) =Cov(X(s) — sX(1), X(t) —tX(1)) 
=Cov(X(s), X(t)) — tCov(X(s), X(1)) 
—sCov(X(1), X(t)) + stCov(X(1), X(1)) 
=s—st—st+st= s(l—t) 





这 样 就 完成 了 证 明 . 
如 果 {X(t),t > 0} 是 布朗 运动 , 那么 由 


pei 站 ‘xX(s)ds (10.18) 


定义 的 过 程 {Z(t),t > 0} 称 为 积分 布朗 运动 . 作为 这 种 过 程 如 何 可 能 在 实际 中 出 现 
的 一 种 说 明 , 假设 我 们 对 商品 在 全 部 时 间 的 价格 建 模 感 兴趣 . 以 Z(t) 记 在 时 间 t 的 
价格 , 比 之 于 假定 {2Z()} 是 一 个 布朗 运动 (或 者 假定 log Z(t) 是 一 个 布衣 运动 ), 我 
们 更 愿意 假定 Z(t) 改变 的 速率 遵循 一 个 布朗 运动 . 例如 , 我 们 可 以 假定 商品 的 价格 
变动 率 是 当前 的 通 涨 率 , 想象 为 像 布朗 运动 那样 变化 . 因此 


本 t 
F200) = XW), 2 = 200)+ | Xls)ds 
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由 布朗 运动 是 高 斯 过 程 这 个 事实 推出 , {2(t),t > 0} 也 是 高 斯 过 程 . 为 了 证 明 
它 , 首先 回忆 Wi,…, Wn 称 为 具有 多 维 正 态 分 布 , 如 果 它 们 可 以 表示 为 


m 
Wi 二 QijUj) $=1,.…,n 
j=1 


其 中 Uj,j = 1,…,m 是 独立 的 正 态 随 机 变量 . 由 此 推出 Wi,…, Wn 的 任意 部 分 
和 也 是 联合 正 态 分 布 ， 现 在 , Z(t1),…, 2Z(tn) 是 多 维 正 态 的 事实 可 以 通过 将 方程 
(10.18) 中 的 积分 写 为 近似 和 的 极限 来 证 明 . 

因为 {Z(t),t > 0} 是 高 斯 过 程 , 由 此 推出 它 的 分 布 由 它 的 均值 和 协 方差 郴 数 所 
描述 . 现在 , 当 {X(t),t > 0} 是 标准 布朗 运动 时 , 我 们 来 计算 它们 . 


EIZ(t)] =E | 上 Xe)as| [ ‘EIX(s)ds =0 
对 于 s<<t / | 
Cov[2(s), Z(0)] =EIZ(s)Z(t)] =E | 上 ay | [ | x(wau| 


=E|[ [xwxcwavaal = [ {alx xedlvan 


a | | 上 pe 
= (f vvt f wv)au=s (2) | 加 


10.7 平稳 和 句 平 稳 过 程 


一 个 随机 过 程 {X(t),t > 0} 称 为 平稳 过 程 , 如 果 对 于 一 切 mw s,t1,…,tn, 随机 
变量 和 (全 )… 天 (如 ) 和 七 三 十 5 天 (如 十 5) 有 相同 的 联合 分 布 . 换 句 话说 , 一 
个 过 程 是 平稳 的 , 如 果 在 选取 任意 固定 点 s 作为 原点 , 过 程 都 有 相同 的 概率 规律 . 平 
稳 过 程 的 两 个 例子 是 : 

Qi 一 个 遍历 的 连续 时 间 马 尔 可 夫 链 {X(t),t > 0}, 当 


P{X(0)=j}=P, j>0 


其 中 {P,7 > 0} 是 极限 概率 . 
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(让 ) { 久 (),t 之 0}, 当 X(t) = N(t+ 工 ) 一 NN(t), 其 中 工 >0 是 一 个 固定 的 常数 ， 
而 {N(t),t >z 0} 是 一 个 速率 为 和 的 泊 松 过 程 . 

这 些 过 程 中 的 第 一 个 是 平稳 的 , 因为 它 是 一 个 按 其 极限 概率 选取 初始 状态 的 马 
尔 可 夫 链 , 因此 可 以 看 作 是 从 时 间 co 开始 观察 的 一 个 遍历 马尔 可 夫 链 . 因此 , 这 个 
过 程 在 观察 开始 后 在 时 间 s 的 延续 , 正 是 此 马尔 可 夫 链 在 时 间 co + s 开始 的 延续 ， 
显然 它 对 于 所 有 的 s 有 相同 的 分 布 . 第 二 个 例子 一 一 其 中 XX(t) 表示 泊 松 过 程 在 t 
与 上 十 二 之 间 事 件 的 个 数 一 一 的 平稳 性 得 自 泊 松 过 程 的 平稳 性 和 独立 增 量 假定 , 这 
强 含 着 一 个 泊 松 过 程 在 任意 时 间 s 的 延续 仍然 是 一 个 泊 松 过 程 
例 10.5( 随 机 电报 信号 过 程 ) 以 {N(t),t > 0} 记 一 个 泊 松 过 程 , 且 令 Xo 独立 于 
这 个 过 程 , 并 且 使 P(Xo = 1) = P(Xo = 一 1) = 1/2. 定义 六 (t) = Xo( 一 1)MV, 那么 
{X(t),t > 0} 称 为 随机 电报 信号 过 程 . 为 了 看 到 它 的 平稳 性 , 首先 注意 到 在 任意 时 
间 t, 无 论 N(t) 是 什么 值 , 由 于 Xo 等 可 能 地 或 者 是 正 1 或 者 是 负 1, 所 以 X(t) 等 
可 能 地 或 者 是 正 1 或 者 是 负 1. 因此 , 由 于 一 个 泊 松 过 程 超 过 任意 时 间 的 延续 仍然 
是 泪 松 过 程 , 所 以 {X(t),t > 0} 是 一 个 平稳 过 程 . 

让 我 们 计算 随机 电报 信号 的 均值 和 协 方差 函数 


E[X(t)] = E[Xo(—1)*®] = E[XolE[(-1)Y(9] 由 独立 性 
=0 因为 E[Xo] = 0， 
Cov[X(t), X(t+ s)] = E[X(t)X(t+ s)] = 也 [X2( 一 TCDO+NCT3)] 
E[(—1)2NO (1)N(t+s)—N()] 二 E[(—1)N(t+s) -NG)] 
= E[(—1)*] = > eo 一 e 一 2》。 (10.19) 
1 一 0 
对 于 随机 电报 信号 的 一 个 应 用 , 考虑 一 个 粒子 以 常数 单位 的 速度 沿 直线 移动 ， 
并 且 假 设 粒 子 涉 及 的 撞击 以 泪 松 速率 和 发 生 . 同样 假设 粒子 每 次 遭受 撞击 都 要 变 
为 反问 运动 . 所以, 如 果 Xo 表示 粒子 的 初始 速度 , 那么 它 在 时 间 t 的 速度 ( 记 之 
为 X(t)) 由 X(t) = Xo(-Dxe 给 出 , 其 中 NO 记 粒 子 直到 时 间 t 为 止 的 撞击 次 
数 . 因此 , 如 果 Xo 等 可 能 地 或 者 是 正 1 或 者 是 负 1, 且 独 立 于 {N(t),t > 0} 那么 
{XX(),t > 0} 是 一 个 随机 电报 信号 过 程 . 如 果 现 在 我 们 令 


D(t) = 上 区 


那么 D(t) 表示 粒子 在 时 间 + 从 它 在 时 间 0 的 位 置 的 位 移 . D(b) 的 均值 和 方差 得 到 
如 下 ， 
EID(t)] = [ E[X(s)]ds =0, 
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Var[D(t)] =E[D2(t)] = | | 区 上 x(wau| 
-1 f sxxevdu=2 /JJ Ex 


O<y<u<t 


t 亿 
一 2 上 上 e— 2 和 Nu dydu 由 (10.19) 
0 Jo 


一 个 过 程 是 平稳 过 程 的 条 件 是 相当 严格 的 , 所 以 如 有 果 E[X(t)] = c, 且 Cov[X(t), 关 ( 寺 
s)] 不 依赖 t, 我 们 定义 一 个 过 程 {X(),t > 0} 是 二 阶 平 稳 或 者 弱 乎 稳 过 程 . 即 , 如 
果 XX(t) 的 前 两 个 矩 对 于 一 切 t 都 相同 , 且 X(s) 与 X(t) 的 协 方差 只 依赖 于 |t 一 s|， 
则 一 个 过 程 是 二 阶 平稳 的 . 对 于 一 个 二 阶 平稳 过 程 , 令 


R(s) = Cov[X(t), X(t+ s)] 


因为 高 斯 过 程 的 有 限 维 分 布 (是 多 维 正 态 ) 由 它们 的 均值 和 协 方 差 确 定 , 由 此 推出 
一 个 二 阶 平稳 的 高 斯 过 程 是 平稳 过 程 .， 
例 10.6(Ornstein-Uhlenbeck 过 程 ) 令 {X(t),t > 0} 是 一 个 标准 布衣 运动 , 并 
且 对 于 aw > 0 定义 

V(t) =e /2X(e®) 


则 过 程 {V(t),t > 0} 称 为 Ornstein-Uhlenbeck 过 程 . 它 描述 了 一 个 浸入 液体 或 气体 
中 的 粒子 的 速度 模型 , 而 这 个 模型 在 统计 力学 中 是 很 有 用 的 . 让 我 们 计算 它 的 均值 
和 协 方差 郴 数 


ElV(t)] =0, 
Cov[V(t), V(t+ s)] =e-°t/2e-o(tts)/2Cov[X (et), X (eo(tts))] 
=e-te-%/2e-ot 由 方程 (10.17) 
-as/2 z 
因此 , {V(#),t > 0} 是 弱 平 稳 过 程 , 且 因 为 它 显然 是 高 斯 过 程 (由 于 布朗 运动 是 高 斯 
过 程 ), 所 以 我 们 可 以 得 到 它 是 平稳 过 程 的 结论 . 有 趣 的 是 , 注意 到 (以 a = 4 和 ) 它 与 
随机 电报 信号 过 程 有 相同 的 均值 和 协 方差 函数 , 于 是 说 明 两 个 十 分 不 同 的 过 程 可 能 
具有 相同 的 二 阶 性 质 . (当然 , 如 果 两 个 高 斯 过 程 有 相同 的 均值 和 协 方差 活 数 , 那么 
它们 同 分 布 .) 图 
正如 上 述 例子 所 示 , 有 很 多 类 型 的 二 阶 平稳 过 程 不 是 平稳 的 
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人 
例 10.7( 自 回归 过 程 ) 令 2,20 Z2,… 是 不 相关 的 随机 变量 , 具有 E[Zn] = 0,n > 
0, 是 


1 
Var(Z, ) = ’ 
(Zn) | G2 也 之 二 
其 中 入 <1. 定义 
二 Zn, n>1 (10.20) 


则 过 程 {X,n > 0} 称 为 一 阶 自 回 归 过 程 . 它 是 说 , 在 时 间 ”的 状态 (就 是 X%) 是 在 
时 间 n 一 1 的 状态 的 常数 倍加 上 一 个 随机 误差 项 2 
将 方程 (10.20) 进行 迭代 导致 


Xn, = 和 (A 和 Xn_» 十 Zn-1) Zn 
= 十 AZn_1 Zn 


= > 和 "一 


2 一 0 
所 以 
n ni+m 
Cov(Xn,, Xnym) = Cov (> MZ, > in] 


. . 
>》 mgoy( 记 ,部 ) 


2 一 0 


一 or2 MX2m 十 mn 3 要 oA™ 
1—AX2 2 1—X2 


其 中 上 式 用 了 当 i 了 7 时 , Zi 与 2; 不 相关 的 事实 ， 因 为 EIXn] = 0, 我们 看 到 
{Xn,n > 0} 是 弱 平稳 的 (对 一 个 离散 时 间 过 程 的 定义 , 显然 与 对 一 个 连续 时 间 过 程 
的 定义 类 似 ). 国 
例 10.8 如果 对 于 随机 电报 信号 过 程 , 我 们 不 要 求 P(Xo = 1) = P(Xo = —1)=1/2, 
而 只 要 求 E[Xo] = 0, 那么 过 程 {X(t),t > 0} 不 一 定 还 是 平稳 的 . ( 它 将 仍然 是 平稳 
的 , 如 果 Xo 有 一 个 对 称 分 布 , 即 -Xo 与 Xo。 有 相同 的 分 布 ) 然而 这 个 过 程 将 是 
弱 平 稳 的 , 由 于 





ELX(t)] =E[Xo]E[(-1)N(W] = 0， 
Cov[X(t), X(t+ s)] = EI[X(t)X(t+ s)] 
E[Xo]E[(—1 NOTNGEts)] 
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= ElXeje-*** 由 (10.19) 国 


例 10.9 令 Wo, Wi, W,, Ee 是 不 相关 的 ， 日 具有 E[W.,| 一 从 和 Var(TTn) 一 02， 并 
且 对 于 某 个 正 整数 大 定义 


TV Wn-it: + Wnxr 


k+l1 ， 0 


Xn 


过 程 {Xn,n > k} 每 次 都 跟踪 W 的 最 近 十 1 个 值 的 算术 平均 , 称 为 过 程 的 滑动 平 
均 . 利用 Wi,n > 0 都 是 不 相关 的 事实 , 我 们 看 到 


(k++1 = m)o? 
一 一 一 一 ， 若 0<m<k 
ee ee opr 
0， 咎 mm > 大 
因此 , {Xn,n > k} 是 一 个 二 阶 平稳 过 程 . 图 


令 {Xn,n > 1} 是 一 个 二 阶 平稳 过 程 且 具有 ELXn] = 人 一 个 重要 的 问题 是 , 在 
什么 情况 下 , 邓 = 》、_，Xi/n 能 收敛 到 J? 下 面 的 命题 , 我 们 只 叙述 而 不 证 明 , 说 
明 E[(Xn 一 3] 一 0 当 且 仅 当 ,RG)/n 一 0. 即 , Xn 与 /之 间 的 差 的 期 望 平 
方 趋 于 0 当 且 仅 当 , R(i) 的 平均 值 极限 趋 于 0. 
命题 10.2” 令 {Xn,n > 1} 是 一 个 二 阶 平稳 过 程 , 具有 均值 4 和 协 方差 函数 R(i) = 
Cov(Xn, Xn4i), 并 且 令 了 三 》 Xi/n. 那么 lm ooEI(Xn 一 3] = 0 当 且 仅 
当 lim cy， RO)/n=0. 


10.8 ” 弱 平 稳 过 程 的 调和 分 析 
假设 随机 过 程 {X(t), 一 00 <t< co 和 {Y(t), 一 00 <t< o0} 的 联系 如 下 : 
Y(t 三 X(t— s)h(s)ds (10.21) 


我 们 可 以 想象 一 个 在 时 间 t 的 值 是 X(t) 的 信号 , 通过 一 个 物理 系统 将 它 的 值 变形 
为 在 时 间 t 收 到 的 由 方程 (10.21) 给 出 的 值 Y(t). 过 程 {X(t)} 和 {Y(t)} 分 别称 为 
输入 过 程 和 输出 过 程 . 函数 h 称 为 脉冲 响应 函数 . 如 果 当 s < 0, h(s) = 0, 那么 h 也 
称 为 一 个 加 权 函 数 , 由 于 方程 (10.21) 将 t 的 输出 表示 为 所 有 早 于 的 输入 的 加 权 
积分 , 以 h(s) 表示 给 定 s 单位 时 间 前 的 输入 权重 . 

用 方程 (10.21) 表示 的 关系 式 是 时 间 不 变 的 线性 滤波 器 的 一 个 特殊 情形 . 它 称 
为 滤波 器 , 这 是 因为 我 们 可 以 想象 输入 过 程 {X(t)} 通过 一 种 介质 , 而 后 被 滤波 以 产 
生 输 出 过 程 {Y()}. 它 是 线性 的 滤波 器 是 因为 如 果 输 入 过 程 {Xi(t)},i = 1,2 的 结 


10.8 弱 平 稳 过 程 的 调和 分 析 509 


果 是 输出 过 程 {Y(t)},i = 1,2( 即 , 如 果 六 (t) = 有 Xi(t 一 s)h(s)ds) 那么 对 应 于 输 


入 过 程 {aX1i(t) 十 bX2(t)} 的 输出 过 程 正 好 是 {a7i(t) +272( 的 }. 它 称 为 时 间 不 变 的 
是 由 于 输入 过 程 滞 后 一 个 时 间 7( 就 是 考虑 新 的 输入 过 程 关 (t) = X(t 十 7)) 导致 输 
出 过 程 一 个 滞后 7, 由 于 


/ ee 上 人 
0 0 
让 我 们 现在 假设 输入 过 程 {X 仿 ,-coe <t < oo} 是 弱 平稳 过 程 , 且 具 有 E[X(t)] = 


0 和 协 方差 函数 
Rx(s) = Cov[X(t), X(t+ s)|. 


让 我 们 计算 输出 过 程 {Y(t)} 的 均值 和 协 方差 函数 
假定 可 以 交换 期 望 与 积分 运算 的 次 序 (一 个 充分 条 件 是 / Ih(s)| < oo09, 且 存 
在 某 个 M < oo, 使 得 对 于 一 切 有 EIX(t)] < M), 我 们 得 到 


EIY(H)] = / De A PR 


类 似 地 / 
Oe a ee | | ee / be 
二 be 

a / / R(t md (Rj ddas (10.22) 


因此 , Cov(Y(t1),Y(t2)) 只 通过 如 一己 依赖 于 二,t; 于 是 证 明了 {Y(t)} 也 是 弱 平稳 
的 . z 
然而 , 上 面 关 于 R(tz 一 要) = Cov(Y(t1),Y(to)) 的 表达 式 用 Rx 和 Ry 的 健 里 
叶 变 换 表 达 将 更 为 紧 次 和 更 为 有 用 . 对 于 i= V1, 以 
et / e-ivsRx(s)ds 和 高 (四 = / ep 
分 别 记 Rx 和 Ry 的 傅 里 叶 变 换 . 函数 Rx 也 称 为 过 程 {X(t)} 的 功率 谱 密度 . 同 
h(w) = | ehs)as 


QD 在 本 节 中 , 所 有 积分 的 范围 是 从 一 co 到 十 co. 
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记 函 数 户 的 傅 里 时 变换 . 那么 , 由 方程 (10.22)， 
和 / | | 0 
加 / | | oiw(s—s2ts1) Rx (s — s2 十 sijdserimszjh(sz)dszeiwsrj(sl)dsl 
= Rx(w)h(w)h(—w) (10.23) 


现在 , 利用 表示 


eiz —cosr+isinx, ez 一 cos( 一 Z) 十 isin( 一 z) = cosz—isinz 
我 们 得 到 
站 / ot / A sin(ws)ds 
| / ee / 1 sin(wsjd| 
| h(s) cos(ws)ds| | / h(s) sn(us)as| 


2 ~ 
= hw 





一 | / h(s)e™'wsds 


因此 , 由 方程 (10.23) 我 们 得 到 
/ Ry(w) = Rx(w)lh(w)h 


简 言 之 , 输出 过 程 的 协 方差 函数 的 傅 里 时 变换 , 等 于 脉冲 响应 函数 的 傅 里 叶 变 换 绝 
对 值 的 平方 乘 以 输入 过 程 的 协 方差 函数 的 傅 里 叶 变 换 . 


习 匮 
在 下 面 的 习题 中 , {B(t),t > 0} 是 一 个 标准 布朗 运动 , 而 以 Ts 记过 程 击 中 a 所 用 的 时 
间 . | 
. B(s) 十 B(t),s <t 的 分 布 是 什么 ? 
. 计算 在 给 定 B(t1) = 4, B(t2) = B 时 , B(s) 的 条 件 分 布 , 其 中 0< <s<tz. 
。 对 于 ti < t2 <ta 计算 E[B(t1)B(t2)B(ts)]. 
. 证 明 
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*5. P{T1 <T_ 1 所 72} 是 多 少 ? 


6. 


*10. 


11. 


12. 


13. 
.一文 股票 的 现 值 是 100. 在 时 间 1 的 结果 是 , 或 者 是 50, 或 者 是 100, 又 或 者 是 200. 在 


15. 


假设 你 拥有 一 股价 格 按 标准 布朗 运动 过 程 变化 的 股票 . 假设 你 是 以 价格 b 十 c 购买 这 
文 股票 的 , c > 0, 且 现 值 是 b. 你 决定 , 或 者 当 价格 到 达 5 + c 时 , 或 者 过 了 一 个 附加 的 
时 间 上 后 (要 看 那 一 个 首先 发 生 ) 卖 出 这 股 股票 . 问 你 不 能 重新 获得 你 购 进 的 价格 的 概 
率 是 多 少 ? 


. 计算 p{ max B(s) > 2 的 一 个 表达 式 


ti<s<to 


考虑 随机 游 动 , 它 在 每 个 At 时 间 单位 分 别 以 概率 p 和 1 一 p, 或 者 增加 , 或 者 减少 一 个 


数量 VAt, 其 中 p = 3(1 + VER). 

(a) 论证 当 At 一 0 最 终 的 极限 过 程 是 一 个 具有 漂移 速率 / 的 布朗 运动 . 

(b) 用 (a) 以 及 赌 徒 破产 问题 的 结果 ( 见 4.5.1 节 ), 计算 一 个 具有 漂移 速率 的 布朗 运 
动 在 减少 到 B 之 前 先 增加 到 4 的 概率 , 4 > 0,B > 0. 


. 令 {X(),t> 0} 是 一 个 具有 漂移 系数 yj 和 方差 参数 o? 的 布朗 运动 . 对 于 s < t, XX(s) 


和 X(t) 的 联合 密度 函数 是 什么 ? 
令 {X(),t > 0} 是 一 个 具有 漂移 系数 J 和 方差 参数 o? 的 布朗 运动 . 给 定 X(s) = c 
时 , X(t) 的 条 件 分 布 是 什么 , 假如 


(al s<t? (b)t<s? 


考虑 一 个 过 程 , 其 取 值 在 每 h 个 时 间 单 位 变化 , 其 新 值 等 于 旧 值 或 者 以 概率 p = (+ 


EV) 乘 以 因子 erV*, 或 者 以 概率 1 - p 乘 以 因子 er"vz. 当 hh 赵 于 0 时 , 证 明 这 个 


过 程 收敛 到 一 个 具有 漂移 系数 /和 方差 参数 o? 的 几何 布朗 运动 . 

一 支 股票 现在 以 50 美元 一 股 的 价格 卖 出 . 在 一 个 时 间 单 位 以 后 , 它 的 价格 (以 现 值 美 
元 计 ) 或 者 是 150 美元 , 或 者 是 25 美元 . 在 时 间 1 购买 y 单位 股票 的 期 权 以 价格 cy 
购 得 . 

(a) 为 了 不 是 一 定 赢 , c 应 该 是 多 少 ? ”(b) 如 果 c = 4, 解释 你 怎样 可 以 保证 一 定 赢 . 

(c) 如 果 c = 10, 解释 你 怎样 可 以 保证 一 定 赢 ， (d) 用 套利 定理 验证 你 对 于 (a) 的 回答 . 
验证 在 例 10.2 后 面 注 中 叙述 的 命题 


时 间 1 购买 y 股 股票 的 ( 现 值 ) 价值 为 ky 的 期 权 的 价格 是 cy 

(a) 如 果 k= 120, 证 明 套利 发 生 当 目 仅 当 c > 80/3. 

(b) 如 果 = 80, 证 明 没有 套利 机 会 当 目 仅 当 20<c< 4 

一 支 股票 的 现 值 是 100， 假设 这 支 股票 价格 的 对 数 按 漂移 系数 /= 2 和 方差 参数 
2 = 1 的 布朗 运动 变化 . 给 出 在 时 刻 10 以 


(a) 每 单位 100;”(b) 每 单位 120; (〈c) 每 单位 80. 
定价 购买 这 个 股票 的 期 权 的 Black-Scholes 价格 . 假定 连续 复 利率 是 5%. 
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“20. 


21. 


22. 


随机 过 程 {Y(t),t > 0} 称 为 是 默 过 程 , 如 果 对 于 s < 轧 
EIY(t)|Y(u),0 < wu < s]=Y(s) 


. 如果 {Y(t),t > 0} 是 蔷 , 证 明 E[Y(t)] = E[Y(0)]. 
17. 
18. 


证 明 标 准 布朗 运动 是 鞭 . 
证 明 当 Y(t) = B?(t) 一 上 时 ,，{Y 的 眉 关 0} 是 默 . E[Y(t)] 是 多 少 ? 
提示 : 先 计 算 EI[Y(t)|B(w),0< ug] 


. 证 明 当 Y(t) = exp{cB(t) 一 c2t/2} 时 , {Y(t),t > 0} 是 鞭 ， 其 中 c 是 任意 常数 . ElY() 


是 多 少 ? 
靳 的 一 个 重要 的 性 质 是 , 如 果 你 连续 地 观察 这 个 过 程 , 且 停 止 在 某 个 时 间 工 , 那么 在 遵 
从 某 些 技术 性 条 件 时 (在 将 考虑 的 问题 中 是 成 立 的 ) 有 

EIY(T)] = EIY (0)] 


时 间 工 通常 依赖 于 过 程 的 什 , 并 且 称 为 这 个 靳 的 停 时 ， 这 就 导致 , 被 停止 的 园 的 期 户 
值 等 于 固定 时 间 的 期 望 , 称 为 鞭 的 停止 定理 . 
今 
T = Min{t: B(t) =2— 4} 
即 , 了 是 标准 布朗 运动 首次 击 中 直线 2 - 4 的 时 间 . 用 著 的 停止 定理 求 BE[T]. 
令 {X(t),t > 0} 是 一 个 具有 漂移 系数 上 和 方差 参数 o? 的 布朗 运动 . 即 ， 
~ X(t) =0oB(t)+nt 
令 1/ > 0, 且 对 于 正常 数 > 令 
T=Min{t: X(t) = zx} 
~ Min{t: B(t) = 全 } 
即 , 人 是 标准 布朗 运动 首次 击 中 z 的 时 间 . 用 巩 的 停止 定理 证 明 
ET] = z/4 
令 X(t) = oB(t) + pt, 对 于 给 定 的 正常 数 4 和 B, 以 p 记 {X(),t > 0} 在 击 中 -B 
之 前 先 击 中 4 的 概率 . 
(a) 定义 停 时 了 为 过 程 首次 击 中 4 或 -B 的 时 间 . 用 这 个 停 时 和 在 习题 19 中 和 定义 的 


误 证 明 
Elexp{c(X(T)— pT)/c ~cT/2H=1 


(b) 令 c= -2p/o, 证 明 
Blexp{-2pX(T)/oj =1 

(c) 利用 (b) 和 了 的 定义 求 p 

提示 ，exp{ 一 25X(T)/c2) 的 可 能 值 是 什么 ? 





25. 


26. 


“27. 
. 28. 
29. 


30. 


“31. 


32. 
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. 令 X(t) = oB(t) 二 pt, 并 目 定义 停 时 工 为 过 程 {X(t),t > 0} 首次 击 中 4 或-B 的 时 


间 , 其 中 4 和 B 是 给 定 的 正常 数 . 用 团 的 停止 定理 和 习题 23 的 (c) 求 E[T]. 


. 令 {X(6),t > 0} 是 一 个 具有 漂移 系数 / 和 方差 参数 o? 的 布朗 运动 . 假设 4 > 0. 令 
z > 0, 并 且 (如 在 习题 21 中 那样 ) 定义 停 时 了 为 


T= Min{t: X(t) = 7} 

利用 在 习题 18 中 和 定义 的 黄 , 结合 习题 21 的 结果 , 证 明 
Var(T) = za2 /110 
计算 
(0) /iaB(b) 和 (b) 太 PaB(9) 的 均值 和 方差 
0 0 

令 Y(t)=tB(1/t),t>0 和 Y(0)=0. 
(a) Y(t) 的 分 布 是 什么 ? (b) 计算 Cov(Y(s), Y(t)). 
(c) 论证 {Y(t),t > 0} 是 一 个 标准 布朗 运动 . 
对 于 a > 0, 令 Y(t) = B(a?t)/a. 论证 {Y(t),t > 0} 是 一 个 标准 布朗 运动 . 
对 于 s < 论证 B(s) -了 Blt) 和 B(t) 是 独立 的 . 
以 {Z(t),t 之 0} 记 一 个 布朗 桥 过 程 . 证 明 如 果 . 


Y(t)= (t+1)2(t/(t + 1)) 


那么 , {Y (2),t > 0} 是 一 个 标准 布朗 运动 ， 
令 X(t) = Nt+DH - N(t), 其 中 {N(t),t > 0} 是 速率 为 的 泊 松 过 程 . 计算 


Cov[X(t), X(t+ s)] 


令 {NN(t),t > 0} 是 速率 为 和 的 泊 松 过 程 , 并 且 定 义 Y(t) 为 从 t 开始 到 下 一 次 泊 松 事 
件 的 时 间 . z 
(a) 论证 {Y(),t > 0} 是 一 个 弱 平 稳 过 程 . (b) 计算 Cov(Y(t), Y(t + s)). 
令 {六 (), 一 00 <t < col 是 一 个 具有 协 方差 函数 Rx(s) = Cov( 久 (#), 六 (t 十 s)) 的 弱 平 
稳 过 程 : 
(a) 证 明 : : 

Var(X(t+s)— X(t)) = 2Rx(0) — 2Rx(t) 
(b) 如 果 了 的 = XX( 工 十 1) 一 X(t), 证 明 {Y(), 一 00 < t < co} 也 是 弱 平 稳 过 程 , 具有 协 
方差 函数 Ry (s) = Cov(Y(t),Y(t 十 s)) 满足 


Ry(s) = 2Rx(s) — Rx(s—1)— Rx(s+1) 
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33. 


34. 
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令 六 和 六 是 独立 的 单位 正 态 随机 变量 , 并 且 对 于 某 个 常数 w 令 


X(t)=Yicoswt+i+Y2sinwt, 一 co < 上 < oo 


(a) 证 明 {X(t)} 是 一 个 弱 平 稳 过 程 . (b) 论证 {X(t)} 是 一 个 平稳 过 程 . 
令 {X 人 -co<t<oo} 是 一 个 弱 平稳 过 程 , 具有 协 方差 函数 R(s)=Cov(X(t), X(tts)) 
而 以 起 (w) 记 这 个 过 程 的 功率 谱 密度 

(i) 证 明 RE(w) = R( 一 w). 并 证 明 


R(s) = 二 站 元 (wo)eiwsdw 


的 用 上 面 证 明 
/ E(w)dw = 2nELX?(t)] 
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第 11 章 模 拟 
11.1 引 寺 


设 对 于 某 个 ” 维 函数 g, 我 们 有 兴趣 计算 


Elg(X)] = ff ge en) fe mn) dr da dm 


例如 , 当 XX 的 值 代表 前 [n/2] 个 到 达 间 隔 和 服务 时 间 @ 时 , g 可 能 代表 在 队列 中 前 
[mn/2] 个 顾客 的 总 延迟 时 间 .! 在 许多 情况 下 , 我 们 不 可 能 解析 地 准确 计算 上 述 的 多 
重 积分 , 甚至 不 可 能 在 给 定 的 精度 之 内 数值 化 地 逼近 . 剩 下 的 一 种 可 能 就 是 用 模拟 ， 
的 手段 逼近 Elg(X)]. 

为 了 逼近 Elg(X)], 首先 生成 一 个 具有 联合 密度 函数 f(z1,…, zx,) 的 随机 向 量 
XX = (XI”,… ,X49), 然后 计算 YW = g(X 中 ). 现在 生成 第 二 个 随机 向 量 (与 第 
一 个 独立 ) 妃 ”…, 并 计算 Y() = 9( 瑟 G). 继续 这 样 做 , 直到 已 经 生成 7 (一 个 固定 的 
数 ) 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 了 (9 = 9( 和 XGO)( = 1,…,7) 为 止 . 现在 由 强大 数 定 律 ， 

我 们 知道 i 
im Yt YY _ ply] Elg(X) 


; 7 一 Oo 7 
从 而 我 们 可 以 用 生成 的 Y 的 平均 作为 Elg(X)] 的 一 个 估计 . 这 种 估计 Elg(X)] 方 
法 , 称 为 蒙特 卡 罗 模 拟 方法 . 
显然 余下 的 问题 是 如 何 生成 , 即 模拟 , 具有 特定 联合 密度 的 随机 向 量 .这样 做 
的 第 一 步 是 能 从 (0,1) 上 的 均匀 分 布 生成 随机 变量 .一 种 方法 是 , 取 10 个 标号 为 
0,1,.…,9 的 相同 纸 片 , 将 它们 放 在 一 个 帽子 中 , 然后 从 这 个 帽子 中 有 放 回 地 连续 抽 
取 7? 个 纸 片 . 得 到 的 数字 序列 (在 前 面 置 一 个 十 进 制 小 数 点 ) 可 以 看 成 (0, 1) 均匀 


随机 变量 含 入 到 最 近 的 【  )】 的 值 例如 如 果 抽取 到 的 数字 序列 是 3, 8, 7, 2, 1 


那么 , (0, 1) 均匀 随机 变量 的 值 是 0.387 21 (在 最 近 的 0.000 01 范围 内 ). (0， 1) 均匀 随 
机 变量 值 的 表 , 称 为 随机 数 表 , 它 已 经 被 大 量 出 版 (例如 , 见 Rand 公司 的 4 Million 
Random Digits with 100 000 Normal Deviates(New York, The Free Press, 1955)). 表 
11.1 就 是 这 样 的 表 . 

”@ 我 们 用 记号 [a] 表示 小 于 或 等 于 a 的 最 大 整数 . 











站 


11.1 引 过 -5 了 


个 辣 是 0,1,…,m 一 1 中 的 一 个 数 , 而 量 X/m 就 取 为 (0,1) 均匀 随机 变量 的 近 
”人 似 值 . 可 以 证 明 ， 只 要 适当 地 选取 & c, m, 国有 出 的 一 个 数列 看 起 来 好 像 就 是 从 
| 独立 的 (0,1) 均匀 随机 变量 生成 的 


在 模拟 一 个 任意 分 布 的 随机 变量 时 我 们 以 假设 能 够 模拟 (0, 1) 均匀 分 布 随机 


| 变量 的 值 , 并 且 我 们 用 术语 模拟 作为 出 发 点 ,“ 随 机 数 ” 表示 由 这 个 分 布 模拟 的 独立 
| 随机 变量 . 在 11.2 节 和 11.3 节 中 , 我 们 将 介绍 模拟 连续 随机 变量 的 一 般 技 术 和 特殊 
| 技术; 在 11.4 节 中 , 我 们 对 离散 随机 变量 做 相同 的 讨论 . 在 11.5 节 中 , 我 们 讨论 模 
Ef 拟 给 定 的 联合 分 布 的 随机 变量 和 随机 过 程 . 对 于 非 时 齐 的 泊 松 过 程 的 模拟 我 们 将 给 
子 特 别 的 重视 , 事实 上 , 对 此 讨论 了 3 种 不 同 的 方法 . 二 维 泊 松 过 程 的 模拟 在 11.5.2 
| 节 中 讨论 . 在 11.6 节 中 , 我 们 讨论 通过 降低 它们 的 方差 , 以 增加 模拟 估计 准确 性 的 
各 种 方法 ; 在 11.7 节 中 , 我 们 考虑 为 了 达到 要 求 水 平 的 准确 性 所 需要 模拟 运行 次 数 
的 选取 问题 . 但 在 开始 讲述 之 前 , 我 们 先 考虑 两 个 在 组 合 问题 中 模拟 的 应 用 

| 例 11.1( 生 成 随机 排列 ) ”假设 我 们 生成 数 1,2,…n 的 一 个 排列 , 就 是 使 得 所 有 的 
”nl 个 可 能 次 序 都 是 等 可 能 的 . 算法 如 下 , 首先 通过 在 1,…,n 中 随机 地 选取 一 个 数 ， 
| 将 这 个 数 放 在 位 置 n; 然后 在 余下 的 n 一 1 个 数 中 随机 地 选取 一 个 , 将 这 个 数 放 在 位 
” 置 w 一 4 然后 在 余下 的 n 一 2 个 数 中 随机 地 选取 一 个 , 将 这 个 数 放 在 位 置 n 一 2; 如 
”此 等 等 (其 中 随机 地 选取 一 个 数 , 是 指 每 一 个 余下 的 数 都 等 可 能 地 被 选取 ). 然而 , 我 


们 无 需 精确 地 考虑 哪 一 个 数 尚 待 安 置 , 方便 而 有 效 地 将 这 些 数 保持 成 有 序 的 表 列 ， 
然后 随机 地 选取 数 的 位 置 , 而 不 是 这 个 数 本 身 . 就 是 说 , 从 任意 的 次 序 pi1,p2,… ,pn 


”开始 , 我 们 随机 地 选取 位 置 1,…,n 中 的 一 个 , 而 后 将 这 个 位 置 中 的 数 与 在 位 置 n 
”中 的 数 对 换 . 现在 我 们 随机 地 选取 位 置 1,…,n 一 1 中 的 一 个 , 而 后 将 这 个 位 置 中 的 


数 与 在 位 置 n 一 1 中 的 数 对 换 , 如 此 等 等 


为 了 执行 上 面 的 程序 , 我 们 必须 能 够 生成 一 个 等 可 能 地 从 1,2,…,k 中 的 取 任 


“总 值 的 一 个 随机 变量 ， 为 此 , 以 UV 记 一 个 随机 数 ( 即 , U 是 在 (0, 1) 上 均 名 分布 的 ) 
”上 且 注 意 kU 在 (0,k) 上 是 均匀 的 , 所 以 


1 
P{i—-1<kU<i=7, i=l,.,k 


”因此 , 如 果 随 机 变量 了 上 = [kU] 十 1 将 使 


P{I =d} =P{RU]=i-1}=P{i-1<kU<i}=i 


现在 可 以 将 前 面 生 成 随机 变量 的 算法 写 出 如 下 : 

步骤 1: 令 pi,p2,… ,pn 是 1,2,…,n 的 一 个 排列 (例如 , 我 们 可 以 选取 p; = jj， 
a 

” 步 又 2: 置 k=n. 
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因此 , 我 们 可 以 通过 生成 XX1,…,X% Wi 后 用 
: : v (Xi) 
So 3 7 m(Xi) 





估计 vw. z 
作为 上 面 的 一 个 重要 的 应 用 ， 以 A; 一 {Qi,1, “*“"， Ori bd -3 Ls; “9 记事 件 ， 且 假 


设 我 们 有 兴趣 估计 ( 品 4:). 由 于 


P "9 = >，P(o) = 2 


a€EUA; ?一 1 7 一 1 


其 中 m(aiy) 是 点 my 所 属 的 事件 的 个 数 , 上 面 的 方法 可 以 用 来 估计 P (v A 中 


注意 上 面 估计 v 的 程序 , 在 没有 值 集合 {v1,… ,vn} 的 先 验 知识 时 也 可 以 是 有 
效 的 . 就 是 说 , 我 们 能 够 确定 在 一 个 特定 位 置 的 元 素 的 值 和 这 个 元 素 在 表 列 中 出 现 
的 次 数 就 足够 了 . 当 值 的 集合 是 先 验 已 知 时 , 我 们 有 一 个 更 为 有 效 的 方法 , 将 在 例 
11.11 中 说 明 . \ z 本 
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在 本 市 中 , 我 们 介绍 模拟 连续 随机 变量 的 3 种 方法 . 
11.2.1 逆 变 换 方法 
模拟 一 个 具有 连续 分 布 的 随机 变量 的 一 般 方 法 ( 称 为 逆 变 换 方 法 ) 基于 下 述 命 
题 . 
命题 11.1 令 U 是 一 个 (0,1) 上 的 均匀 随机 变量 . 对 于 任意 连续 分 布 函数 下, 如 
果 我 们 定义 随机 变量 X 为 
X=F-1(U) 
那么 随机 变量 X 有 分 布 函数 F. (FE (wu) 定义 成 使 F(z) = 的 值 x.) 
证 明 z 
Fx(a)=P{X <a}=P{F-1(UV) < a} (11.1) 
现在 , 由 于 F(x) 是 单调 函数 , 由 此 推出 FE- (Z) < a 当 且 仅 当 7 < F(a). 因此 , 由 
方程 (11.1) 我 们 看 到 
Fx(a)= P{U < F(a)} = F(a) 二 
因此 , 当 天- 可 计算 时 , 我 们 可 以 通过 模拟 一 个 随机 数 UV, 然后 置 X = F-1(U) 由 
一 个 连续 分 布 下 来 模拟 随机 变量 X.， 
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(ii) 注意 我 们 “以 概率 f(Y)/cg(Y) 接受 值 Y” 的 方式 是 : 通过 生成 一 个 (0,1) 
上 的 均匀 随机 变量 U, 然后 , 如 果 有 UV < f(Y)/cg(Y), 就 接受 六 
(六) 因为 这 个 方法 的 每 一 次 重复 将 独立 地 以 概率 P{U < f(Y)/cg(Y)} = 1/c 
接受 一 个 值 , 由 此 推出 重复 的 次 数 是 均值 为 e 的 几何 随机 变量 
(iv) 实际 上 , 当 决 定 是 否 接受 时 , 并 没 必要 生成 一 个 新 的 均匀 随机 变量 , 因为 只 
要 以 某 些 附 加 计算 的 代价 , 在 每 一 次 重复 时 都 对 单个 随机 数 作 适 当 的 修正 , 就 可 以 
贯 囊 地 应 用 . 为 了 看 到 这 是 怎样 进行 的 , 注意 U 的 实际 值 并 没有 用 到 (只 用 到 是 否 
有 Uf(Y)/cg(Y)) 我 们 可 以 利用 对 于 给 定 的 Y, 随机 变量 
Uf(Y)/cg(Y) _ eVg(Y) — f(Y) 
1—f(Y)/cg(Y) cg(Y)—f(Y) 
在 (0,1) 上 是 均匀 的 这 个 事实 . 因此 , 它 可 以 在 下 一 次 重复 中 用 作 均 匀 随 机 数 . 因为 
以 上 面 的 计算 为 代价 节省 生成 一 个 随机 数 , 是 否 是 净 节 省 , 很 大 程度 地 依赖 于 用 来 
生成 随机 数 的 方法 . 
例 11.4 ”让 我 们 利用 拒绝 法 生成 具有 密度 函数 


f(x) = 20z(1 — 7), 0<z<l 
的 随机 变量 . 因为 这 个 随机 变量 ( 它 是 参数 2,4 的 贝塔 分 布 ) 集中 在 区 间 (0,1) 中 ， 


让 我 们 考虑 对 
9g(Z) 王 1 0<Z<1 


作 拒绝 法 . 为 了 确定 “ 使 f(z)/9(z) < c, 我 们 用 微 积分 确定 


1 
2 = 20z(1 — zx) 


的 最 大 值 . 微分 这 个 量 导 致 


qd f(z) 一 ee 9 化 一 2)” 
< 9 20(1 ~ 2) — 32(1 一 


令 这 个 量 等 于 0, 表明 最 大 值 在 z = 1/4 处 达到 , 于 是 
f(z) _ 3) _135_ 
gs) < 日 (3) 用 二 


f(x) 256 
cg(Z) 2 Se 


因此 





这 样 拒绝 程序 的 步骤 如 下 : 
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步骤 4: 生成 一 个 随机 数 U, 并 且 取 


1 

(" 区 全 过 = 

2 

Z 一 ] 


由 上 面 生成 的 随机 变量 2 和 了 是 独立 的 , Z 是 均值 0 和 方差 1 的 正 态 随机 变量 , Y 
是 速率 为 1 的 指数 随机 变量 . (如 果 我 们 需要 正 态 随机 变量 有 均值 / 和 方差 o2, 只 
需 取 co2 十 /小 . 园 
注 (i) 由 于 c= V2e/r 31.32, 因此 上 面 的 步骤 2 要 求 一 个 具有 均值 为 1.32 的 几 
何 分 布 的 重复 次 数 . 

(让 i) 步骤 4 最 后 的 随机 数 不 必 分 别 模拟 , 更 可 取 的 是 从 前 面 使 用 的 任意 一 个 随 
机 数 的 第 一 位 数字 得 到 . 即 , 假设 我 们 生成 一 个 随机 数 来 模拟 一 个 指数 随机 变量 , 则 
我 们 可 以 剥 除 这 个 随机 数 的 初始 数字 , 而 只 使 用 余下 的 数字 (将 十 进 小 数 点 向 右 移 
一 步 ) 作为 随机 数 . 如 果 这 个 初始 数字 是 0, 1, 2, 3 或 4 (或 者 0, 如 果 计 算 机 生成 二 
进 数字 ), 那么 , 我 们 取 2 的 符号 为 正 , 而 在 其 他 情形 取 2 的 符号 为 负 . 

(ii) 如 果 我 们 要 生成 一 系列 标准 正 态 随机 变量 , 那么 , 我 们 可 以 用 在 步骤 4 中 
得 到 的 指数 随机 变量 作为 步骤 1 中 生成 下 一 个 正 态 随机 变量 需要 的 指数 随机 变量 
因此 , 平均 地 , 我 们 可 以 通过 生成 1.64 个 指数 随机 变量 和 计算 1.32 次 平方 , 来 模拟 
一 个 单位 的 标准 正 态 随机 变量 . 


11.2.3 ”风险 率 方法 
令 刁 是 连续 的 分 布 函数 且 F(0) =1. 由 


_ 10 
Ag= 于 0，t>0 

可 以 定义 的 严 的 风险 率 函数 Xb) (其 中 f(t) = F'(t) 是 密度 函数 )、 和 (t) 表示 , 给 定 
已 经 存活 到 时 间 t 的 一 个 寿命 分 布 为 的 产品 在 时 间 t 失效 的 瞬时 概率 强度 

现在 假设 我 们 给 定 了 一 个 有 界 函数 和 (), 使 得 /和 (Dat = co, 我 们 要 求 模 所 
一 个 以 Ab) 为 风险 率 函数 的 随机 变量 8 

为 此 取 和 使 得 

和 A(t) < 入 对 于 一 切 t+>0 


为 了 由 入 (),t > 0 模拟 , 为 我 们 将 图 
” “(a) 模拟 一 个 具有 速率 和 的 泊 松 过 程 . 我 们 将 只 “接受 ” 或“ 计数” 某 种 泊 松 时 
间 . 特别 地 , 我 们 将 

(pb) 独立 于 其 他 的 一 切 , 以 概率 A(t)/ 和 计数 一 个 在 上 发 生 的 事件 . 
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z P{Xn =0} =P{Xn =1} =3, n = 1,2,.…- 
如 果 我 们 令 
N= min{n: Xi+t+:…+ Xn, = 10} 
那么 N 是 一 个 停 时 . 我 们 可 以 将 N 看 成 一 个 连续 地 抛掷 一 枚 均匀 硬币 的 试验 , 而 
且 当 正面 的 次 数 达 到 10 时 停止 的 停 时 加 
命题 11.4(Wald 方程 ) 如 果 Xi, X2,… 是 具有 有 限期 望 的 独立 同 分 布 的 随机 变 
量 , 且 如 果 NN 是 对 于 Xi, X2,… 的 一 个 停 时 使 得 EIN] < co, 那么 


EE > zx ~ EIN]EIX] 


证 明 令 
+r-2J! 大 Nn 
” |]10, 若 N<n 
我 们 有 和 
>》 EX 
侯 一 1 n=1 
因此 e z 
E Dx 一 卫 3 7 = 》 E[XnIn] (11.3) 
n=1 n= 二 1 7 一 | 


然而 , 1% = 1 当 且 仅 当 在 我 们 连续 地 观察 X1,…, Xn_1 之 后 还 没有 停止 所 以 , 1 
由 各，,…,Xn-1 确定 , 故而 独立 于 Xn. 于 是 由 方程 (11.3) 我 们 得 到 


N Co Co 
E > | = >_ E[Xn]E[I,] = E[X] >》 E[I] 
= ELIX]E > | = E[X]E[IN] 国 
回 到 风险 率 方法 , 我 们 有 | 
\ S= > xX 


因为 N = min |。 Oy (> x 叶 由 此 推出 事件 N = 独立 于 X41 和 2 


因此 , 由 Wald 方程 


BIS] = EIVIEDG = = 
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这 个 变换 的 雅 可 比 行 列 式 是 
- Od Od 

Or Oy 

“=| a0 80 |= 

Or Oy 


27 27/ 


一 0/ 1 
1 十 2/z2 \ 7z2 1 十 V2/z2 \z 














因此 , 由 2.5.3 节 知 , R 和 6 的 联合 密度 由 


_1 -do/2?1_ 1._a2l1 
fr2,e(d,0) = 5° 了 一 5° 5 一， 0<Qw<oo,0<0O<2r 


给 出 . 于 是 , 我 们 可 以 得 出 , R? 和 6 独立 , 且 fe 有 速率 为 2 的 指数 分 布 和 © 是 
(0,2m) 上 的 均匀 分 布 

现在 让 我 们 从 极 坐标 反 向 地 到 直角 坐标 . 从 上 面 知 如 果 我 们 以 速率 为 > 的 指 
数 随机 变量 W (W 起 R? 的 作用 ), 以 及 独立 于 W 的 (0,2r) 上 均匀 随机 变量 V(V 
起 6 的 作用 ) 开始 , 那么 X = VW cosV,Y = VW sinY 将 是 独立 的 标准 正 态 随机 
变量 . 因此 利用 例 11.3 的 结果 , 我 们 看 到 如 果 Ui 和 Us 是 独立 的 (0, 1) 均匀 随机 变 


量 ， 那么 
光一 (一 2 1n Z71)1? cos(27U2), 
(11.4) 


Y = (—21n U1)!/? sin(2nxU,) 


注 X?+Y? 有 速率 为 3 的 指数 分 布 这 个 事实 非常 有 趣 , 因为 由 卡 方 分 布 的 定义 ， 
X2? +Y2 有 2 个 自由 度 的 卡 方 分 布 . 因此 , 这 两 个 分 布 是 相同 的 

上 面 生成 标准 正 态 随机 变量 的 方法 , 称 为 Box-Muller 方法 . 由 于 它 需 要 计算 上 
， 面 的 正弦 值 和 余 引 值 而 使 它 的 有 效 性 大 大 降低 . 然而 , 有 一 个 绕 过 这 种 潜在 的 时 耗 
困难 的 方法 ， 作 为 开始 , 注意 车 U 在 (0,1) 上 均匀 , 则 20 在 上 (0,2) 均匀 , 从 而 
20 一 1 在 (-1,1) 上 均匀 | / 
于 是 , 如 果 我 们 生成 随机 数 A 和 ,并且 令 

Vi 三 2U1 一 1 VY2 三 2U2 一 工 


那么 , (Vi, V2) 在 以 (0,0) 为 中 心 的 面积 为 4 的 正方 形 上 均匀 分 布 ( 见 图 11.2). 
现在 假设 我 们 连续 的 生成 这 样 的 (Vi, 2) 对 , 直到 得 到 一 对 包含 在 以 (0,0) 为 
中 心 半径 为 1 的 圆 中 , 即 直到 (Vi, 他) 使 得 如 十 衣 < 1. 于 是 这 样 的 (三 , 他 ) 在 圆 
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步骤 2: 令 丰 =201 -1 也 =2m -1S= 人 上 + 人 慨 . 
步骤 3: 在 9>1 则 返回 步 又 1 
步 又 4: 回 到 独立 单位 正 态 








上 面 的 方法 称 为 极 坐 标 方法 . 由 于 在 上 面 方形 中 的 随机 点 落 入 单位 圆 中 的 概率 
等 于 /4 ( 圆 的 面积 除 以 方形 的 面积 ), 因此 , 极 坐标 方法 平均 地 需要 重复 4/r = 1.273 
次 步骤 1. 因此 , 它 生 成 两 个 独立 的 标准 正 态 随机 变量 , 平均 地 需要 用 2.546 个 随机 
数 , 取 一 次 对 数 , 求 一 次 平方 根 , 作 一 次 除法 , 和 4.546 次 乘法 . 

11.3.2 ” 伽 玛 分 布 

为 了 由 参数 为 (n, 和) 的 伽 玛 分 布 模拟 , 其 中 n 是 整数 , 我 们 利用 n 个 速率 为 
和 的 独立 整数 随机 变量 的 和 也 具有 这 样 分 布 的 事实 . 因此 , 若 万,……,Um 是 独立 的 
(0, 1) 均匀 随机 变量 , 则 


具有 所 要 的 分 布 

当 n 大 时 , 有 其 他 可 行 的 技术 而 并 不 需要 那么 多 的 随机 变量 , 一 种 可 能 是 用 拒 
绝 法 , 且 将 g(z) 取 为 具有 均值 n/A (因为 这 是 僻 玛 分 布 的 均 信 ) 的 指数 随机 变量 的 
密度 . 可 以 证 明 对 于 大 的 mw 拒绝 算法 需要 的 平均 重复 次 数 是 el(n 一 1)/2J1/?. 另外 
如 果 我 们 需要 生成 一 系列 伽 玛 随机 变量 , 那么 正如 例 11.4 那样 , 我 们 可 以 安排 使 得 
在 接受 时 , 不 仅 得 到 一 个 伽 玛 随机 变量 , 而 且 无 代价 地 得 到 一 个 指数 随机 变量 , 它 可 
以 用 于 得 到 下 一 个 伽 玛 随机 变量 (见习 题 8) 
11.3.3 ” 卡 方 分 布 

nn 个 自由 度 的 卡 方 分 布 是 如 = 如 十 … 十 有 22 的 分 布 , 其 中 Zi,i 二 1,…,n 是 独 
立 的 标准 正 态 随机 变量 . 利用 在 3.1 节 最 后 的 注 中 所 注释 的 事实 , 我 们 看 到 2? + 2 
有 速率 为 1/2 的 指数 分 布 .因此 , 当 是 偶数 时 (例如 n= 2k)xB。 有 参数 (及 3】 
的 人 到 分 布 . 因此 , -2In (TJ,_, Vi) 有 自由 度 为 2k 的 卡 方 分 布 .我 们 可 以 通过 入 
拟 一 个 标准 正 态 随机 变量 2, 然后 加 22 到 上 面 , 来 模拟 一 个 自由 度 为 2k 十 1 的 卡 
方 随机 变量 . 就 是 说 

z Xp+t1 = 2° —2In (I 中 


2 二 1 
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我 们 看 到 它 与 X/(X+Y) 有 相同 的 分 布 , 其 中 X 和 了 分 别 是 有 参数 (n,1) 和 (m1) 
的 伽 玛 随机 变量 . 因此 , 当 n 和 m 都 大 时 , 我 们 可 以 通过 先 模 拟 两 个 伽 玛 随机 变量 
来 模拟 一 个 贝塔 随机 变量 
11.3.5 ”指数 分 布 一 冯 ，* 诺 伊 曼 算 法 
如 我 们 看 到 的 , 速率 为 1 的 指数 随机 变量 可 以 通过 计算 一 个 随机 数 的 对 数 的 负 
值 来 模拟 . 然而 , 多 数 计 算 机 中 计算 一 个 对 数 的 程序 包含 宕 级 数 展开 , 所 以 如 果 存 
在 计算 上 更 容易 的 第 二 种 方法 将 是 有 用 的 . 我 们 现在 介绍 由 冯 . 诺 伊 曼 给 出 的 方法 . 
作为 开始 , 令 吕 , U2,… 是 独立 的 (0, 1) 均匀 随机 变量 , 并 且 定 义 N,N > 2 为 


N= min{n:Ui > U3... 2 U1 <U,) 
即 , NN 是 首 个 比 它 前 面 大 的 随机 数 . 现在 让 我 们 计算 N 和 Ui 的 联合 分 布 : 
P{N>nU < = /Ptw>ma i 
= 人 P{N >n|Ui = z}dz 


给 定 咏 = z) NN 将 大 于 n, 如 果 z > [w.… > U, 或 者 等 价 地 , 如 果 

(a) Ui <7z, i1=2,..…,n 

(b) U2 >.… > U, 
现在 , (a) 以 概率 z” 发生 , 并 且 给 定 (a 时 , 因为 胃 ,…, Uo 所 有 可 能 的 (n 一 1) 
种 排序 是 等 可 能 的 , 所 以 (b) 以 概率 二 二 发 生 . 因此 


rz?—1 


Wa 


y rn-l V/ 
P{N >n,U <Yy}= | = 





”所 以 
| P{N=n,U < y=P{N>n-1U <y -PN>n,U <Yy) 
= 

(有 一 1 nl! 


在 一 切 偶数 上 求 和 , 我 们 看 到 
4 


y 多 2 
P{N 是 偶数 Ui <y}=y- 二村 一 条 一 一 1-eY (11.5) 
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11.4 离散 分 布 的 模拟 


所 有 从 连续 分 布 模拟 的 一 般 方 法 在 离散 情形 都 有 其 对 应 的 版 本 . 例如 , 如 果 我 
们 要 模拟 一 个 具有 概率 质量 函数 


P{X=2}=P, j=1,2,…, > P=1 
5 


的 随机 变量 X. 我 们 可 以 用 逆 变 换 技 术 的 如 下 的 离散 版 本 : 
为 了 模拟 具有 P{ 铸 =72j}= 记 的 久 
令 U0U 在 (0, 1) 上 均匀 地 分 布 , 且 令 


Ll, 特 芝 < 已 
72， 帮 P<U<P+t+P 


人 j—1 j 
zj， 车 》PR<U<5P 
1 1 


因为 

过 一 了 

Px =m -7 {Sn<v<Tnl = PP 
1 1 
我 们 看 到 XX 有 所 要 的 分 布 . 
例 11.7( 几 何 分 布 ) ”假设 我 们 要 模拟 X, 使 得 
P{X=i}=p(1—p)'!, i>1 

因为 


Vp{Xi 1 PX 1 1 


i 二 1 
我 们 可 以 模拟 这 样 的 随机 变量 , 通过 生成 一 个 随机 数 U, 且 令 X 等 于 这 样 的 值 7 使 
1—(1-p’ <U<1-(1-p) 


或 者 , 等 价 地 使 
: (1—-p)P <1-U<(1-p) 7! 
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”看 出 . 但 是 -InU; 是 速率 为 1 的 指数 随机 变量 , 从 而 如 果 我 们 将 InU ;> 1 解释 


为 一 个 速率 为 1 的 泊 松 过 程 的 到 达 间 隔 时 间 , 我 们 看 到 N = N(A) 将 等 于 在 时 间 和 
前 的 事件 个 数 . 因此 , N 是 均值 为 和 的 泊 松 随机 变量 . 
当 入 大 时 , 上 面 模拟 速率 为 1 的 泊 松 过 程 在 时 间 和 前 的 事件 个 数 N( 和 A) 时 , 我 
们 可 以 减少 计算 量 , 通过 首先 选取 一 个 整数 mm 并 且 模 拟 泊 松 过 程 的 第 m 个 事件 的 
时 间 Sm, 然后 按 给 定 5%, 时 N( 和 ) 的 条 件 分 布 模拟 N (和). 现在 给 定 5%, 时 N(A) 的 
条 件 分 布 如 下 : 
NON)ISm =s~m+P( 和 一 s)， 如 果 s < 


NO)IS =s~B (m-1,2), 如 果 s > 


其 中 ~ 表示 “与 .… 有 相同 的 分 布 "(B(n,p) 是 参数 为 wz 的 二 项 随机 变量 ) 这 是 
由 于 如 果 第 m 个 事件 在 时 间 s 发 生 , 其 中 s < 和 , 那么, 直到 时 间 》 为 止 的 事件 数 
是 m 加 上 在 (s, 和 ) 中 的 事件 数 . 另 一 方面 , 给 定 Sm 时 前 m - 1 个 事件 发 生 的 时 间 
的 集合 与 m 一 1 个 (0,) 均匀 随机 变量 的 集合 有 相同 的 分 布 ( 见 5.3.5 节 ). 因此 , 当 
和 < s 时 , 直到 时 间 和 为 止 的 事件 数 是 具有 参数 m -1 与 2 的 二 项 随机 变量 . 因此 
我 们 可 以 模拟 (和 ), 通过 首先 模拟 Sm, 然后 或 者 当 5,。< 和 时 模拟 均值 为 和- 5 
的 泊 松 随机 变量 P(A 一 Sm) 或 者 当 5 > 时 模拟 参数 m1 与 之 的 二 项 随机 
变量 B((m 1, 和 /Sm); 并 且 轩 


No = | 1 十 P( 入 一 Sn) 若 S，< 入 
B(m 一 1,A/Sm) 若 S, > 入 
在 上 面 , 人 们 发 现 令 m 近似 于 5 和 在 计算 上 是 有 效 的 . 当然 , 当 mm 大 时 , 5,, 是 通过 
由 一 个 计算 快 的 模拟 T(m, 和 ) 分 布 的 方法 模拟 的 ( 见 11.3.3 节 ) 加 
离散 分 布 也 有 拒绝 法 和 风险 率 方法 , 但 是 我 们 把 这 留 作 练习 ， 可 是 , 我 们 有 一 


种 模拟 有 限 离散 随机 变量 的 技术 ( 称 之 为 别名 方法 ) 尽管 建 模 需 要 一 些 时 间 , 但 是 


运行 起 来 非常 快 . 
别名 方法 

在 下 面 , 量 P, PW,QW), k < n 一 1 表示 在 整数 1,2,.….,n 上 的 概率 质量 函 
数 一 一 即 , 它们 是 非 负 的 , 且 其 和 为 1 的 n 维 向 量 . 另外 , 向 量 PO 至 多 有 个 非 
零 分 量 , 且 每 一 个 QW 至 多 有 2 个 非 零 分 量 . 我 们 证 明 任意 一 个 概率 质量 函数 PP 
可 以 表示 为 相同 权重 的 n - 1 个 概率 质量 函数 Q 的 混合 分 布 (每 一 个 至 多 有 2 个 
非 零 分 量 ). 就 是 说 , 我 们 证 明 对 于 适当 地 定义 的 8 中,…,Q@"m-D, PP 就 可 以 表示 为 
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同样 , 我 们 可 以 写 出 
已 = 590 + 3PG@ 


”其 中 为 了 满足 上 式 , PG) 必须 是 向 量 
3 1 11 3 3 
P43) 2 媚 二 0 PG) 2p = 
1 “2 ( 1 一 了 Ci 3 2， 2 2” 8 
BP =0， p® = PP 要 


注意 PS 不 给 值 3 以 任何 质量 . 现在 我 们 可 以 将 质量 函数 PG3) 表示 为 2 点 质量 函 
数 Q2 和 Q4) 的 相等 权重 的 混合 , 且 我 们 结束 于 


P= QW + (3 OO 了 59@) =3 (QV + 0% +00) 


(我 们 将 细节 作为 习题 留 给 你 ). 避 

上 面 的 例子 概要 地 列 出 了 对 于 点 质量 函数 PP 写成 形 如 方程 (11.6) 的 一 般 程 序 ， 
其 中 Q4 是 质量 函数 , 它 所 有 的 质量 都 给 出 在 至 多 2 个 点 上 . 作为 开始 , 我 们 选取 
满足 引 理 11. 5 的 i 和 j. 我 们 现在 定义 QG 集中 在 点 i 和 jj 且 包 售 点 i 的 所 有 质 
量 , 注意 到 , 在 方程 (11.6) 的 表示 中 , 对 于 = 2,… 罗 -1 有 Qt = 0, 它 导 臻 


QV = -1B， 所 以 9 =1-(n- 1)P. 





写成 
P= 一 -QO+ 2 pte 1) (11.8) 
7 一 7 一 
其 中 P” 7 表示 余下 的 质量 , 我 们 看 到 
Po 一 0 
(m 一 1) _ 77%”— 1 (1) 一 1 
2 -3 (PB- 20 )=2 2 (B+B n 一 站 


ee 一 工 
Pen 1) _ nN P ) 
pk k 关 i 或 7 


容易 验证 上 式 确实 是 一 个 概率 质量 函数 一 一 例如 , Pt" 的 非 负 性 得 自由 ; 的 选 
取 使 得 及 十 忆 > 一 的 事实 
我 们 现 加 在 可 以 在 记 n 一 1 点 概率 质量 函数 P"-! 上 重复 上 面 的 程序 得 到 


p(n-D) _ —Q® + 了 二 和 2 pin 
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Dj vi) /ma) 
Ell/m(X)]=- oy v(7) 
[1/m(X)] 0 /> (7) 
因此 , 我 们 可 以 用 别名 (或 者 任何 其 他 的 ) 方法 生成 与 X 同 分 布 的 随机 变量 X1,…， 
全， 然后 用 i 天 
i > S07) 1/m(X) / 加 
j=1 i=1 


”估计 


11.5 随机 过 程 


我 们 可 以 通过 模拟 一 系列 随机 变量 容易 地 来 模拟 一 个 随机 过 程 . 例如 模拟 到 达 
间隔 分 布 F 的 一 个 更 新 过 程 的 前 t 个 时 间 单 位 ， 我 们 可 以 模拟 具有 分 布 F 的 随机 
变量 XX], 从 2， 2 停止 在 


N= min{n: Xi+.…++ Xn, >t} 


其 中 Xi,i > 1 表示 更 新 过 程 的 到 达 间 隔 时 间 , 所 以 上 面 的 模拟 产生 到 为 止 的 N-1 
个 事件 一 一 发 生 在 时 间 Xi Xi + X2 ,XI 二.… 十 XNw_1 的 事件 . 

实际 上 , 存在 另 一 种 非常 有 效 的 模拟 泊 松 过 程 的 方法 . 假设 我 们 要 模拟 速率 为 
和 的 泪 松 过 程 的 前 二 个 时 间 单 位 . 为 此 我 们 可 以 首先 模拟 直到 t 为 止 的 事件 的 个 数 
六 然后 利用 在 给 定 N(t) 的 值 时 , N(t) 个 事件 的 时 间 集合 的 分 布 正如 n 个 独立 
的 (0,t) 均匀 随机 变量 的 集合 的 结果 . 因此 , 我 们 从 模拟 一 个 均值 为 Xt 的 泊 松 随机 
变量 N(t) 开始 (用 例 11.9 中 给 出 的 任意 一 种 方法 ). 于 是 , 如 果 N(t) = n, 则 生成 n 
个 随机 数 的 一 个 新 的 集合 ( 记 为 厂 …… U5) 且 {t01,…,tUn} 将 表示 n 个 事件 的 时 
间 , 如 果 我 们 能 够 在 此 停止 , 这 将 比 模 拟 指 数 分 布 的 到 达 间 隔 时 间 更 为 有 效 . 然而 ， 
我 们 通常 要 求 事件 的 时 间 具 有 增加 的 次 序 一 一 例如 , 对 于 s < 


N(s) = U; 的 个 数 : tUi < s 


从 而 在 计算 N(s),s < t 时 , 最 好 在 乘 t 之 前 , 首先 将 厂 ，…, Us 排序 . 然而 , 在 这 样 
做 的 时 候 , 你 不 应 该 用 通常 的 排序 算法 , 如 快速 排序 ( 见 例 3.14), 而 更 合适 的 是 考虑 
到 被 排序 的 元 素来 自 (0, 1) 均匀 总 体 . 这 样 的 n 个 (0,1) 均匀 变量 的 一 个 排序 算法 
如 下 : 不 用 长 度 为 n 的 单个 表 列 的 排序 , 我 们 将 考虑 n 个 有 序 的 , 或 者 相关 联 的 , 随 
机 大 小 的 表 列 . 将 值 Z 放 在 表 列 i, 如 果 它 的 值 在 (i 一 1)/n 与 i/n 之 间 一 一 即 ,U 
放 在 表 列 [nV] + 1 中 . 单个 的 表 列 就 这 样 被 排序 , 而 所 有 表 列 的 全 部 连接 就 是 要 求 
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于 是 , 在 时 间 集 合 { > _， 区 :7 了 } 有 事件 的 这 个 计数 过 程 构成 所 要 的 过 程 

上 面 的 程序 被 称 为 减弱 算法 (因为 它 “ 削 薄 了 ”时 齐 泊 松 过 程 的 点 ), 当 和 (#) 在 
整个 区 间 上 接近 于 入 时 , 显然 在 被 拒绝 的 事件 次 数 最 少 的 意义 下 是 最 有 效 的 . 于 是 ， 
一 个 明显 的 改进 是 将 区 间 分 割 为 子 区 间 , 然后 在 每 个 子 区 间 上 用 这 个 程序 . 就 是 说 ， 
确定 合适 的 值 有 ,0 <<to <…<t <T, 和 1,…, 和 +1 使 得 

A(s) < 和 Ai 当 til1 <s<ti,i=l,…,k+1 (其 中 to0=0,tkti = 了 7) (11.9) 


现在 , 在 区 间 (&_1, 龙 ) 通过 生成 速率 为 和 ; 的 指数 随机 变量 , 并 且 以 概率 和 (s)/ 和 i 接 
受 在 时 间 s,s € (1 去) 发 生 的 事件 . 因为 指数 随机 变量 的 无 记忆 性 质 , 以 及 一 个 
指数 随机 变量 的 速率 可 以 通过 乘 以 一 个 常数 改变 , 所 以 , 从 一 个 子 区 间 到 下 一 个 子 
区 间 并 没有 损失 有 效 性 . 换 句 话说 , 如 果 我 们 在 t € (ta 区 ), 并 且 生 成 一 个 速率 为 
Xi 的 指数 随机 变量 X 使 得 上 十 区 > 好 那么 我 们 可 以 用 入 [X 一 (ti 一 引 / 和 it1 作为 
下 一 个 速率 为 +1 的 指数 随机 变量 . 于 是 , 当 关 系 (11.9) 满足 时 , 我 们 有 生成 前 t 
个 单位 时 间 的 强度 函数 和 (s) 的 非 时 齐 泊 松 过 程 的 下 面 算法 . 在 此 算法 中 , t 表示 目 
前 的 时 间 , 且 了 是 目前 的 区 间 ( 即 , 当 -1 乞 上 < 友 时 ,了 工 = 让 . 

步骤 1: t=0,IT=1. 

步骤 2: 生成 一 个 速率 为 X; 的 指数 随机 变量 X. 

步 又 3: 如 果 t 上 十 X < 女 , 重 置 上 = 上 十 和 生成 一 个 随机 数 U. 并 且 如 果 U < 
和 (加 / 和 XT, 那么 接受 事件 时 间 t. 返回 步骤 2. 

步骤 4: (在 上 +X > 女 时 到 达 的 步骤) 否 了 = 十 1, 则 停止 ， 否 则 , 重 置 

= 一 [和 -人 (到 一 加] 和 Ar/Ar+l. 同样 重 置 t=tr 和 了 I= 了 +1, 并 且 转 向 步骤 3. 
现在 假设 在 某 个 子 区 间 (ti-_1,ti) 上 有 > > 0, 其 中 
入 ; 一 inf{A(s) :ti_1 < s < ti} 
在 这 种 情形 , 我 们 不 应 该 直接 用 减弱 算法 , 而 更 合适 的 是 , 在 所 要 的 区 间 上 首先 模拟 
速率 为 Ai 的 泊 松 过 程 , 然后 当 s € (ti-1,) 模拟 强度 函数 为 和 (s) 一 入 ; 的 非 时 齐 油 
松 过 程 . (生成 泊 松 过 程 中 超出 了 边界 的 最 后 一 个 指数 随机 变量 不 必要 浪费 , 它 可 以 
经 适当 的 变换 后 再 使 用 .) 两 个 过 程 的 释 加 (或 合并 ) 就 产生 了 在 这 个 区 间 上 所 要 的 
过 程 . 这 样 做 的 原因 是 , 对 于 平均 事件 数 为 和 (ti 一 龙 -1) 的 油 松 分 布 数 , 会 广 省 必需 
的 均匀 随机 变量 . 例如 , 考虑 情形 
入 (s) = 10+s, 0<s<l1 


以 入 = 11 用 减弱 方法 将 生成 期 望 数 为 11 个 事件 , 每 一 个 需要 一 个 随机 数 以 决 
定 是 否 接受 它 ， 另 一 方面 , 生成 一 个 速率 为 10 的 泊 松 过 程 , 然后 合并 一 个 速率 为 
A(s) = s,0 < s <1 的 非 时 齐 泊 松 过 程 , 将 产生 等 分 布 的 事件 数 , 但 是 需要 检查 决定 
人 1. 
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其 中 减弱 算法 (在 每 种 情形 以 单个 区 间 减 弱 一 次 ) 应 用 于 模拟 组 成 的 非 齐 次 泊 松 过 
程 . 
方法 2 ”到 达 时 间 的 条 件 分 布 

回想 一 下 速率 为 和 的 泊 松 过 程 的 结果 , 给 定 直到 时 间 工 为 止 的 事件 数 时 , 事件 
的 时 间 集 合 是 独立 同 分 布 的 (0, T) 上 均匀 随机 变量 . 现在 假设 这 些 事件 中 在 时 间 
发 生 的 每 一 个 都 以 概率 A(t)/ 和 计数 . 因此 , 在 给 定 被 计数 的 事件 数 时 ， 推出 这 些 被 
计数 的 事件 时 间 是 独立 的 , 具有 相同 的 分 布 F(s), 其 中 
f(s) =P{ 时 间 < s| 被 计数 } 
_ P{ 时 间 < s, 被 计数 } 
P{ 被 计数 } 
7T 
人 P{ 时 间 < s, 被 计数 | 时 间 zjdz/ 
P{ 被 计数 } 


于 是 上 面 的 推理 (有 一 些 直 观 ) 表明 , 给 定 非 时 齐 泊 松 过 程 直到 时 间 全 为 止 的 n 个 
事件 , 这 n 个 事件 的 时 间 是 独立 的 , 具有 相同 的 密度 函数 
_ A(s) 
f(s) I m(T): 


由 于 直到 时 间 了 为 止 事件 数 N(T) 是 均值 为 m(T) 的 泊 松 分 布 , 我 们 模拟 非 时 齐 泊 
松 过 程 可 以 通过 首先 模拟 N(T), 然后 由 密度 (11.10) 模拟 N(T) 个 随机 变量 . 
例 11.12 若 和 (s) = cs， 则 我 们 可 以 模拟 非 时 齐 泊 松 过 程 的 前 了 个 时 间 单 位 , 通过 


首先 模拟 有 均值 m(T) = 站 csds = cT2/2 的 泊 松 随机 变量 N(T), 而 后 模拟 具有 分 
是 / 





| 全 
0<s<T, mT)= 上 Na (11.10) 
0 


s2 
和 
的 N(T) 个 随机 变量 具有 上 面 分 布 的 随机 变量 可 以 用 道 变换 方法 模拟 (因为 
F (0) = TYD), 或 者 由 注意 到 当 友 和 Uo 都 是 独立 的 随机 数 时 , 屎 是 max(TU7， 
TU2) 的 分 布 函数 . 图 
如 果 由 方程 (11.10) 给 出 的 分 布 函数 并 不 容易 求 逆 , 我 们 总 可 以 从 方程 (11.10) 
利用 拒绝 法 , 我 们 或 者 接受 , 或 者 拒绝 (0, 了 T) 均匀 分 布 的 模拟 值 来 模拟 . 就 是 说 , 令 


F(s)= 0<s<7 
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拟 , 那么 我 们 可 以 用 方法 1 完成 (我 们 将 这 个 事实 的 验证 留 作 习题 ). 然而 , 有 时 分 
布 很 容易 地 求 逆 , 因此 可 以 应 用 逆 变 换 方法 . 
例 11.13 假设 Xz) = 1/(z 十 a),z > 0. 那么 


t 
0 














Z 十 Q 
因此 
和 
r+at+t Zz+att 
从 而 
FE = (2 + 0) 
所 以 ， 我 们 可 以 通过 生成 U1i, LV2， “*"， 而 后 置 
二 站 名 = (X14 生生 + 
并 且 , 一 般 地 
Xj = (Xj-1 十 oj 一 万 十 人 7j-1， 了 之 2 
以 模拟 相继 事件 的 时 间 Xi, X2,…. 六 


11.5.2 ”模拟 二 维 泊 松 过 程 

一 个 由 平面 中 随机 发 生 的 点 组 成 的 点 过 程 , 称 为 速率 和 的 二 维 泊 松 过 程 , 如 果 

(a) 在 任意 给 定 面积 为 4 的 区 域 中 的 点 数 是 均值 为 和 4 的 泊 松 分 布 ; 并 且 

(b) 在 不 相交 区 域 中 的 点 数 是 独立 的 。 

对 于 在 平面 中 给 定 的 固定 的 点 O, 我 们 现在 说 明 , 如 何 模 拟 速率 为 和 的 二 维 泊 
松 过 程 在 以 O 为 中 心 7 为 半径 的 圆 形 区 域 中 发 生 的 事件 . 以 Ri,i 之 1 记 O 与 第 ;i 
个 与 它 最 近 的 泊 松 点 的 距离 , 而 以 C(a) 记 以 O 为 中 心 a 为 半径 的 圆 . 那么 

P{xR? >b}=P {a > Vb/ = {在 C { Vi/ 中 无 点 } = er 以 
同样 , 以 C(a2) 一 Cl(ai) 记 在 C(a2) 与 Clal) 之 间 的 区 域 : 
P{xR3 — nxR? > b|Ri = 7} 
=P{R2 > vO+ar?)/nlRi = 7} 
一 了 { 在 7 (Vi+ ra ) 一 C(7) 中 无 点 |R1 = r} 
=P {在 C (V6+mr3Jt) -Clr) 中 无 点 } 由 (b) 


一 e-Xb | 


11.6 方差 缩减 技术 547 


ya 
N=mn :El1 十 … 十 En>> ^/ ser| 
0 


而 且 由 
有 1 
A 二名: 
[ 9g(Z)dz = El 


入 2 
、/ 9(Z)dz 一 E2， 
及 1 


XN-1 
和 上 9(Z)dz =EN-1 
XN-2 


确定 Xi1,…, XN-1. 如 果 我 们 现在 模拟 独立 的 均匀 (0,1) 随机 数 矿 ,…. ,Unv_1, 那 
么 , 因为 z 坐标 为 X; 的 泊 松 点 在 y 轴 上 的 投影 是 在 (0,g(X;)) 上 的 均匀 随机 变量 ， 
所 以 , 在 这 个 区 间 上 模拟 的 泊 松 点 是 (Xi, Uig(Xi)),i =1,:…,N 一 1. 


2(X) 


图 11.4 


当然 , 在 函数 9 足够 正则 以 致 于 使 得 上 面 的 方程 可 以 解 出 X; 时 , 以 上 的 技术 
是 最 有 用 的 . 例如 , 若 g(z) = y (从 而 感 兴趣 的 区 域 是 矩形 ), 那么 
EL 十 :十 6 


Ai 
入 Y 


| 


且 泊 松 点 是 
(Xi, yU:;), i=1,..……,N—1 


11.6 ”方差 缩减 技术 
令 X1,…, Xn 有 给 定 的 联合 分 布 , 并 且 假 设 我 们 有 兴趣 计算 





9 = Elg(X1:…., Xn)] 
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定义 的 3 将 与 羡 有 相同 的 分 布 . 因此 , 如 果 于 和 二 负 相 关 , 那么 这 样 生成 的 也 
将 比 由 一 个 新 的 随机 数 集合 生成 导致 一 个 较 小 的 方差 . (另外 , 还 存在 计算 量 的 节 
省 , 因为 代 之 以 必须 生成 n 个 附加 的 随机 数 , 我 们 只 需 从 1 减 去 以 前 的 个 中 的 每 
一 个 ) 下 面 的 定理 是 阐明 了 这 个 技术 的 关键 ( 称 为 对 偶 变量 的 应 用 ), 它 在 9 是 单调 
函数 时 , 导致 方差 的 降低 . 

定理 11.1 如 果 X1,…, Xn 是 独立 的 , 那么 对 于 个 变量 的 任意 增 函 数 和 9 有 


E[f(X)g(X)] > E[f(X)]E[lg(X)] (11.11) 


其 中 六 = (X1,.…., Xn). 
证 明 对 进行 归纳 .为 了 在 n= 1 时 证 明 它 , 令 f 和 9g 是 单 变量 的 增 函 数 . 那么 
对 于 任意 zx 和 w 有 

(f(x) — f(y))(g(z) — g(y)) >0 


因为 者 z > y (z < y), 则 两 个 因子 都 是 非 负 ( 非 正 ) 的 . 因此 , 对 于 任意 随机 变量 X 
和 站 有 
(f(X)— f(Y))(g(X)—g(Y))>0 


由 此 推出 
E[(f(X)— f(Y))(g(X) — g(Y))] > 0 
或 者 , 等 价 地 
E[f(X)g(X)] + ELF(Y)g(Y)] > EF(X)g(Y)] + EIf(Y) (xX) 
如 果 我 们 假设 六 和 YY 是 独立 同 分 布 的 , 那么 , 因为 在 这 种 情形 


Elf(X)g(X)] = E[f(Y)g(Y)] 
E[f(X)g(Y)] = E[f(Y)g(X)] = EIf(X)]E[g(X)] 


所 以 在 n= 1 时 我 们 得 到 结果 . 
f 和 9 是 增 函 数 . 那么 


Elf(X)g(X)|X, = Zn] 
=E[f(X1,.…: ;nl1, Tn)g(X1,..*, Xn_1, Tn)|Xn, = Z| 
=Elf(X1,.…, Xn_1, Tn)g(X1,..:, Xn_1, Tn)] 由 独立 性 
之 Ef(X1,…, Xn_1, zn)]Elg(Xi1,:…, Xn_1,zn)] ”由 归纳 假设 
=E[f(X)|X"n = zn]Elg(X)|Xn, = Tn] 
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现在 我 们 通过 生成 均匀 随机 数 三 …, Ui 来 模拟 Xi, 然后 置 
” 【0， 其 他 
因此 , 我 们 看 到 
p(X1, os op. Gn k(U1, SS ,Un,) 
其 中 是 三，… Cn 的 减 函数 . 因此 
Cov(k(U), k(1 -0)<0 
机 数 的 一 个 独立 集合 生成 第 二 个 k, 导致 更 小 的 方差 . 图 


例 11.15( 模 拟 排队 系统 ) ”假设 一 个 给 定 的 排队 系统 , 并 且 以 D; 记 第 i 个 到 达 的 
顾客 在 排队 系统 中 的 延迟 , 假设 我 们 估计 


0 = E[Di+:…+ Dn 
以 X1,…, Xn 记 前 n 个 到 达 间 隔 时 间 , 且 51,… ,5% 记 在 系统 中 的 前 ”个 服务 时 


间 , 并 且 假 设 所 有 的 这 些 随机 变量 都 是 独立 的 . 现在 , 在 大 多 数 系统 中 Di 十 … 十 DD， 
是 Xi1,:…, Xn， On 的 函数 一 一 例如 


D1 十 十 Dr =9(X1)Xn9I 9n) 
同样 , 通常 g 对 5; 递增 而 对 Xi,i = 1,…,n 递减 .如 果 我 们 用 道 变换 方法 模 


拟 Oi, Xi,1 1,. …,n( 例 如 ， Xi; 一 一 FF ( 加 Ui), Si 一 GT (Di)， 其 中 Ui,*::, Un, 
01,…,Un 是 独立 的 均匀 随机 数 ) 那么 , 我 们 可 以 写 为 
Di 十 … 十 Dn 一 k(Ui,:::, Un, ) 
其 中 是 其 变量 的 增 函 数 . 因此 , 对 偶 变 量 方法 将 降低 估计 9 的 方差 . (于是, 我 们 
且 对 第 二 次 运行 置 X; = Fi (5) 和 = G71(1 一 i)). 然而 , 因为 所 有 的 U0i, Ui 都 
是 独立 的 , 这 等 价 于 在 第 一 次 运行 中 置 X; = Ff (i), = G71(D;i), 而 在 第 二 次 运 
行 中 用 1 一 Ui 代替 上 ,用 1 一 Ui; 代替 U0. 国 
11.6.2 ”通过 取 亲 件 缩减 方差 
让 我 们 从 回忆 条 件 方差 公式 ( 见 命题 3.1) 


Var(Y) = E[Var(Y|2Z)] + Var(E[Y|2]) (11.12) 
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其 中 和 A(s) 是 非 时 齐 泊 松 到 达 过 程 的 强度 函数 . 上 式 右 端的 应 用 , 将 导出 E[L] 的 一 
个 比 自 然 佑 计 工 更 好 的 估计 . 加 
例 11.17 假设 我 们 要 估计 排队 系统 中 前 ”个 顾客 在 系统 中 的 时 间 的 期 望 和 . 即 ， 
如 果 Wi 是 第 i 个 顾客 在 系统 中 花费 的 时 间 , 那么 我 们 有 兴趣 于 估计 


Pa 


以 记 在 第 i 个 顾客 到 达 时 刻 “ 系 统 的 状态 "， 可 以 证 明 9 对 一 大 类 模型, 佑 
计 >,_, BIWi|Y] 比 ,Wi 有 (同样 的 均值 ) 更 小 的 方差 (应 该 注意 到 尽管 

E[Wi|¥] 比 W, 有 较 小 的 方差 是 直接 得 到 的 然而 , 因为 涉及 协 方差 项 》 BIT 
比 > ,，, Wi 有 更 小 的 方差 并 不 是 显然 的 .) 例如 , 在 G/M/1 模型 中 


E[Wil¥:] = (Ni; + 1)/4 


其 中 Ni 是 第 i 个 到 达 者 遇 到 在 系统 中 的 人 数 , 且 1/j 是 平均 服务 时 间 ; 上 面 的 
结果 导出 对 于 在 系统 中 前 n 个 人 的 期 望 总 时 间 ，》、(N; + 1)/4 是 比 自然 估计 
》 ,Wi 更 好 的 估计 . \ 国 
例 11.18( 用 模拟 于 估计 更 新 函数 ) ”考虑 一 个 排队 模型 , 其 中 顾客 每 天 按 一 个 有 到 
达 间 隔 分 布 的 更 新 过 程 到 达 . 然而 , 假设 在 某 个 固定 的 时 间 7, 例如 下 午 5 点 , 不 
允许 再 有 新 的 到 达 , 而 还 在 系统 中 的 顾客 继续 服务 .在 第 二 天 的 开始 , 和 以 后 相继 
的 每 一 天 , 顾客 同样 按 更 新 过 程 到 达 . 假设 我 们 有 兴趣 确定 一 个 顾客 在 系统 中 的 平 
均 时 间 . 利用 更 新 报酬 过 程 理论 (以 每 7 个 单位 时 间 开始 一 个 循环 ), 可 以 证 明 


一 个 顾客 在 系统 中 的 平均 时 间 = 也 [在 (0， | 


其 中 m(T) 是 在 (0, 7) 中 的 期 望 更 新 次 数 . 

如 有 果 我 们 要 用 模拟 来 估计 上 面 的 量 , 一 次 运行 将 包括 模拟 一 天 , 我 们 观察 直到 
时 间 为 止 的 到 达 人 数 工 , 作为 模拟 运行 的 一 部 分 . 因为 EIN(T)] = m(T), m(T) 的 自 
然 模 拟 估计 是 得 到 的 N(T) 的 平均 (在 所 有 的 模拟 日 ). 然而 , 对 于 大 的 工 , Var(N(T)) 
本 了 成 比例 ( 它 的 渐 近 形式 是 To?/p3, 其 中 o? 是 方差 , 而 多 是 到 达 间 隔 分 布下 的 
均值 ) 从 而 对 于 大 的 也 , 我 们 的 估计 的 方差 很 大 . 一 个 可 以 考虑 的 改进 是 可 以 利用 


解析 公式 ( 见 7.3 节 ) 
ElY (7)] 


多 


ee i (11.13) 


© S. M. Ross, Simulating Average Delay - variance Reduction by Conditioning, Probability in 
the Engineering and Informational Sciences 2(3), (1988), pp. 309 - 312. 
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从 而 
EITIR, Xo] =E[E[TIR, N, Xo]|R, Xe] 
二 t0 十 民 十 (EINIR, Xo| 十 XB 
于 是 , 不 以 在 一 次 模拟 运行 中 用 生成 的 四 的 值 作为 估计 , 更 好 的 是 在 时 间 如 停止 模 
专 ,并 且 利用 估计 加 十 (十 Xe) 了 -1 四 
11.6.3 ”控制 变量 


同样 假设 我 们 要 用 模拟 来 估计 Elg( 立 )], 其 中 矢 = (Xi1,…,Xn). 但 是 现在 假 
设 对 于 某 个 f, f( 关 ) 的 期 望 值 已 知 (例如 E[f( 关 )] = 站. 那么 , 对 于 任意 常数 a, 我 
们 也 可 以 用 

= g(X)+a(f(X)—h) 


作为 Blg( 兰 )] 的 估计 . 现在 ， 


Var(W) = Var(g(X)) + a Var(f(X)) +2aCov(g(X), f(X)) 


简单 的 计算 说 明了 上 式 当 


COV Cg) 
Var(f (X)) 


达到 最 小 , 而 对 于 这 个 值 a， 


[Cov(f(X),g(X))] 
Var(f(X)) 


因为 Var(j(X)) 和 Cov(f( 久 ),g( 义 )) 通常 是 不 知道 的 , 所 以 应 该 用 模拟 的 数据 来 估 
计 这 些 量 
将 上 式 除 以 Var(g( 六 )) 显示 
Var(W) 
Var(g(X)) 


其 中 Corr(X,Y) 是 X 和 之 间 的 相关 系数 . 因此 , 当 f( 义 ) 和 9( 瑟 ) 强 相 关 时 , 使 
用 控制 变量 将 大 大 地 降低 模拟 估计 的 方差 . 
例 11.20 考虑 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 , 它 进入 状态 i 且 在 以 概率 Pj,i >>0,j7 关 i 
转移 到 其 他 状态 之 前 , 在 该 状态 花费 一 个 速率 为 vi 的 指数 时 间 . 假设 只 要 链 处 于 状 


Var(W) = Var(g( 头 ))— 





1 一 Corr (f(X),g(X)) 
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其 中 E[N(T)] 或 者 可 以 用 7.8 节 中 建议 的 方法 计算 , 或 者 可 以 如 例 11.8 那样 由 模拟 
估计 . 如 果 到 达 过 程 是 一 个 速率 为 A(t) 的 非 时 齐 泊 松 过 程 , 则 也 可 以 使 用 控制 变量 ， 
在 这 种 情况 下 ， 
全 
BINT = /人 sat 加 
0 


11.6.4 重要 抽样 


以 瑟 = (XXXn) 记 随 机 变量 的 一 个 向 量 ， 具有 联合 密度 函数 (或 者 联合 质 
量 函 数 , 在 离散 情形 和 f(z1,…,zn), 并 且 假 设 我 们 有 兴趣 佑 计 


9 = Elh(X)] = /ho)7(ojda 


其 中 上 式 是 一 个 n 维 积分 . (如 果 Xi 都 是 离散 的 , 则 积分 解释 为 一 个 n 重 求 和 ) 
假设 直接 模拟 随机 向 量 和 使 得 计算 A( 和) 的 值 低 效 , 其 可 能 是 因为 (a) 模拟 
一 个 具有 密度 函数 f(z) 的 随机 向 量 有 困难 , 或 (bjh(X) 的 方差 大 , 或 (c) 上 述 (a) 
和 (b) 的 结合 . 
另 一 种 我 们 可 用 来 模拟 估计 9 的 方法 是 , 注意 如 果 g(z) 是 另 一 个 概率 密度 函 
数 使 得 只 要 g(z)= 0, 就 有 人 0, 那么 我 们 可 以 表示 9 为 
h(X)f(X) 
0 = /各 CA pe )dz = E, 2 | (11.14) 
其 中 我 们 写 E。 以 强调 随机 向 量 和 具有 联合 密度 g(z)， 

由 方程 (11.14) 推出 , 9 可 以 通过 相继 地 生成 具有 联合 密度 g(z) 的 随机 向 量 天 
的 值 , 然后 用 h( 叉 )f( 叉 )/g( 闵 ) 的 值 的 平均 作为 估计 . 如 果 一 个 分 布 密度 g(z) 可 以 
选取 得 使 随机 变量 (入 )f(X)/g( 久 ) 有 小 的 方差 那么 这 个 方法 ( 称 为 重要 抽样 ) 就 
能 够 导致 9 的 一 个 有 效 的 估计 . 

让 我 们 试图 得 到 为 什么 重要 度 抽样 有 用 的 一 种 感觉 作为 开始 , 注意 /(X) 和 
9( 瑟 ) 分 别 表 示 当 随机 向 量 和 具有 联合 密度 f 和 g 时 得 到 向 量 XX 的 可 能 性 . 因此 ， 
如 果 六 按 g 分 布 , 那么 它 通常 是 f( 针 ) 相对 于 g( 关 ) 小 的 情形 , 而 因此 当 处 按 g 
模拟 时 , 似 然 比 (入)/g( 入 ) 比 1 小 . 然而 , 容易 检查 它 的 均值 是 1 

f(X) a 
5 二 | - eA | fer=1 
于 是 我 们 看 到 , 即使 /(XX)/g(X) 通常 地 小 于 1, 但 它 的 均值 是 1; 于 是 意味 着 它 有 
时 候 大 , 所 以 倾向 于 有 大 的 方差 . 这 样 看 来 , 怎样 能 使 h( 入 )f( 叉 )/g( 久 ) 有 小 的 方差 
呢 ? 回答 是 , 我 们 能 安排 选取 一 个 密度 g, 使 得 那些 使 f(z)/g(z) 大 的 值 = 恰 是 h(z) 
极度 地 小 的 那些 值 , 而 因此 比值 (天 )j( 生 )/9g( 瑟 ) 总 是 很 小 . 由 于 这 将 要 求 h(z) 有 
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。 例 11.23 令 XX，…,Xn 为 独立 的 随机 变量 , 具有 各 自 的 概率 密度 (或 质量 ) 函数 
遍 对 于 i= 1,.…,n. 假设 我 人 有 兴趣 于 对 它们 的 和 至 少 与 a 一样 大 的 概率 作 近 位, 
其 中 a 要 比 这 个 和 的 均值 大 得 多 . 即 , 我 们 有 兴趣 于 


0 = P{S > a} 
其 中 5 = DX #1 a > Do Blxd 令 1{5 > a} 等 于 1, 如 果 5 > a, 而 在 其 他 情 
2 二 1 


形 令 它 为 0， 我 们 有 
0 一 Er[T{S 之 a}| 
t(t > 0) 的 值 将 待定 . 9 的 重要 抽样 估计 是 





9 15>}[[ 坟 六 
现在 二 
2 一 上 Xi 
人 
从 而 


0 = I{S > a}M(t)e-ts 


其 中 M(t) = [wx(9) 是 8 的 矩 母 函数 . 由 于 +> 0 以 及 当 S <a 时 TS > ao] 等 
于 0, 由 此 推出 


I{S > a}e™ < 0 ， 


从 而 

9 < M(t)e-to 
为 了 使 估计 的 这 个 上 界 尽量 地 小 , 我 们 选取 tt > 0) 极 小 化 M(be-ta. 为 此 , 我 们 
将 得 到 一 个 估计 , 在 每 次 重复 时 其 估计 值 在 0 和 min; M (be ”之 间 . 这 个 极 小 化 
的 t, 记 为 妇 , 可 以 证 明 它 使 得 


Er [S] 一 了 上 3 zx 一 


在 上 式 中 , 其 中 我 们 想 要 的 期 望 值 是 在 假定 X; 的 分 布 是 在 fi4.i = 1,….n, 下 取 的 . 
参数 pi, 那么 9 = P{S > a} 的 重要 度 抽样 估计 是 


g= TS >a}e-’s TI(pie:+1—p;) 


i 二 1 


11.8 过 去 耦合 法 ”561 


且 假 设 我 们 有 兴趣 佑 计 a = P{Dn > 路 其 中 a 比 E[D，] 大 得 多 . 比 之 于 按 f 和 
9 分 别 生 成 相继 的 到 达 间 隔 和 服务 时 间 , 它们 更 应 该 按 倾斜 密度 f_-: 和 gt 生成 , 其 
中 上 上 是 一 个 待定 的 正 数 . 注意 利用 这 些 分 布 取 代 f 和 9 将 导致 更 小 的 到 达 间 隔 ( 因 
为 -t < 0) 和 更 大 的 服务 时 间 . 因此 , 比 使 用 密度 f 和 9 模拟 将 有 更 大 的 机 会 出 现 
Dn > a. a 的 重要 抽样 估计 是 


=T{Dn > oje ™ [Ms(-t) Mat) 

其 中 Sn 是 前 n 个 到 达 间隔 时 间 之 和 , 区 是 前 n 个 服务 时 间 之 和 , 且 My 和 Mo 分 
别 是 了 和 g 的 矩 母 函 数 . 使 用 的 t 值 应 该 通过 试验 各 种 不 同 的 选取 来 确定 。 。 国 
11.7 确定 运行 的 次 数 

假设 我 们 要 模拟 生成 具有 均值 4 和 方差 o? 的 ” 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 


Ee (es (7) 
| 


作为 4 的 估计 . 估计 的 精确 度 可 以 用 它 的 方差 
Var(Yr) = E[(Yr 一 Ap = 0?/r 


度量 . 因此 , 我 们 要 选取 必需 的 运行 次 数 7 足够 大 , 以 使 得 c /r 小 得 可 以 接受 . 然 
而 , 困难 在 于 o? 事先 是 未 知 的 . 为 了 得 到 它 , 你 应 该 最 初 模拟 次 (其 中 > 30)， 
然后 用 模拟 值 YY,… ,YW) 通过 样本 方差 


k 
DY — YF) /(k ~— 1) 


来 估计 o?. 基于 o? 的 这 个 估计 , 达到 要 求 的 精确 性 水 平 的 7 的 信 禹 可 以 确定 ， 而 且 
可 以 生成 一 个 附加 的 一 大 次 运行 . 


11.8 ”过 去 看 合法 


考虑 一 个 状态 为 1,…,m 且 转 移 概 率 为 已,; 的 不 可 约 马 尔 可 夫 链 , 并 且 假 设 我 
们 要 生成 一 个 随机 变量 的 值 , 这 个 随机 变量 的 分 布 是 这 个 马尔 可 夫 链 的 平稳 分 布 . 
尽管 我 们 能 够 近似 地 生成 这 样 的 随机 变量 , 通过 任意 选取 一 个 初始 状态 , 对 一 个 固 
定 大 的 时 间 周 期 个 数 , 模拟 这 个 马尔 可 夫 链 , 然后 选取 最 后 的 状态 作为 这 个 随机 变 


如 果 


所 以 
注 
为 过 


4 如 果 /| 
N-2(i) = 3， 如 果 i=2 
1， 如 果 i=3 
5S_2(i) = 4 2， 如 果 i=2 
3， 如 果 i=3 
N-_3(1) > 瑟 如 果 2 一 2 
5S_s(i) 二 4 3， 如 果 i=2 
, 无 论 在 时 间 --3 是 什么 状态 , 在 时 间 0 的 状态 都 将 是 3. 略 


在 这 一 人 中 展开 的 生成 分 布 为 马尔 可 夫 链 的 平稳 分 布 的 随机 变量 的 程序 , 称 
去 耦合 法 . 


二 题 


. 假设 从 分 布 所 ,i = 1,…,n 模拟 是 相对 容易 的 . 如 果 n 小 , 如 何 从 


F(z) 一 > PF:(z), 万 之 0， P |? 
i 二 1 2 


模拟 ? 给 出 从 





”模拟 的 一 种 方法 . 


.给 出 模拟 负 二 项 随机 变量 的 一 种 方法 . 
: 给 出 模拟 超 几 何 随机 变量 的 一 种 方法 


11. 
12. 


13. 


14. 


(c) 证 明 这 个 程序 等 价 于 下 面 的 

步骤 1: 生成 独立 的 速率 为 1 的 指数 随机 变量 半 和 了 六. 

步骤 2: 如 果 六 < (mn 一 1)[3 一 InYz 一 1 刷 , 则 返回 步骤 1. 

步骤 3: 置 X= nY2/A 入 . 

(d) 解释 从 上 面 的 算法 怎样 得 到 一 个 独立 的 指数 随机 变量 与 一 个 伽 玛 随机 变量 . 


. 建立 从 参数 n = 6,p = 0.4 的 二 项 随机 变量 模拟 的 别名 方法 . 
. 解释 我 们 怎样 能 在 别名 方法 中 给 Q 做 标号 使 得 是 Q4 给 出 权重 两 个 点 之 一 . 


提示 : 除了 把 初始 Q 标记 成 Q( 外 , 我 们 还 能 怎样 标记 ? 
完成 例 11.10 的 细节 . 
令 1,…,Xh 是 独立 的 , 具有 分 布 


P{Xi =j} = 一 7 = 1 nN; i=1,...,k 


如 果 DD 是 Xi,…,X 中 不 同 值 的 个 数 . 证 明 





k 2 
spj =n|1- (号 9 | ww 天 当 二 小 的 时 候 


离散 拒绝 法 : 假设 我 们 要 模拟 X, 它 有 概率 质量 函数 P{X = 甘 = Pi,i = 1,…,n, 
并 且 假 设 我 们 能 够 容易 地 从 概率 质量 函数 Qi, 》 Qi = 1 Qi > 0 模拟 . 令 C 使 得 


PP < CQi, i 二 1,…,n. 证 明 下 面 的 算法 生成 所 要 的 随机 变量 : 

步骤 1: 生成 具有 质量 函数 Q@ 的 Y 和 一 个 独立 的 随机 数 U. 

步骤 2: 如 果 U < Py/CQY, 则 令 X ==Y. 否则 返回 步骤 1. 

离散 风险 率 法 : 以 和 记 一 个 非 负 整 数值 随机 变量 . 函数 和 A(n) = P{X = n|X > n), 
mn > 0 称 为 离散 风险 率 函 数 . , 

(a) 证 明 P{X =n} = A 和 (n) [[ (1 -XO2)). 


1 二 0 


(b) 证 明 我 们 可 以 通过 随机 数 zi, Z2,… 停止 在 . 
BD min{n : Un < 和 A 和 (n)} 
上 , 以 生成 X. 
(c) 用 这 个 方法 模拟 几何 随机 变量 . 直观 地 解释 它 为 什么 可 行 . 
(d) 假设 等 于 一 切 n 有 入 (n) < p < 1. 考虑 模拟 XX 的 如 下 算法 , 并 且 解 释 它 为 什么 可 


行 : 模拟 Xi, Ui,i > 1, 其 中 X; 是 均值 为 1/p 的 几何 随机 变量 , 而 到 是 随机 数 . 置 
Sk 二 Xi 十 … 十 Xn, 并且 令 


X 一 min{Sx : Uk < MA(Sx)/p} 


习 题 567 


19. 假设 我 们 要 模拟 n( 一 个 大 的 数 ) 个 速率 为 1 的 独立 指数 随机 变量 ( 记 为 Xi1,…,X，). 


20. 


21. 


如 果 我 们 用 逆 变 换 技 术 , 我 们 要 对 生成 的 每 一 个 指数 随机 变量 求 一 次 对 数 计算 . 一 个 
避免 的 方法 是 , 首先 模拟 一 个 参数 为 (n, 1) 的 伽 玛 随机 变量 S。( 例 如 , 用 11.3.3 节 的 
方法 ). 现在 将 5% 解释 为 速率 为 1 的 泊 松 过 程 的 第 ”个 事件 的 时 间 , 并 且 使 用 给 定 Sn 
时 前 n 一 1 个 事件 的 时 间 与 n 一 1 个 独立 的 (0, 5%) 具有 随机 变量 同 分 布 的 结果 . 基于 
此 , 解释 为 什么 下 面 的 算法 模拟 了 n 个 独立 的 指数 随机 变量 : 
步 又 1: 生成 一 个 参数 为 (n,1) 的 仰 玛 随机 变量 39". 
步骤 2: 生成 n 一 1 个 随机 数 Ui, U2,:…,Uh_1 
步骤 3: 将 Ui 排序 , i = 1,…,n 一 1 以 得 到 UG) < Ta <:… < Un_y. 
步骤 4: 令 Ul0) = 0, Un-_1) = 1, 并 且 置 X; = Sn(Uei) 一 Ui_D),i=1,:…,n. 
当 按 11.5 节 中 描述 的 算法 执行 排序 (步骤 3), 且 所 有 7 个 都 同时 需要 时 , 上 面 的 步骤 
是 模拟 n 个 指数 随机 变量 的 一 个 有 效 方法 . 然而 , 如 果 内 存 空间 有 限 , 且 指 数 随机 变量 
可 以 按 序 地 使 用 , 一 旦 指数 随机 变量 使 用 后 就 在 内 存 中 被 弃 , 那么 , 上 面 的 方法 可 能 并 
不 适合 . 
考虑 从 数 1,… ,n 中 随机 选取 一 个 容量 为 的 子 集 的 程序 : 固定 p 并 且 生 成 到 达 间 隔 
分 布 是 均值 为 1/p 的 几何 分 布 的 更 新 过 程 的 前 n 个 单位 时 间 , 即 P( 到 达 间 隔 时 间 = 
k) = p(1 一 DR 二 1,2,.…. 假设 事件 发 生 在 时 间 设 < i < … < im < n. 如果 
m = 二, 则 停止 . 订 ,…,im 是 要 求 的 集合 . 如 果 mm >, 则 从 订 ,…,im 中 随机 地 选取 
(用 某 种 方法 ) 一 个 容量 为 的 子 集 , 然后 停止 . 如 果 mm < 用 取 订 ,… ,im 作为 容量 为 
k 的 子 集 的 一 部 分 , 然后 从 集合 {1,…,n} 一 { 科 ,… ,im} 中 选取 (用 某 种 方法 ) 一 个 容 
量 为 上 的 随机 子 集 . 解释 为 什么 这 个 算法 起 作用 . 因为 EIN(n)] = np, p 的 一 个 合理 的 
选取 是 p 心 k/n, (这 个 方法 由 Dieter 给 出 ). 
考虑 生成 元 素 1,…,n 的 一 个 随机 排列 的 如 下 算法 . 在 这 个 算法 中 , P(i) 可 以 解释 为 
元 素 在 位 置 i. z 
步骤 1: 置 k=1. 
步 又 2: 置 P(1)=1. 
步骤 3: 如 果 == n, 则 停止 . 否则 令 有 = 十 1. 
步骤 4: 生成 一 个 随机 数 U, 并 且 令 

P(k)=P(kUJ+1),  P(kUI+1)=%. 

退回 步 又 3 


(a) 用 语言 解释 这 个 算法 在 做 什么 ? 

(b) 证 明 在 第 太 次 欠 代 时 ( 即 , 当 P(k) 的 值 被 初始 设置 时 )P(1), P(2),…P(k) 是 1,:…,k 
的 一 个 随机 排列 . 

提示 : 用 归纳 法 , 并 且 论 证 


P. {i1, i2, ee i ,ik—2,7} 


= Pre_1{i1, i2,- es Oh PY ,ip—2} 
1 


= 页。 由 归纳 假设 


29. 


30. 


31. 
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0,b 1,b 

9g(X) 

0,0 / 1,0 
图 11.7 


人) 证 明 Bl = /ols)ae 

(b) 证 明 Var(b7) > Var(g(U)), 所 以 随机 投 点 法 比 简单 计算 一 个 随机 数 的 g 有 更 大 的 
方差 

分 层 抽样 : 令 矿 ,…… ,Un 是 独立 随机 数 , 且 置 Ui = (Ui 十 i 一 D/n, i 二 1,…,n. 因此 ， 
玖 ,i =… nn 在 ((i 一 1)/m,i/n) 上 均匀 . ”9( 罗 )/n 称 为 [ g(z)dz 的 分 层 抽样 
估计 . 

(a) 证 明 忆 区 xm 一 / gz)de. 


i 二 1 


(b) 证 明 Var (> g(U) hm < Var > g(U;) 冲 
提示 : 令 U 是 0 1) 均匀 随机 变量 , 并 且 定 义 NN 为 , 如 果 (i 一 1)/n < U < i/n, 则 


.NN =i, i 二 1,…,n. 现在 用 条 件 方差 公式 得 到 


Var(g(U)) =E[Var(g(U)|N)] + Var(E[g(U)IN]) > ElVar(g(U)IN)] 


DN) Veo(D) 


如 果 f 是 一 个 均值 yp 和 方差 o? 的 正 态 随机 变量 的 密度 函数 , 证 明 倾斜 密度 天 是 均 

值 六 十 cat 和 方差 o? 的 正 态 随机 变量 的 密度 函数 

考 虚 一 个 排队 系统 , 其 中 每 个 服务 时 间 独 立 于 过 去 , 有 均值 六 以 Ws 和 Du 分 别 记 顾 

客 n 在 系统 中 和 在 队列 中 花费 的 时 间 . 因此 , D， = W - Sn, 其 中 Sn 是 顾客 n 的 服 

务 时 间 . 所 以 
BIDn] = EIW,] — 

如 果 我 们 用 模拟 来 估计 ELD。], 我 们 应 该 

(a) 用 模拟 数据 确定 D。, 然后 用 它 作为 BLDa] 的 一 个 估计 ; 还 是 

(b) 用 模拟 数据 确定 W, 然后 用 这 个 量 减 去 /作为 BIDn] 的 一 个 估计 ? 

如 果 我 们 要 估计 E[Wa], 重复 相应 的 问题 


04839 
68086 
39064 
25669 
64117 
87917 
62797 
95876 
29888 
73577 
27958 
90999 
18845 
94824 
35605 
33362 
88720 
39475 
06990 
40980 
83974 
33339 
31662 
93526 
20492 
04153 
05520 
47498 
23167 
23792 
85900 
42559 
14349 
17403 
23632 


”然而 , 这 并 不 是 在 数字 计算 机 上 模拟 (0, 1) 均匀 随机 变量 的 方法 . 在 实践 中 , 人 
们 用 伪 随 机 数 来 代替 真正 的 随机 的 数 . 大 多 数 随机 数 生成 器 由 一 个 初 值 Xo( 称 为 种 


96423 
26432 
66432 
26422 
94305 
77341 
56170 
55293 
88604 
12908 
30134 


49127 


49618 
78171 
81263 
64270 
82765 
46473 
67245 
07391 
29992 
31926 
25388 
70765 
38391 
53381 
91962 
87637 
49323 
14422 


98275 


78985 
82674 
53363 
27889 


24878 
46901 
84673 
44407 
26766 
42206 
86324 
18988 
67917 
30883 
04024 
20044 
02304 
84610 
39667 
01638 
34476 
23219 
68350 
58745 
65381 
14883 
61642 
10592 
91132 
79401 
04739 
99016 
45021 
15059 
32388 
05300 
66523 
44167 
47914 


82651 
20848 
40027 
44048 
25940 
35126 
88072 
27354 
48708 
18317 
86385 
59931 
51038 
82834 
47358 
92477 
17032 
53416 
82948 
25774 
38857 
24413 
34072 
04542 
21999 
21438 
13092 
71060 
33132 
45799 
52390 
22164 
44133 
64486 
02584 


表 11.1 随机 数 表 
66566 14778 
89768 81536 
32832 61362 
37937 63904 
39972 22209 
74087 99547 
76222 36086 
26575 08625 
18912 82271 
28290 35797 
29880 99730 
06115 20542 
20655 58727 
09922 25417 
56873 56307 
66969 98420 
87589 40836 
94970 25832 
11398 42878 
22987 80059 
50490 83765 
59744 92351 
81249 35648 
76463 54328 
59516 81652 
83035 92350 
97662 24822 
88824 71013 
12544 41035 
22716 19792 
16815 69298 
24369 54224 
00697 35552 
64758 75366 
37680 20801 


子 ) 开始 , 然后 用 给 定 的 正 整数 a,c 和 m, 再 令 


及 ml 一 (aXn, 十 C) 
递 推 地 计算 值 , 其 中 上 式 的 含义 是 , 把 aXn 十 c 被 m 除 的 余数 取 为 Xnti1 于 是 , 每 


mod mm, 


76797 
86645 
98947 
45766 
71500 
81817 
84637 
40801 
65424 
05998 
55536 
18059 
28168 
44137 
61607 
04880 
32427 
69975 
80287 
39911 
55657 
97473 
56891 
02349 
27195 
36693 
94730 
18735 
80780 
09983 
82732 
35083 
35970 
76554 
72152 


14780 
12659 
96067 
66134 
64568 
42607 
93161 
59920 
69774 
41688 
84855 
02008 
15475 
48413 
49518 
45585 
70002 
94884 
88267 
96189 
14361 
89286 
69352 
17247 
48223 
31238 
06496 
20286 
45393 
74353 
38480 
19687 
19124 
31601 
39339 


人 之 0 


13300 
92259 
64760 
75470 
91402 
43808 
76038 
29841 
33611 
34952 
29080 
73708 
56942 
25555 
89356 
46565 
70663 
19661 
47363 
41151 


31720 


35931 
48373 
28865 
46751 
59649 
35090 
23153 
44812 
68668 
73817 
11062 
63318 
12614 
34806 


87074 
57102 
64584 
66520 
42416 
76655 
65855 
80150 
54262 
37888 
09250 
83517 
53389 
21246 
20103 
04102 
88863 
72828 
46634 
14222 
57375 
04110 
45578 
14777 
22923 
91754 
04822 
72924 
12515 
30429 
32523 
91491 
29686 
33072 
08930 
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步骤 3: 生成 一 个 随机 数 U, 且 令 工 = [kU] 十 1. 
步骤 4: 交换 pr 与 px 的 值 . 

步骤 5: 令 上 = 上 一 1, 并且 如 果 上 > 1 则 转向 步骤 3. 

步骤 6: p1,p2,… ,pn 就 是 所 要 求 的 随机 排列 . 

例如 , 假设 n = 4, 且 初 始 排 列 是 1,2, 3,4. 如 果 了 的 第 一 个 值 ( 它 等 可 能 地 是 
1,2,3,4) 是 了 = 3, 那么 新 的 排列 是 1, 2,4, 3. 如 果 了 的 下 一 个 值 是 T= 2, 那么 新 的 
排列 是 1,4,2,3. 如 果 I 的 最 后 一 个 值 是 1 = 2, 那么 最 后 的 排列 是 1, 4, 2, 3, 这 就 是 
随机 排列 的 值 . 

上 述 算 法 的 一 个 重要 性 质 是 , 它 也 可 以 用 来 生成 整数 1,2,…,n 的 一 个 大 小 为 
r 的 随机 子 集 . 即 , 只 要 遵循 算法 直到 位 置 n,n 一 1,n 一 "+1 都 完成 了 更 换 . 在 这 些 
位 置 的 元 素 就 构成 随机 子 集 . : 区 
例 11.2( 在 很 大 的 表 列 中 不 同 条 目 个 数 的 估计 ) ”考虑 有 7 个 条 目的 一 个 表 列 , 其 
中 n 非常 大 , 假设 我 们 有 兴趣 估计 这 个 表 中 不 同 元 素 的 个 数 d. 如 果 我 们 以 mi 记 
在 位 置 i 的 元 素 在 此 表 列 中 出 现 的 次 数 , 那么 我 们 可 以 将 d 表示 为 


1 


1 二 1 





sa d, 假设 我 们 生成 了 等 可 能 地 是 1,2,…,n 之 一 的 一 个 随机 值 XX( 即 , 我 们 
= [InU] 十 D， 而 后 以 m(X) 记 在 位 置 X 的 元 素 在 表 列 中 出 现 的 次 数 那么 


A 
a [a5| = 2 
因此 , 如 果 我 们 生成 了 大 个 这 样 的 随机 变量 Xi1,…, Xx, 我 们 可 以 用 


k 
n > 1/m(X:i) 


dx 


估计 d. 
假设 现在 对 于 表 列 中 的 每 个 条 目 都 有 一 个 从 属于 它 它 的 值 (第 i 个 元 素 的 值 是 
v(i)). 不 同 条 目的 值 的 和 ( 记 为 v) 可 以 表示 为 





现在 , 如 果 X= [nU] 十 1, 其 中 UV 是 一 个 随机 数 , 那么 


e [| = 


i 二 1 
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例 11.3( 模 拟 一 个 指数 随机 变量 ) ”如 果 F(z) = 1 一 e-”, 那么 Ff *(w) 是 值 x 使 得 
1 一 e ”= 


或 
Z 一 一 ln( 人 (1 一) 


因此 , 如 果 U 是 一 个 (0,1) 均匀 随机 变量 , 那么 
Fi(U)=—In(l1—U) 


是 指数 分 布 , 具有 均值 1. 因为 1 一 U 也 在 (0,1) 上 均匀 分 布 , 由 此 推出 -im 是 均 
值 为 1 的 指数 随机 变量 , 由 此 推出 -clnU 是 均值 为 c 的 指数 随机 变量 . | 
11.2.2 ”拒绝 法 / 
假设 我 们 有 办 法 模拟 一 个 具有 分 布 密度 函数 g(z) 的 随机 变量 . 对 于 模拟 出 目 
具有 密度 f(x) 的 连续 分 布 函数 的 随机 变量 , 我 们 可 以 以 此 为 基础 , 通过 模拟 出 自 9 
的 随机 变量 Y, 然后 以 比例 f(Y)/g(Y) 的 概率 接受 这 个 模拟 值 . 
特别 地 , 令 是 一 个 常数 使 得 
f(y) 


WY) < 十 于 一 -二 
or 对 于 一 切 y 


那么 , 我 们 用 下 述 技术 模拟 出 自 具有 密度 的 连续 分 布 函 数 的 随机 变量 
拒绝 法 
第 一 步 : 模拟 具有 密度 9 的 随机 变量 Y, 并 且 模 拟 一 个 随机 数 可 
第 二 步 , 如 果 U < 2 那么 置 X = Y. 否则 返回 步 又 1 
命题 11.2 ”由 拒绝 法 生成 的 随机 变量 X 具有 密度 f. 
证 明 “ 令 X 是 得 到 的 值 , 而 以 NN 记 必 需 重复 的 次 数 . 那么 


P{X < z} =P{Yw < 2} =P{Y < zlv < f(Y)/cg(Y)} 
_P{Y < z,0 < (7)/og()} 


: / P{Y < z,U < f(Y)/cog(Y)|Y = y}g(W)dy 
人 
/ (f(y)/cg(y))g(y)dy / f(y)dy 
= 一 一 一 = 二 = 
其 中 =P{U < JID)/cg(z 切 )} 令 z 一 oo, 表 明天 =1/c 故而 完成 了 证 明 . 图 
注 ”(i) 上 面 的 方法 原先 是 由 冯 : 诺 伊 曼 在 特殊 情形 下 引入 的 , 其 中 9 只 在 某 个 有 
限 区 间 (a,5) 上 为 正 , 而 Y 则 选取 为 在 (a,b) 上 均匀 的 分 布 ( 即 ,Y 二 a 二 (6 一 a)U). 
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第 1 步 : 生成 随机 数 Ui 和 U5. 


第 2 步 : 如 果 Us < 01(1 一 04)?, 则 停止 ,并 且 置 X = 态 . 否则 返回 第 一 步 


执行 第 一 步 的 平均 次 数 是 c= 字 a 


例 11.5( 模 拟 正 态 随机 变量 ) ”为 了 模拟 一 个 标准 正 态 随机 变量 2Z( 即 , 均值 0 和 方 
差 1 的 正 态 随机 变量 ), 首先 注意 2 的 绝对 值 具有 分 布 密度 

Re a ee (11.2) 
我 们 将 通过 拒绝 法 用 


g(7)=e”, 0<7z<o0 


从 模拟 上 述 密度 开始 . 现在 注意 
f(z) = V2e/nxexp{—(z — 1)*/2} < V2e/n 


9(Z) 
因此 , 用 拒绝 法 我 们 可 以 由 方程 (11.2) 模拟 如 下 : 
(a) 生成 随机 数 Y 和 U,Y 是 速率 为 1 的 指数 随机 变量 , 且 U 在 (0,1) 上 均 义 . 
(b) 如 果 U < exp{ 一 (Y 一 1)?/2}, 或 者 等 价 地 , 如 果 


—lnU > (Y -1)/2 


则 取 和 X = 站 . 否则 退回 步骤 (a). 

一 旦 模拟 了 具有 密度 函数 (11.2) 的 随机 变量 X， 我 们 就 可 以 通过 令 2 等 可 能 

地 是 X, 或 者 -和 以 生成 一 个 标准 正 态 随机 变量 . 

为 了 改进 上 述 方 法 , 首先 注意 , 从 例 11.3 推出 -InU 也 是 速率 为 1 的 指数 随机 
变量 . 因此 , 步骤 (a) 和 步骤 (b) 等 价 于 下 面 的 : 

(a') 生成 独立 的 速率 为 1 的 指数 随机 变量 页 和 到. 

(b) 如 果 玖 > (于 -12 则 取 X= 玫 .否则 返回 步骤 (a/). 
现在 假设 我 们 接受 步骤 (b').， 那么 , 由 指数 随机 变量 缺乏 记忆 性 质 推出 ,Yo 超出 
(于 一 1)*/2 的 数量 也 是 速率 为 1 的 指数 随机 变量 . 

因此 , 概括 起 来 , 我 们 有 生成 一 个 速率 为 1 的 指数 随机 变量 和 一 个 独立 的 标准 
正 态 随机 变量 的 如 下 算法 . 

步骤 1: 生成 一 个 速率 为 1 的 指数 随机 变量 六 . 

步 又 2: 生成 一 个 速率 为 1 的 指数 随机 变量 到. 

步骤 3: 如 果 也 一 (于 一 1)?/2 > 0, 则 取 Y= 二 一 (7 一 1)*/2, 并 且 转 向 步 骏 
4. 否则 转 问 步 又 1. 
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现在 我 们 有 以 下 命题 
命题 11.3 ”第 一 个 被 计数 的 事件 的 时 间 ( 记 为 5) 是 一 个 随机 变量 ， 其 分 布 孙 数 是 
风险 率 函 数 A(t),t > 0. 
证 明 
P{t<S<t+dtlS > 二 
= 了 P{ 第 一 个 被 计数 的 事件 在 (bt+ db 中 | 在 t 前 没有 事件 被 计数 } 
=P{ 泊 松 事件 在 (t,t 十 dt) 中 , 且 被 计数 | 在 上 前 没有 事件 被 计数 } 
二 P{ 泊 松 事件 在 (t,t 十 dt) 中 , 且 被 计数 } 
= [Xdt + o(dt)| 2 = M(t)dt + o(dt) 


这 就 完成 了 证 明 . 注意 倒数 第 二 个 等 式 得 自 泊 松 过 程 的 独立 增 量 性 质 . 胸 

因为 速率 为 和 的 泊 松 过 程 的 到 达 间 隔 时 间 是 速率 为 和 的 指数 随机 变量 . 因此 ， 
从 例 11.3 和 上 式 命题 推出 ， 下 面 的 算法 将 生成 一 个 具有 风险 率 函 数 和 (t),t > 0 的 随 
机 变量 . 
生成 5: 和 g(t) = 和 (#) 的 风险 率 方法 

取 入 使 得 对 于 一 切 t>0 有 入 (t) < 入. 生成 随机 变量 列 对 Ui, Xi,i > 1, 使 得 X; 
是 速率 为 和 的 指数 随机 变量 , 而 DU 是 (0,1) 均匀 随机 变量 , 停止 在 

Wi | C2323 /| 
i 二 1 

置 


N 
S= > xX 国 
1 二 ] 


为 了 计算 E[N], 我 们 需要 一 个 以 Wald 方程 命名 的 结果 , 它 叙 述 为 , 如 果 X1, X2,… 
是 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 它们 按 序列 地 被 观察 直到 一 个 随机 时 间 N, 那么 


5 > xX; |- EIN]E[X] 


更 确切 的 说 , 令 Xi1, XX2,… 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 , 并 且 考 虑 下 面 的 定义 . 
定义 11.1 一 个 整数 值 随机 变量 N 称 为 对 于 Xi, X2,… 的 一 个 停 时 ， oe 
切 n = 1,2,…, 事件 {N = n} 独立 于 Xn+l Xn+42，…… 

直观 地 ， 我 们 接 X 的 次 序 序列 地 观察 , 且 以 NN 记 在 停止 前 的 观察 次 数 . 对 于 一 
切 n = 1 2,…., 如 果 =n, 那么 ,在 观察 XX1,… ,Xn 之 后 , 且 在 观察 Xn+1, Xn+2,*… 
之 前 , 我 们 已 经 停止 了 . 
例 11.6 令 Xn, n=1,2,… 是 独立 的 ,而且 
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或 
EIN] = AE[S] 


其 中 E[S] 是 所 要 的 随机 变量 的 均值 


11.3 ”模拟 连续 随机 变量 的 特殊 方法 


特殊 的 方法 被 设计 用 于 模拟 来 自 大 多 数 通常 的 连续 分 布 的 随机 变量 .现在 我 
们 介绍 其 中 的 一 部 分 . 


11.3.1 正 态 分 布 
以 X 和 Y 记 独立 的 标准 正 态 随机 变量 , 而 因此 有 联合 密度 函数 


1 2 ， 2 
= 元 e 1+y)/2 一 oo <Z < oo, 一 oo<4<oo 


f(x,Y) 


现在 考虑 点 (X,Y) 的 极 坐标 . 如 在 图 11.1 所 示 


R?=X2?+Y? ©@=tan !Y/X 


R=X2+Y? 
Q=tan! YX 





图 11.1 
为 了 得 到 R? 和 6 的 联合 密度 , 考虑 变换 


d=72+y, 0=tan 'y/z 
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(—l, 1) 





Cl —1) 


= (0, 0) 
x=(V,V) 


图 11.2 
中 均匀 分 布 . 如 果 我 们 以 五, 记 这 对 的 极 坐标 , 那么 容易 验证 五 与 硬 独 立 , 瓦 在 
(0,1) 上 均匀 分 布 , 而 量 在 (0,2r) 上 均匀 分 布 ， 
由 于 
V2 Vi 


因此 由 方差 (11.4) 推出 , 我 们 可 以 通过 生成 另 一 个 随机 数 UV 以 及 令 


sinO = /R= cosO= Vi/R= 


X=(-2m02V/R, Y=(-2InU0) 2W/R 


生成 独立 的 标准 正 态 随机 变量 X 和 工 
事实 上 , 因为 ( 取 条 件 保 十 保 和 1 下 在 (0,1) 上 均匀 , 且 独 立 于 6, 我 们 可 以 
用 它 代替 生成 一 个 新 的 随机 数 UV, 然后 证 明 


一 2 jn 9 
S 


E | 
Y=(-2ImnR)/2W/R=,/ 2 


是 独立 标准 正 态 的 , 其 中 


X=(-2InR)2V /R= Vi. 











S=R=WVW+W 


总之, 我 们 有 生成 一 对 独立 的 标准 正 态 随 机 变量 的 以 下 方法 : 
步骤 1: 生成 随机 数 0 和 Us. 
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其 中 2 i ,Un 都 是 独立 的 , 2 是 标准 正 态 随机 变量 , 而 其 他 的 都 是 (0, 1) 均匀 
随机 变量 . 
11.3.4 ”贝塔 分 布 (8(n,m) 分 布 ) 

随机 变量 X 称 为 具有 参数 n,m 的 6 分 布 , 如 果 它 的 密度 由 


m+m-1)! 
J (nC— 1)!(m— 1)! 


oll wm) 0 


给 出 . 模拟 上 述 分 布 的 一 个 方法 是 令 页 ,…,Un+m-1 是 独立 的 (0,1) 均匀 随机 变 
量 , 而 考虑 这 个 集合 中 的 第 ”最 小 值 记 之 为 Uln). 现在 om 将 等 于 x, 如 果 在 
这 nn 十 m 一 1 个 随机 变量 中 有 

0) n 一 1 个 小 于 xz.， (让 一 个 等 于 xz.，( 首 ) m 一 1 个 大 于 x. 

因此 , 如 果 这 n 十 m 一 1 个 均匀 随机 变量 分 成 为 3 个 大 小 分 别 为 n 一 1,1,m 一 1 
的 子 集 , 那么 第 一 个 集合 中 的 每 个 变量 都 小 于 z, 第 二 个 集合 中 的 变量 等 于 z, 而 且 
第 三 个 集合 中 的 每 个 变量 都 大 于 z 的 概率 由 





(P{U < "fu(z)(P{U > rz)™! 一 x" (1 上 Z)m1 


给 出 . 因此 , 由 于 共有 (n 十 m 一 1)!/(n -TDLm 一 1 了)! 种 可 能 的 分 法 , 所 以 U(n) 是 参 
数 为 n,m 的 6 随机 变量 . 

于 是 , 从 6 分 布 模拟 的 一 种 方法 是 , 在 n+ 十 m 一 1 个 随机 数 中 找 出 第 ”小 的 一 
个 . 然而 , 当 n 和 mm 都 大 时 , 这 种 做 法 并 不 特别 有 效 . 

另 一 种 方法 是 考虑 一 个 速率 为 1 的 泊 松 过 程 , 并 且 回 忆 到 , 给 定 第 n 十 m 个 事 
件 到 达 的 时 刻 Snjm, 前 n 十 m 一 1 个 事件 的 时 间 的 集合 独立 地 在 (0, Sn+m) 上 均 
名 分 布 ， 因 此 , 给 定 Sn+m, 前 n 十 m 一 1 个 事件 的 时 间 中 的 第 ”小 的 一 个 (就 是 
Su) 是 与 n 十 m 一 1 个 (0, Sw+m) 上 均匀 随机 变量 中 的 第 ”小 的 一 个 具有 同样 地 分 
布 . 但 是 , 从 上 面 我 们 可 以 得 出 5%/Sn+m 有 参数 n,m 的 8 分 布 的 结论 . 所 以 ,如 果 
1,…, Untm 是 随机 数 ， 


_inTT 5 
a 是 参数 为 (n,m) 的 贝塔 随机 变量 . 
-nl Li 
将 上 述 写成 n 
-ml 
i 二 1 


n+i+m 


_nTTa 一 jn 1[ oa 


n 二 1 
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现在 我 们 已 经 对 生成 速率 为 1 的 指数 随机 变量 的 以 下 算法 做 好 了 准备 . 

步骤 1: 生成 均匀 随机 数 Ui, Us, “"" 在 N= min{n 。 U1 > 之 Un -1 < Un} 停 
止 . z 
步 又 2: 如 果 N 是 偶数 , 则 接受 此 次 运行 , 并 且 转 向 步骤 3. 如 果 NN 是 奇数 , 则 
拒绝 此 次 运行 , 并 且 返 回 步 又 1. 

步骤 3: 置 X 等 于 失败 ( 即 拒 绝 ) 的 运行 次 数 加 上 在 成 功 ( 即 接受 ) 运行 中 的 首 
个 随机 数 . 

为 了 证 明 XX 是 速率 为 1 的 指数 随机 变量 , 首先 注意 , 由 方程 (11.5) 中 取 y=1 
知 , 一 次 成 功 的 运行 的 概率 是 

P{N 是 偶数 } = 1 一 e 
现在 , 为 了 X 超过 zx, 前 [zx] 次 运行 必须 都 没有 成 功 , 而 且 下 一 次 运行 必须 , 或 者 不 
成 功 , 或 者 成 功 但 是 有 页 > zx - 加] (其 中 [z] 是 不 超过 z 的 最 大 整数 ). 因为 
P(N 是 偶数 , U1 > y) =P(N 是 偶数 ) -P(N 是 偶数 ，Da < 9) 


~=1—e-!1—(1—-eY)=e 一 er 
我 们 看 到 
P{X >7z}=e-lle!+(e (I) —e’)=e” 
这 就 导出 结论 . 
以 TT Re 次 数 . 因为 每 次 试验 以 概率 1 一 e-! 为 成 
功 , 由 此 推出 了 是 均值 为 了 一 一 一 的 几何 随机 变量 . 如 果 我 们 以 Ni 记 在 第 i 


行 中 所 用 的 均匀 随机 数 的 个 数 ， i > 1, 那么 T( 是 首 个 使 Ni 是 偶数 的 宝 de 列 
的 一 个 个 时 因此 由 Wald 方程 , 这 个 算法 需要 的 均匀 随机 数 的 平均 个 数 由 


E > xj = EIN]E[T] 


给 出 . 现在 
E[IN] = SP{N >n) -+ P(t > >:… > Un} 


7 九 一 0 


Se 


n= 二 1 


|> ml - 43 


因此 , 从 计算 方面 说 , 这 个 算法 非常 容易 施行 , 需要 平均 约 4.3 个 随机 数 来 完成 


所 以 
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”因为 1-U 与 UV 有 相同 的 分 布 , 于 是 我 们 可 以 定义 区 为 
X=min{j:(1—p) < 中 -min 人 1727> | 二 1 十 | 
正如 在 连续 情形 , 对 于 更 为 常用 的 离散 分 布 , 已 经 发 展 了 特殊 的 模拟 技术 . 现在 我 
们 给 出 几 个 例子 . 
例 11.8( 模 拟 二 项 随机 变量 ) ”二 项 (n,p) 随机 变量 最 容易 模拟 , 只 要 回忆 起 它 
够 表示 为 n 个 独立 的 伯 努 利 随机 变量 的 和 即 可 . 就 是 说 , 若 01,…, Un 是 独立 (0,1) 
均匀 随机 变量 , 则 令 
> | 1， 厅 Ui<p 
0， 其 他 

由 此 推出 六 三 》、，Xi 是 以 n 和 p 为 参数 的 二 项 随机 变量 

这 个 程式 的 一 个 困难 是 , 需要 生成 ”个 随机 数 . 为 了 显示 怎样 减少 所 需 随机 数 
的 个 数 , 首先 注意 到 这 个 程式 并 未 用 到 一 个 随机 数 U 的 确切 值 , 而 只 用 到 它 是 否 超 
过 p. 利用 这 一 点 与 给 定 UV <p 时 UU 的 条 件 分 布 在 (0,p) 上 均 义 , 以 及 给 定 [ > 2 
时 UU 的 条 件 分 布 在 (p,1) 上 均匀 的 结果 , 我 们 现在 证 明 如 何 只 用 一 个 随机 数 来 模拟 
一 个 二 项 (n,p) 随机 变量 : 

步骤 1: 令 a=1/p,6=1/(1—p). 

步骤 2: 置 大 = 0. 

步 又 3: 生成 一 个 均匀 随机 数 U0. 

”步骤 4: 车 =n, 则 停止 . 否则 重 置 = 十 1 

步 又 5: 奉 U<p, 则 置 X=1， 并 上 且 重 置 UV = aU. 若 U > py, 则 置 Xk = 0, 并 
且 重 置 UV = BT 一 p). 逮 回 步 吧 4. 

整个 程式 生成 X1,…, Xn, 而 X 三 》，_，Xi 是 所 要 的 随机 变量 . 它 通过 注意 
是 Ui < p, 还 是 Ui > p 来 工作 ; 在 前 一 种 情形 取 Uk+1 等 于 Uk/p, 而 在 后 一 种 情形 
取 Uk+i 等 于 (Uk 一 p)/(1 一 p).% 图 
例 11.9( 模 拟 泊 松 随机 变量 ) ”为 了 模拟 一 个 速率 为 ^ 的 泊 松 随机 变量 , 生成 (0, 1) 
均匀 随机 变量 辜 , U2,…, 停止 在 


N+i=mnfn: Too) 
i=1 
随机 变量 N 有 所 要 求 的 分 布 , 这 可 以 由 注意 到 

N -max yi < | 


i=1 


@ 因为 计算 机 的 舍 入 误差 , 当 n 大 时 , 单个 随机 数 不 应 该 连续 地 使 用 . 
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p-_l To (11.6) 
A 1 := 1 
z 作为 得 到 这 个 表达 式 的 方法 的 一 个 介绍 的 前 有， 我 们 需要 下 述 简单 的 引 理 , 它 
的 证 明 留 作 一 个 习题 . 

引 理 11.1 以 P={P,i=1,…,n} 记 一 个 概率 质量 函数 , 则 

(a) 存在 一 个 i,1<i<n, 使 得 P<1/(n 一 1), 而 且 

(b) 对 于 这 个 i, 存在 一 个 jj 天 使 得 Pi 十 PP; > 1/(n 一 1). 

在 介绍 得 到 方程 (11.6) 的 表示 式 之 前 , 让 我 们 通过 一 个 例子 来 说 明 它 ， 
例 11.10 “考虑 具有 已 = 7/16, 忆 = 1/2, 忆 = 1/16 的 3 点 分 布 P. 我 们 从 通过 
选取 满足 引 理 11.5 条 件 的 4 和 了 开始 . 因为 妃 <1/2 和 有 瑟 十 产 > 1/2, 我 们 可 以 
用 ;=3 和 7= 2 操作 . 我 们 定义 一 个 2 点 质量 函数 QG) 将 所 有 的 权重 都 给 予 3 和 
2 而 且 使 得 PP 能 够 用 相等 的 权重 表示 成 Q0O) 与 另 一 个 2 点 质量 函数 Q 的 混合 . 
其 次 , 点 3 的 所 有 质量 都 包含 在 Qt 中 . 因为 我 们 有 


Pp; = (多 +QP)，7=123 (11.7) 
并 且 , 由 上 面 假设 82 等 于 0, 所 以 我 们 必须 取 
P=2B=i, oP=1-QP=F, 99=0 
为 了 满足 方程 (11.7), 我 们 必须 置 
7 


1 
QW =0,， QP =2P -5s=5 9 =2P = 


ool1 ~ 


因此 ， 在 这 种 情形 我 们 有 所 要 的 表示 现在 假设 原来 的 分 布 是 4 点 质量 函数 : 


7 1 1 3 
2 B=7, PBR=s f= 


现在 , PB < = = 且 I . 因此 我 们 的 初始 2 点 质量 函数 0 将 集 


中 在 点 3 和 i 2 和 4 | 因为 最 后 的 表示 将 给 QU) 权重 5 , 而 另外 的 
QO) ,ij = 2,3 将 不 给 值 3 以 任何 质量 , 我 们 必须 有 
1 
3 


因此 ， 
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而 这 样 由 方程 (11.8)， 0 


P= —Q0 + 一 ——Q0 + 2 ww 
人 一 


一 ”二 P(m 一 2) 
一 工 


我 们 现在 对 P" ee 依 此 类 推 , 直到 我 们 最 终 得 到 


Pe (QV+. 十 QQ 


用 这 样 的 方法 , 可 以 将 PP 表示 为 具有 相等 权重 的 n 一 1 个 2 点 分 布 的 混合 . 我 们 现 

在 能 够 容易 地 从 PP 模拟 : 通过 首先 生成 一 个 等 可 能 地 取 1,2,…,n 一 1 中 的 一 个 值 

的 随机 变量 N. 如 果 结 果 的 值 N 使 得 QW 在 点 iw 和 jv 上 设置 正 的 权重 , 那么 

若 第 二 个 随机 数 小 于 Q 和 9), 我 们 可 以 置 X 等 于 ;w, 而 在 其 他 情形 , 置 X 等 于 jn. 

于 是 随机 变量 X 就 有 概率 质量 函数 P. 就 是 说 , 我 们 有 从 PP 模拟 的 如 下 的 程序 
步 又 1: 生成 矿 , 并 且 置 = 1+[( -DOD] 
步骤 2: 生成 Uo, 并 且 置 . 


注 、() 上 面 的 方法 称 为 别名 方法 , 因为 经 过 对 Q@ 的 重新 编号 , 我 们 总 可 以 安排 得 
使 对 于 每 个 天 有 QW > 0. ( 即 , 我 们 可 以 安排 得 使 第 个 2 点 分 布 在 值 x 上 有 正 
的 权重 ). 因此 , 这 个 程序 要 求 模拟 等 可 能 地 取 1,2,…,n 一 1 的 N, 且 如 果 N =%， 
则 或 者 接受 大 为 X 的 值 , 或 者 接受 大 的 “别名 ” 为 X 的 值 (也 就 是 , Q( 给 出 正 的 
权重 的 另 一 个 值 ). 

(i) 实际 上 , 在 步骤 2 中 不 必 生 成 新 的 随机 数 . 因为 NV 一 1 是 (n 一 1)0 的 整数 部 
分 , 由 此 推出 余下 的 部 分 (n 一 1 太一 (N 一 1) 独立 于 U1, 而且 在 (0,1) 上 均匀 分 布 . 因 
”此 , 不 用 生成 一 个 新 的 随机 数 , 我 们 可 以 用 (n 一 D) 太 一 (N 一 1) = (一 DD-[(n-D0l]. 
例 11.11 ”让 我 们 回 到 例 11.1 的 问题 , 其 中 考虑 含有 n 个 未 必 不 同 的 项 目的 表 列 
每 个 项 目 有 一 个 值 ( 记 v(i) 为 在 位 置 i 的 项 目的 值 ) 而 我 们 有 兴趣 估计 


从 二 Sv) /ml 
i=1 
其 中 m(i) 是 在 位 置 i 的 项 目 在 列表 中 出 现 的 次 数 . 简 言 之 , v 是 在 列表 中 的 (不 同 
的 ) 项 目的 值 的 和 . 
为 了 估计 v, 注意 到 如 果 X 是 一 个 随机 变量 使 


P{X =i} =2(0)/ > o0)， 人 
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的 次 序 . 因为 几乎 所 有 n 个 表 列 都 相对 地 小 (例如 , 如 果 n = 1000, 表 列 的 大 小 大 于 
4 的 平均 数 (用 二 项 分 布 的 消 松 近似 ) 近似 等 于 100 ( 1 - 蜗 e-! ) = 二， 单个 表 列 的 
排序 是 很 快 的 , 所 以 这 个 算法 的 运行 时 间 与 n 成 比例 ( 比 通常 最 好 的 排序 算法 中 的 
nlnn 为 好 ). 四 

建 模 中 的 一 个 极其 重要 的 计数 过 程 是 非 时 齐 的 泊 松 过 程 , 它 放宽 了 泊 松 过 程 的 
平稳 增 量 假定 . 这 样 , 它 允许 到 达 率 不 是 常数 而 可 以 随时 间 变 化 的 可 能 性 . 然而 , 对 
于 假定 非 时 齐 的 泊 松 到 达 过 程 很 少 有 分 析 研 究 , 其 简单 的 原因 就 是 这 样 的 模型 常常 
在 数学 上 不 易 处 理 . (例如 , 在 一 条 单 服务 线 假定 有 非 时 齐 的 泊 松 到 达 过 程 的 指数 服 
务 时 间 的 排队 模型 中 , 顾客 平均 延迟 没有 已 知 表达 式 .)@ 显然 这 样 的 模型 是 模拟 研 
究 的 强势 候选 者 . : 
11.5.1 ”模拟 非 时 齐 泊 松 过 程 

现在 , 我 们 介绍 模拟 具有 强度 函数 A(t),0 < t < oo 的 非 时 齐 泊 松 过 程 的 3 种 方 
方法 1 ”抽样 一 个 泊 松 过 程 

模拟 强度 函数 A(t) 的 非 时 齐 泊 松 过 程 的 前 全 个 时 间 单位 . 令 使 得 

A(t) < A， 对 于 任意 t<T 

现在 , 正如 在 第 5 章 中 所 展示 的 , 这 个 强度 函数 A(t) 的 非 时 齐 泊 松 过 程 可 以 由 速率 
和 的 泊 松 过 程 的 事件 时 间 , 经 过 一 个 随机 的 选取 生成 . 就 是 说 , 如 果 速 率 的 泊 松 过 
程 在 时 间 t 发 生 的 一 个 事件 以 概率 A(t)/ 和 被 计数 , 那么 被 计数 的 事件 是 一 个 强度 函 
数 为 A(t),0 <t < oo 的 非 时 齐 泊 松 过 程 . 因此 , 通过 模拟 一 个 泊 松 过 程 , 然后 随机 的 
计数 这 个 事件 , 我 们 可 以 生成 所 要 的 非 时 齐 泊 松 过 程 . 我 们 于 是 有 下 面 的 程序 ; 


Ui 是 随机 数 , 停止 在 , 
: N=mnfn: D>7). 


i 二 1 


了 
| 1 若 孔 < (D> ) /和 
Li = i=1 
0， 其 他 


并 且 令 
J={7:1=1} 
QW 一 个 假定 非 时 齐 泊 松 到 达 过 程 而 且 在 数学 上 易于 处 理 的 排队 模型 是 无 穷 服务 模 型 
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另 一 种 模拟 非 时 齐 泊 松 过 程 更 加 有 效 的 途经 是 利用 谷 加 . 例如 , 考虑 过 程 
exp{t2}, 0 <t<1.5 
M(t) = 4。 exp{2.25}, 1.5<t<2.5 
exp{(4—t)*}, 2.5<t<4 


在 图 11.3 中 给 出 了 它 的 强度 函数 的 图 形 . 模拟 直到 时 间 4 为 止 的 这 个 随机 过 程 的 
一 个 途径 是 , 首先 在 这 个 区 间 生 成 速率 为 1 的 泊 松 过 程 ; 然后 在 这 个 区 间 生 成 速率 
为 。 一 的 泪 松 过 程 ,并且 接受 在 (1 3) 中 的 所 有 事件 , 而 对 于 不 在 (1, 3) 中 的 时 间 
;的 事件 则 以 概率 > 二 接受 ; 然后 在 区 间 (1, 3) 上 生成 速率 为 e225 一。 的 泊 松 
这 程 并 且 接 受 在 1 3 和 2.5 之 间 的 所 有 事件 , 而 对 于 不 在 这 个 区 间 的 时 间 t 的 事件 

则 以 概率 和 一。 接受 .这 些 过 程 的 委 加 就 是 所 要 的 非 时 齐 泊 松 过 程 . 换 句 话说 


e2.25 一 


我 们 所 做 的 事 是 将 A(t) 分 解 为 以 下 的 非 负 部 分 
入 (t 直人 = M1(t) 十 A2(t) 十 Ms(t), 0O<t<4 





其 中 
和 1 (¢) 三 1 


Mt) —1, 0<t<1 
MN2(t) = e—1, 1l<t<3 
和 A(t)—1, 3<t<4 


Nt) —e, 1<t<1.5 


e225 _e 1.5<t<2.5 
A3(t) = 
Mt) ~—e, 2.5<t<3 
0， 3<t<4 
10 
9 
8 
7 
6 
~ 
许 ” 
坝 4 
3 
2 
1 
056 1 4 


图 11.3 \ 
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h(s) = ;0<s<T. 那么 


f(s) _ TA(s) AT 
po) mr 
其 中 入 是 A(s),0 < s < 工 的 一 个 界 . 因此 , 拒绝 法 是 生成 随机 数 Ui 和 Uo, 然后 接 


受 TU 如 果 





f(TUi) 


9 式 
U2 < Op) 





或 者 , 等 价 地 , 如 采 : 
So CY) 


入 

方法 3 ”模拟 事件 的 时 间 

我 们 介绍 模拟 具有 强度 函数 Xi) 非 时 齐 泊 松 过 程 的 第 三 种 方法 ， 这 可 能 是 
最 基本 的 方法 ， 即 模拟 相继 事件 的 时 间 . 所 以 , 将 这 样 过 程 的 相继 事件 时 间 记 为 
XA 人 所 以 我 们 利用 条 件 分 布 方法 作 模 拟 . 
因此 ， 我 们 需要 给 定 X1 Xi-1 时 , Xi 的 条 件 分 布 . 

首先 , 注意 ， 如果 一 个 事件 发 生 在 时 间 7, 那么 独立 于 z 之 前 发 生 了 什么 , 直到 
下 一 个 事件 的 时 间 有 分 布 Fz 给 日 


丈 人 区 =P{ 在 (z,z+ 汶 中 有 0 个 事件 | 有 事件 在 7} 
= 了 P{ 在 (z,z 十 加 中 有 0 个 事件 } ”由 独立 增 量 


a 全 [ pe way 


求 微 商 , 得 到 对 应 于 的 密度 是 
(0 = M2 40 {- [ xe+ way 


于 是 丈 的 风险 率 函 数 是 





我 们 现在 可 以 这 样 地 模拟 事件 时 间 Xi,X2,……: 通过 从 古 模拟 X1; 如 果 X1 
的 模拟 值 是 z1, 用 从 ,生成 的 一 个 值 加 上 zi 模拟 Xz, 且 如 果 Xs 的 模拟 值 是 7x2， 
用 从 五。 生成 的 一 个 值 加 上 zs 模拟 Xs, 如 此 等 等 . 从 这 些 分 布 用 于 模拟 的 方法 , 当 
然 依赖 于 这 些 分 布 的 形式 . 然而 , 有 趣 的 是 , 如 果 A(t) < 入 并 且 利 用 风险 率 方 法 模 
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事实 上 , 可 以 重复 同样 的 推理 得 到 下 面 的 命题 
命题 11.5 以 Ro=0， 
rR2 一 rrR2 ， i>l 


是 独立 的 速率 为 和 的 指数 随机 变量 . 

换 句 话说 , 为 了 包围 一 个 泊 松 点 所 需要 穿 过 的 面积 的 量 , 是 速率 为 和 的 指数 随 
机 变量 . 由 于 对 称 性 , 各 个 泊 松 点 的 角度 是 独立 的 , (0,2r) 上 的 均匀 分 布 , 于 是 我 们 
有 模拟 以 O 为 中 心 7 为 半径 的 圆 形 区 域 中 泊 松 过 程 的 如 下 算法 : 

步骤 1: 生成 独立 的 速率 为 1 的 指数 随机 变量 Xi1,X2,…, 停止 在 
X11 十:… 十 六 n | 


N=min{n: > 


RB; = VG + + Ki) 


步骤 3: 生成 独立 的 (0,1) 均匀 随机 变量 01,…, Un-1. 
步 又 4: 回 到 在 Cr) 中 的 入 一 1 个 泊 松 点 , 它们 的 极 坐标 是 


(Ri,2nUi), i=1,...,N-1 


上 面 的 算法 平均 地 要 求 14+ xr? 个 指数 随机 变量 和 同样 个 数 的 均匀 随机 数 . 另 
一 个 模拟 在 C(7) 中 的 点 的 算法 是 , 先 模拟 这 些 点 的 个 数 N, 然后 利用 给 定 N 时 , 这 
些 点 在 C(r) 上 均匀 分 布 这 个 事实 . 后 面 的 程序 要 求 模拟 一 个 均 什 为 xmr2 的 泊 松 
随机 变量 N; 然后 必须 模拟 N 个 在 C(r) 上 均匀 的 点 , 通过 由 分 布 FR(a) = 三 ( 见 
习题 25) 模拟 已 和 由 (0,27) 均匀 分 布 模拟 0, 而 且 必须 按 及 的 递增 次 序 给 这 N 个 
均匀 值 排序 . 第 一 个 程序 的 主要 优点 是 , 它 不 需要 排序 . 

上 面 的 算法 可 以 认为 是 , 以 O 为 中 心 的 圆 的 半径 连续 地 从 0 到 成 扇形 散 开 . 
遇 到 泊 松 点 的 半径 被 相继 地 模拟 , 通过 注意 必需 包围 一 个 泊 松 点 的 附加 面积 总 是 独 
立 于 过 去 的 速率 为 和 的 指数 随机 变量 . 这 个 技术 可 以 用 于 模拟 这 个 过 程 在 非 圆 形 
区 域 中 的 事件 . 例如 , 考虑 一 个 非 负 函 数 g(z), 并 且 假 设 我 们 有 兴趣 模拟 在 = 轴 与 x 
从 0 到 工 的 g 之 间 的 区 域 中 ( 见 图 11.4) 的 泊 松 点 过 程 . 为 此 我 们 可 以 从 左手 端 通过 
考虑 相继 的 面积 [ g(z)dz 垂直 地 散 开 开始 . 现在 如 果 以 X1 < X2 < … 记 泊 松 点 


在 z 轴 上 相继 的 投影 , 那么 , 类 似 于 命题 11.6, 推出 (Xo = 0), 和 三 a 


是 独立 的 速率 为 1 的 指数 随机 变量 . 因此 , 我 们 应 该 模拟 独立 的 速率 为 1 的 指数 随 
机 变量 El1)52) , 模拟 停止 于 
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其 中 9 是 某 个 给 定 的 函数 . 经 常 出 现 的 情形 是 我 们 不 可 能 解析 地 计算 上 式 , 而 在 这 
种 情形 , 我 们 可 以 试图 利用 模拟 来 估计 9. 做 法 如 下 : 生成 与 X1,… ,Xn 有 相同 的 
联合 分 布 的 站 ,…, XA ,并 令 


Yi = g(X1 ,XH) 


be I Ss 并 令 
YY = g(X(2,..., XL)) 


继续 这 个 过 程 直到 生成 k( 某 个 预先 确定 的 数 ) 个 集合 , 从 而 也 计算 了 六,…, 球 : 现 


于 是 , 如 果 我 们 以 了 记 这 个 随机 变量 的 平均 , 即 


k 
Y= >_Y/k 
i=1 
那么 
EIY] = 06, EI(Y ~ 0)*] = Var(¥) 
因此 , 我 们 可 以 用 也 作为 9 的 一 个 估计 . 因为 了 和 0 之 间 差 的 期 望 平方 等 于 了 的 
方差 , 我 们 希望 这 个 量 尽量 地 小 .( 在 上 面 的 情形 ,Var(Y) = Var(Y)/k, 通常 它 并 不 
预先 知道 , 而 必须 由 生成 值 五 ，……, 球 估计 .) 我 们 现在 介绍 3 种 缩减 我 们 估计 的 方 
差 的 一 般 技 术 . 
11.6.1 对偶 变 量 的 应 用 
在 上 面 的 情形 , 假设 我 们 已 经 生成 了 具有 均值 9 的 同 分 布 责 和 六. 现在 


Var(Y1) . Cov(Yi,Y;) 
2 


Va (3 2 [Var(Y¥’) + Var(Y3) + 2Cov(Yi, 13)] = 


2 


因此 , 如 果 妨 和 玖 不 是 独立 的 而 是 负 相关 的 , 那么 这 就 很 有 利 的 (在 方差 被 碱 小 
的 意义 下 ). 为 了 看 出 应 该 怎样 安排 , 我 们 假设 随机 变量 X1,…, Xn 是 独立 的 , 并 且 


每 一 个 都 是 通过 逆 变 换 模 拟 的 . 即 , 从 Fr! (i) 模拟 Xi, 其 中 Ui 是 随机 数 , 且 i 是 
X; 的 分 布 函数 . 因此 , 到 可 以 表示 为 


Yi = g(FT (U1),:…*, Fr (Un)) 


现在 , 由 于 当 U 是 随机 数 时 , 1 一 U 也 在 (0, 1) 上 均匀 ( 且 与 0 负 相 关 ), 由 此 推出 由 


Y= gm (0),.…, Fr (1— Un)) 
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因此 
E[f(X)g(X)|Xn] > E[f(X)|Xn]Elg(X)|Xn] 
而 且 , 对 两 边 取 期 望 
E[f(X)g(X)] > E[E[f(X)|Xn]Elg(X)|Xn]] > E[f(X)Elg(X) 
最 后 的 等 式 成 立 是 因为 E[f( 久 )|Xn] 和 了 [9g( 瑟 )|Xn] 都 是 Xn 的 增 函 数 ,所 以 由 n=1 
的 结果 有 
EIE[f(X)|Xn]Elg(X)|Xn)]] > EIELF(X)|Xn ELE Lo(X)| Xn = ELf(X )]Elg(X)] 国 
推论 11.7 ”如 果 态 ,…, Un 是 独立 的 , 且 或 者 是 增 函 数 , 或 者 是 减 函数 . 那么 
Cov(k(Ui,:::, Un), k(1— Ui,*,1—Un)) 0 
证 明 假设 函数 k 是 递增 的 . 因为 -k(1 一 可,…,1 一 Un) 关于 到 … Cn 递增 , 那 
么 , 由 定理 11.1， 
Cov(k(Ui,:::, Un),—k(1— Ui,:.*,1— Un))>0 
当 函 数 递减 时 , 只 需 将 代为 一 k. 加 
由 于 已) 是 于 的 增 函数 (因为 瓦 是 分 布 函数 , 是 递增 的 ), 所 以 只 要 9 
是 单调 函数 ， g(Fr (U1), ““"“， Ee (Us)) 也 是 U1, Wy Un 的 单调 函数 . 因此 ， 如 果 
9 单调 , 两 次 运用 随机 变量 矶 ,…,U 的 每 个 集合 的 对 偶 变 量 方法 ， 利 用 和 对 计算 
Elg(Xi,… ,Xn)] 的 方差 . 就 是 说 , 不 用 生成 n 个 随机 数 的 个 集合 , 我 们 应 该 生成 
k/2 个 集合 , 并 且 每 个 集合 使 用 两 次 . 


例 11.14( 模 拟 可 靠 性 函数 ) ”考虑 有 m 个 部 件 的 系统 , 部 件 i 独立 于 其 他 部 件 , 以 


0 
” 【0， 其 他 情形 


假设 有 一 个 单调 的 结构 函数 % 使 得 


Se 
p(X1,:.:, Xn) 一 | 0 4 下 工作 


我 们 有 兴趣 于 用 模拟 来 佑 计 


7(D1， , Pn) 三 E[¢(Xi, 人 ,Xn)| BE P{9(X1, 2 ,Xn) 3 1} 
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用 以 估计 Elg(Xi1,…, Xn)]. 现在 , 如 果 对 于 某 个 随机 变量 2Z, 我 们 能 够 计算 ElY|2]， 
然后 , 因为 Var(Y|2) > 0, 由 条 件 方差 公式 推出 
Var(E[Y|Z]) < Var(Y ) 


由 于 E[E[Y|2]] = E[Y], 它 导致 对 于 估计 E[Y], EIY|2] 比 Y 更 好 . 

在 很 多 情况 下 , 有 许多 的 2; 可 以 用 于 取 条 件 , 以 得 到 改进 的 估计 . 每 一 个 这 样 
的 估计 E[Y|24i] 都 有 均值 E[Y] 且 比 自然 估计 Y 有 更 小 的 方差 . 我 们 现在 证 明 , 对 
于 任意 选取 的 权重 和 ,和 i > 0, 》 入 ==1,》, 入 EIY|2i] 也 是 了 的 一 个 改进 


命题 11.8 ”对 于 任意 入 >0,)， ,和 =1 


(a) E > 和 ;也 [了 2 | = ELY], 





(b) Var 2 ,E[Y |Z; ) < Var(Y). 


证 明 (8) 的 证 明 是 直接 的 . 为 了 证 明 (b), 以 N 记 一 个 整数 值 随机 变量 , 它 独立 于 
所 有 被 考虑 的 其 他 随机 变量 , 且 使 得 
P{N = 讨 = Ni 2 .之 省 
两 次 运用 条 件 方差 公式 得 到 
Var(Y) > Var(E[Y|N, ZN]) > Var(E[E[Y|N, Zn]|21,:**]) = Var (> API 

% 加 
例 11.16 “考虑 一 个 以 泊 松 到 达 的 排队 系统 , 并 且 假 设 当 系统 中 已 经 有 N 个 其 他 
人 时 , 到 达 者 将 消失 . 假设 我 们 有 兴趣 用 模拟 来 估计 直到 t 为 止 消失 的 顾客 期 望 数 . 
自然 的 估计 方法 是 模拟 系统 直到 t 并 且 确 定 在 该 次 运行 中 消失 的 顾客 数 L. 然而 ， 
可 以 通过 对 在 [0, 中 系统 达到 最 大 容量 的 总 时 间 取 条 件 得 到 一 个 更 好 的 估计 . 事 
实 上 , 如 果 我 们 以 工 记 在 [0,4| 中 系统 中 有 N 个 人 的 时 间 , 那么 

EILIT| = XT 

其 中 和 是 泊 松 到 达 率 . 因此 , 比 之 于 用 在 模拟 运行 中 所 有 工 的 平均 值 , 可 以 由 模拟 
运行 的 工 的 平均 值 乘 以 和 得 到 E[L] 的 一 个 更 好 的 估计 . 如 果 到 达 过 程 是 一 个 非 时 
齐 的 泊 松 过 程 , 那么 , 我 们 将 通过 追踪 系统 在 最 大 容量 的 时 间 阶 段 , 改进 工 的 自然 
估计 . 如 果 我 们 以 五 ,…, Ic 记 在 fo, 是 中 系统 在 最 大 容量 时 的 时 间 区 间 , 那么 


C 
[五 ,Tec] = | A(s)ds 
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得 到 , 其 中 Y(T) 记 从 工 直到 下 一 次 更 新 为 止 的 时 间 ( 即 , 在 人 的 剩余 寿命 ). 因为 
”了 Y(7T) 的 方差 不 随 人 增长 (事实 上 , 当 F 的 矩 都 有 限时 , 它 收敛 于 一 个 有 限 值 ), 所 以 
对 于 大 的 7, 利用 模拟 来 估计 E[Y(T)], 然后 用 方程 (11.13) 估计 m(7T), 会 好 得 多 . 

然而 , 利用 取 条 件 , 我 们 将 进一步 改进 我 们 对 m(T) 的 估计 . 为 此 , 以 A(T) 记 
更 新 过 程 在 时 间 了 的 年 龄 即 , 目 上 一 次 更 新 到 了 的 时 间 . 那么 不 用 Y(T) 的 
值 , 我 们 考虑 用 E[Y(T)|4(7T)] 将 降低 方差 . 现在 知道 在 工 的 年 龄 等 于 z, 等 价 于 知 
道 在 Tz 有 一 次 更 新 , 而 且 下 一 次 到 达 间 隔 时 间 X 大 于 z. 由 于 在 了 的 剩余 寿命 
等 于 X - z( 见 图 11.5), 由 此 推出 


EIY(T)|A(T)= 7x] =E[X ~z|X>z| 


_/ PIX-7r>t /LB-F(t+7) 
= 上 P{X > zx} di 1— F(z) of 





如 果 必 要 , 它 可 以 用 数值 赋值 . 


图 11.5 A(T)=2z 


作为 对 上 面 注 的 说 明 , 如 果 更 新 过 程 是 速率 为 入 的 泊 松 过 程 , N(T) 的 自然 模拟 
估计 将 有 方差 X7; 由 于 Y(T) 是 速率 为 和 的 指数 随机 变量 , 基于 (11.13) 的 估计 有 方 
差 A2var(Y(T)) = 1. 另 一 方面 , 由 于 Y(7T) 独立 于 A(T)( 而 且 EIY(T)|4(7)] = 1/AA)， 
所 以 改进 估计 E[Y(T)|4(T)] 的 方差 等 于 0. 就 是 说 , 在 这 种 情形 , 取 条 件 于 时 间 了 
的 年 龄 , 将 得 到 精确 的 答案 . 
例 11.19 考虑 M/G/1 排队 系统 , 其 中 顾客 按 速率 为 入 的 油 松 过 程 到 达 一 条 单 服 
务 线 , 具有 均值 为 El5] 的 服务 分 布 G. 假设 在 一 个 特殊 的 时 刻 to, 服务 线 在 首次 时 
间 t 之 to 暂停 , 这 时 系统 是 空闲 的 . 就 是 说 , 如 果 系 统 中 在 时 间 t 的 顾客 数 是 X(t)， 
那么 服务 线 在 时 间 z 

T= min{t to: X(t) = 0} 


将 暂停 . 为 了 更 有 效 地 利用 模拟 来 估计 E[T], 生成 到 时 间 如 的 系统 ; 以 RR 记 在 时 间 
to 在 服务 中 的 顾客 的 剩余 服务 时 间 . 而 令 Xe 等 于 在 时 间 to 队列 中 等 待 的 顾客 数 . 
(注意 及 等 于 0, 如 果 和 (加 ) =0, 且 Xe = (X(to) 一 1)7). 现在 , 记 为 在 剩余 服务 
时 间 RR 中 到 达 的 顾客 数 , 由 此 推出 , 如 果 入 = n 并 且 Xo = no, 那么 从 如 十 玉 到 服 
务 线 可 以 暂停 的 附加 时 间 的 数量 等 于 开始 于 n+ 十 ne 个 顾客 的 系统 到 空闲 为 止 所 用 
时 间 的 数量 . 因为 这 等 于 n 十 no 个 忙 期 的 和 , 由 8.5.3 节 推 出 

E[S] 
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态 ; 在 单位 时 间 以 CG) > 0 付出 价格 . 以 X() 等 于 在 时 间 的 状态 , 且 a 是 一 个 
常数 使 0<a<1, 量 e 
W = | oe-otC(X())dt 


表示 总 折扣 价格 . 对 于 一 个 给 定 的 初始 状态 , 假设 我 们 要 用 模拟 来 估计 E[]. 尽管 
起 先 没 有 模拟 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 无 穷 数量 的 时 间 (这 显然 是 不 可 能 的 ), 似乎 我 
们 不 能 得 到 一 个 无 偏 估计 , 但 是 我 们 可 以 利用 例 5.1 的 结果 , 它 给 出 了 EIW] 的 等 价 


表达 式 : 
T 
| eC 


其 中 了 是 一 个 速率 为 a 的 独立 于 马尔 可 夫 链 的 指数 随机 变量 .所 以 我 们 可 以 首先 
生成 工 的 值 , 然后 生成 马尔 可 夫 链 到 了 为 止 的 状态 , 以 得 到 | C(X())qt 的 无 偏 
估计 . 因为 价格 率 都 是 非 负 的 , 所 以 这 个 估计 与 了 有 强 的 正 相关 , 这 样 就 得 到 一 个 
有 效 的 控制 变量 图 
例 11.21( 排 队 系统 ) ”以 Di 记 在 一 个 排队 系统 的 队列 中 的 第 n+1 个 顾客 的 延 
迟 , 排队 系统 的 到 达 间 隔 是 独立 同 分 布 的 有 均值 wz 的 分 布 , 且 服务 时 间 是 独立 
同 分 布 的 有 均值 we 的 分 布 G. 如 果 X; 是 在 第 i 个 到 达 者 与 第 i+1 个 到 达 者 之 间 
的 时 间 , 且 如 果 5; 是 顾客 i 的 服务 时 间 , i > 1, 我 们 可 以 写 出 


Dnt+1 = 9(X1,:**, Xn, $1, **, Sn) 
为 了 考虑 模拟 的 变量 Xi, 5; 与 期 望 的 值 很 不 相同 的 可 能 性 , 令 
J(XT Xp on) = >》 (5; 一 Xi) 
i 二 1 


E[W) 





因为 E[f(X, S)] = m(pc 一 kr), 我 们 可 以 用 
g(X,S)+alf(X,S)—n(ke 一 AP 


以 由 定理 11.1 推出 f( 匀 , S) 和 Dn+l 是 正 相 关 的 , 所 以 a I 
N(T) 


如 果 我 们 要 估计 在 队列 中 前 N(T) 个 到 达 者 的 延迟 的 期 望 和 , 我 们 可 以 用 》, 5; 
i 二 1 
作为 控制 变量 . 事实 上 因为 通常 假定 到 达 过 程 与 服务 时 间 是 独立 的 , 所 以 
N(T) 
E > s = E[SIEIN(T) 


i 二 1 
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时 很 小 , 重要 抽样 在 估计 一 个 小 概率 时 似乎 最 有 力 ; 因为 在 这 种 情形 , 函数 h(x) 当 
z 取 值 于 某 个 集合 时 等 于 1, 而 在 其 他 情形 等 于 0. 
我 们 现在 考虑 如 何 选 取 合 适 的 密度 9. 我 们 发 现 所 谓 的 倾斜 密度 是 很 有 用 的 . 
令 M(t) = Eyle:X] = / ef(z)dz 是 对 应 于 一 维 密度 f 的 矩 母 函 数 . 
定义 11.2 ”一 个 密度 函数 有 
ef(z 
fi(7) = 10 
称 为 f 的 倾斜 密度 , -00 <t< oo. : : 
具有 密度 fi 的 随机 变量 , 当 t+ > 0 时 , 倾向 于 大 于 有 密度 f 的 随机 变量 , 而 当 
t < 0 时 , 倾向 于 小 于 有 密度 f 的 随机 变量 . 
在 某 些 情形 , 倾斜 密度 记 具有 与 密度 f 同样 的 参数 形式 . 
例 11.22 ”如 果 f 是 速率 为 和 的 指数 密度 , 那么 


fi(x) = Cetz 和 Xe *? = ACe— Nt) 


其 中 C = 1/M(t) 不 依赖 于 z. 所 以 , 对 于 上 和 入 , fi 是 速率 为 和 一 t 的 指数 分 布 . 
如 果 f 是 参数 为 p 的 伯 努 利 概率 质量 函数 , 那么 


jz) =D (1 se r=0,1 
因此 , M(t) = Eyle”*]=pe’ 十 1 一 p, 所 以 


to- 0 (ms) GE) 


就 是 说 , ft 是 参数 为 





_ pe 
pt = Det +1—p 
的 伯 努 利 概率 质量 函数 . 
我 们 留 作 一 个 习题 证 明 , 如 果 /是 参数 为 人 和 o? 的 正 态 密 度 , 那么 ft 是 参数 
为 上 +co 寻 和 ”的 正 态 密度 . 二 


在 某 些 情况 下 有 兴趣 的 量 是 独立 随机 变量 Xi1,…, Xn 的 和 . 在 这 种 情形 联合 
分 布 f 是 一 维 密度 的 乘积 . 即 ， 


f(z1, Fn) = fi(71) 0 fn (Tn) 


其 中 是 Xi 的 密度 函数 . 在 这 种 情况 下 , 使 用 一 个 共同 选取 的 t, 按 它们 的 倾斜 密 
度 生 成 X; 常 第 是 有 用 的 . 
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由 于 pi 是 参数 为 piet/(piet 十 1 一 pi;) 的 伯 努 利 随 机 变量 的 质量 函数 , 由 此 推出 


nN nN piet 
Xi| = >》 一 一 一 
2 | 2 piet +1—pi 


1i= 


Er 





使 上 式 等 于 a 的 t 值 可 以 用 数值 近似 , 然后 用 于 模拟 中 . 
作为 一 个 说 明 , 假设 n= 20,pi; =0.4 且 a= 16. 那么 


Ee 200 
令 它 等 于 16, 经 过 一 些 代数 运算 导致 
ef =6 
那么 , 如 果 我 们 用 参数 a 
: 人 = 0.8 


生成 伯 努 利 随 机 变量 , 由 于 
M(t*) = (0.4er 上 0.6)2 和 ert3 = (1/6)3 
我 们 看 到 重要 度 抽 样 佑 计 是 
0 = I{S > 16}(1/6)3320 


由 上 式 推出 
0 < (1/6)16320 = 81/216 = 0.001 236 


就 是 说 , 每 次 重复 中 估计 的 值 都 在 0 和 0.001236 之 间 ， 由 于 在 这 种 情形 , 0 是 参 
数 为 (20,0.4) 的 二 项 随机 变量 至 少 是 16 的 概率 , 可 以 用 显 式 计算 得 到 其 结果 0 = 
0.000 317. 因此 , 如 果 参 数 为 0.4 的 伯 努 利 的 和 小 于 16, 自然 的 模拟 估计 了 在 每 次 
重复 取 值 0, 而 在 其 他 情形 取 1, 它 有 方差 


Var( 门 =b(1 — 0) =3.169x10 
另 一 方面 , 从 事实 0 < 9 < 0.001236 推出 (见习 题 33) 
Var(0) < 2.9131 x 107" 图 


例 11.24 考虑 一 条 单 服 务 线 排队 系统 , 其 中 相继 到 达 的 顾客 之 间 的 时 间 具 有 密度 
函数 f, 且 服 务 时 间 有 密度 g. 以 Dn 记 第 个 到 达 者 花费 在 队列 中 等 每 的 时 间 , 并 
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” 节 的 值 , 但 是 我 们 现在 将 介绍 一 个 程序 , 它 生 成 一 个 随机 变量 ， 其 分 布 精确 地 是 平稳 
分 布 . 

如 果 , 在 理论 上 , 我 们 生成 的 马尔 可 夫 链 开始 于 在 时 间 一 oo 和 任意 状态 , 那么 
在 时 间 0 的 状态 就 具有 平稳 分 布 . 所 以 , 想象 我 们 这 样 做 , 并 且 假设 由 不 同 的 人 在 
每 一 个 这 些 时 间 生 成 下 一 个 状态 . 于 是 , 如 果 在 时 间 一 n 的 状态 是 X(-m) = i, 那么 ， 
人 “-m2” 将 生成 一 个 随机 变量 , 它 以 概率 忆 ,;,j = 1,…,m 等 于 j, 且 这 个 生成 值 就 
是 在 时 刻 一 (n 一 1) 的 状态 . 现在 假设 人 “--1 要 提前 生成 他 的 随机 变量 . 因为 他 不 
知道 在 时 刻 -1 的 状态 是 什么 , 他 就 生成 了 一 系列 随机 变量 N_i1(i),i = 1,…,m, 其 
中 如 果 X(-1) = 而 N_i1(i) 是 下 一 个 状态 , 它 以 概率 Pj,j = 1,…,m 等 于 j. 如 
果 结 果 是 X(-1) = 那么 人 “-1 将 报告 在 时 间 0 的 状态 是 

5S_10)= Ni(i), i=1,.…,m 


( 即 5_1(i) 是 当时 刻 -1 模拟 的 状态 是 i 时 在 时 刻 0 模拟 的 状态 ). z 
现在 假设 人 “2” 听 到 人 “1” 提 前 做 他 的 模拟 , 也 决定 做 同样 的 事情 . 她 生 
成 了 一 系列 随机 变量 N_2(2),i = 1,…,m, 其 中 N-_2(i) 以 概率 已 ,j,i = 1,…,m 等 
于 j. 因此 , 如 果 向 她 报告 X(--2) = i, 那么 她 将 报告 X(--1) = N-2(i). 与 人 “1” 
提前 生成 的 结合 起 来 表明 , 如 果 X(-2) = i, 则 在 时 间 0 的 模拟 状态 是 
5S-2(i) = 5-1(N-2(2), i=1,.,m : 


继续 上 面 的 方式 , 假设 人 “3” 生 成 了 一 系列 随机 变量 N_3(i),i = 1,…,m, 其 
中 N_s(i) 是 在 X(-3) =i 时 下 一 个 状态 将 生成 的 值 . 因此 , 如 果 X(-3) = 则 在 
时 间 0 模拟 的 状态 是 
S_3(1) 一 S_2(N-_3(i)), ? 二 1 
现在 假设 我 们 继续 上 面 的 做 法 , 从 而 得 到 模拟 的 函数 
9_1(),9_2()) 9_3( 动 ? 一 1 


按时 间 如 此 地 向 后 进行 , 我 们 将 在 某 个 时 间 , 例如 一 7, 模拟 函数 5_x(i) 是 一 个 浓 数 
函数 . 就 是 说 , 存在 一 个 状态 j, 对 于 一 切 i = 1,…,m, 都 有 5_"(i) =j. 但 是 , 这 就 
意味 着 无 论 从 时 间 一 oo 到 -7 的 模拟 值 是 什么 , 我 们 都 能 够 肯定 在 时 间 0 的 模拟 值 
是 j. 因而 ;j 可 以 取 为 随机 变量 的 模拟 值 , 它 的 分 布 恰 是 这 个 马尔 可 夫 链 的 平稳 分 
布 . 
例 11.25 考虑 一 个 状态 为 1, 2, 3 的 马尔 可 夫 链 , 并 且 假 设 模拟 产生 了 值 

3， 如 果 ii=1 

N_i1(i) 二 42， 如果 ii=2 

2， 如 果 i=3 
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假设 我 们 要 模拟 随机 地 位 于 原点 为 中 心 半径 为 7 的 贺 中 的 一 个 点 , 就 是 说 , 我 们 要 模 
拟 具 有 联合 密度 函数 


2 2 


1 2 
f(7,Y) = 元 5， 尼 十 V <r 


的 X,Y. 

(a) 以 R= VZ2 十 72,0 = tan-!Y/X 记 极 坐标 . 计算 R,9 的 联合 密度 , 并 且 用 它 给 
出 一 个 模拟 方法 . 另 一 个 模拟 X,Y 的 方法 如 下 : 

步骤 1: 生成 独立 随机 数 Ui,U2, 并 且 置 Z1 = 27rUi 一 7,22 = 2rU2 一 7. 那么 , F1, 22 在 
边 长 为 2r 且 包 含 半径 为 7 的 圆 的 正方 形 内 均匀 ( 见 图 11.6). 


图 11.6 


步骤 2: 如 果 (2Z1, 22) 落 在 半径 为 7 的 圆 中 ( 即 , 如 果 五 十 2 < 7 ), 则 置 (X,Y) = 
(和 1, 22). 否则 返回 步骤 1. 
(b) 证 明 这 个 方法 可 行 , 并 且 计 算 它 需要 的 随机 数 个 数 的 分 布 . 


(a) F(z) = 工 , F(z)? (b) F(z)=1-TI],,0 -F(z))? 

(0) 给 出 从 F(z) = z",0 < z < 1 模拟 的 两 种 方法 

在 例 11.5 中 , 对 速率 为 1 的 指数 随机 变量 利用 冯 . 诺 伊 曼 拒绝 程序 , 我 们 模拟 了 标准 正 
态 随机 变量 的 绝对 值 . 这 就 提出 了 问题 , 我 们 用 不 同 的 指数 密度 , 即 , 密度 g(z) = Xe =， 
是 否 能 得 到 一 个 更 有 效 的 算法 . 证 明 拒绝 方案 需要 的 平均 重复 次 数 在 和 = 1 时 最 小 


. 给 出 模拟 具有 密度 函数 


f(z)= 30(z* —22*+2’), 0<z<l1 


的 随机 变量 的 一 个 算法 . 


. 考虑 对 g 是 速率 为 和 /n 的 指数 密度 用 拒绝 法 模拟 一 个 T(n, 入) 随机 变量 的 技术 . 


(a) 证 明 这 个 算法 生成 一 个 伽 玛 随机 变量 需要 的 平均 重复 次 数 是 we /一 1! 
(b) 用 Stirling 近似 证 明 , 对 于 大 的 n, (a) 部 分 的 答案 近似 等 于 e[(n - 1]D)/(2m] 2. 
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假设 你 刚好 模拟 了 一 个 均值 4 和 方差 o? 的 正 态 随 机 变量 X. 给 出 容易 生成 一 个 与 它 
有 相同 均值 和 方差 是 与 它 负 相关 的 第 二 个 正 态 随 机 变量 的 一 个 途径 . 
假设 在 坛 中 有 7% 个 重量 分 别 为 wi,… ,wn 的 球 . 这 些 球 依次 地 用 如 下 方式 取出 : 在 每 
次 选取 时 , 坛 中 一 个 给 定 的 球 以 等 于 它 重量 除 以 仍旧 在 坛 中 的 其 他 球 的 重量 之 和 的 概 
率 被 选中 . 以 厂 , 12,… ,In 记 球 取出 的 次 序 一 一 于 是 卫 ,……, In 是 重量 的 随机 排列 . 
(a) 给 出 一 个 模拟 五,…-…, I 的 方法 . 
(b) 令 X; 是 速率 为 w; 的 指数 随机 变量 , i = 1,.…,n.， 解释 X; 能 怎样 用 于 模拟 
人 
次 序 统计 量 ; 令 X1,… ,Xn 是 出 自 连 续 的 分 布 函数 FF 的 独立 同 分 布 随机 变量 ， 并 
且 以 > 记 Xi,… ,Xn 中 第 i 个 最 小 者 , i = 1,…,n.， 假设 我 们 要 模拟 X(1， < 
Xda <…. < 之 六 (n). 一 个 方法 是 从 FF 模拟 n 个 值 , 然后 将 这 些 值 排序 . 然而 , 当 n 大 时 ， 
这 个 排序 可 能 很 费时 间 . 
(a) 假设 F 的 风险 率 函 数 A(t) 是 有 界 的 . 证 明 风险 率 方法 可 以 应 用 于 生成 n 个 随机 变 
量 使 得 没有 必要 排序 . 
现在 假设 f-' 容易 计算 . 
(b) 论证 可 以 生成 X01),… ,XX(n,), 通过 先 模拟 U4) < U42) <… < Un) (n 个 独立 随机 
数 的 有 序 值 ) 然后 置 Xa) = -1(Ui)). 解释 为 什么 这 意味 着 Xa) 可 以 从 FF (Bi) 生 
成 , 其 中 Bi 是 参数 为 i,n 十 i 十 1 的 贝塔 随机 变量 . 
(c) 论证 通过 模拟 独立 同 分 布 的 指数 随机 变量 丽 ,…… Yn+1, 然后 置 
A 

VO = HT hn 
不 必 排 序 就 可 以 生成 Ul1),…，, Un): 
提示 : 给 定 泊 松 过 程 的 第 n 十 1 个 事件 , 对 于 前 ”个 事件 能 说 什么 ? 
(d) 证 明 如 果 Uy,) = y, 则 Uy),…, Un-y) 与 nn 一 1 个 (0,y) 均匀 随机 变量 的 一 个 集合 
的 次 序 统 计量 有 相同 的 联合 分 布 . 
(e) 利用 部 分 (d) 证 明 Uo),…, Un) 可 以 由 如 下 方式 生成 : 
步骤 1: 生成 避 ,……, Un 





步骤 2: 置 
Bp Un) = Un) (U2) 0" ), 
UG-y =U Uns42) 0, j=2,.…,n—1 
令 X1,.… ,Xn 是 独立 指数 随机 变量 , 每 个 都 具有 速率 1. 置 
Wi = A Wi = Wi-i+ i i=2,.…,n 


解释 为 什么 Wi,…, Wn 与 每 个 具有 速率 1 的 nn 个 指数 随机 变量 的 一 个 样本 的 次 序 统 
计量 有 相同 的 联合 分 布 . 
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上 面 的 算法 可 以 应 用 于 即使 在 开 初 不 知道 n 的 时 候 
验证 如 果 我 们 利用 风险 率 方法 , 模拟 一 个 非 时 齐 泊 松 过 程 的 事件 时 间 , 它 的 强度 函数 
是 A(), 使 得 Mb) < 入 那么 , 我 们 可 以 应 用 11.5 节 的 方法 1 中 给 出 的 方法 . 

对 于 一 个 强度 函数 为 和 (t), t > 0 的 非 时 齐 泊 松 过 程 , 其 中 | M(t)dt = 00, 以 全 X2,. 
记事 件 发 生 的 时 间 序列 

(a) 证 明 [ X(t)dt 是 速率 为 1 的 指数 随机 变量 


四) 证 明 M(t)qt,i > 1 是 独立 的 速率 为 1 的 指数 随机 变量 , 其 中 Xo = 0 


简 言 之 , 独立 于 过 去 , 知道 一 个 事件 发 生 为 止 必 须 经 历 的 附加 风险 量 是 速率 为 1 的 指 
数 随机 变量 . 
给 出 模拟 具有 强度 函数 
A SD t 过 0 
的 非 时 齐 泊 松 过 程 的 有 效 方法 . 
令 (X,Y) 在 中 心 为 原点 半径 为 7 的 圆 内 均匀 分 布 . 就 是 说 , 它们 的 联合 密度 是 
1 


2 2 2 
f(7,Yy) = a Og<zr +y <&r 


以 R= VO 十 Y3 与 9= tan-!Y/X 记 它 们 的 极 坐标 . 证 明 RR 与 9 独立 ,9 是 (0 2m) 
均匀 随机 变量 , 且 P(R<a)=a’/r*,0<r<a. 

以 R 记 在 二 维 平面 中 的 一 个 区 域 . 证 明 对 于 二 维 泊 松 过 程 , 给 定 在 RR 中 存在 nn 个 点 时 ， 
这 些 点 在 RR 中 是 独立 的 并 且 在 R 中 均匀 分 布 , 即 , 它们 的 密度 是 f(z, y) = c,(z,y) € 已 
其 中 是 区 域 R 的 面积 的 倒数 z 

令 X1,… ,Xn 是 独立 随机 变量 , 具有 E[Xi] = 0, Var(Xi) = 0?,i 二 1,…,n, 考虑 9 形 
如 》`，， XiX 的 估计 , 其 中 > ，,_， 和 = 1 证 明 当 


n=0oD)/ (v5). i = 1,:..……,n. 


时 , var ( AiXi) 最 小 
可 能 的 提示 : 如 果 你 对 于 一 般 的 n 不 会 做 , 先 尝试 n = 2 的 情形 . 
下 面 的 两 个 问题 涉及 g(x)dz = Elg(U)] 的 估计 , 其 中 U 是 (0, 1) 均匀 随机 变量 . 
随机 投 点 法 : 假设 9g 在 [0,1] 上 有 界 (例如 , 假设 对 于 0< z<1 有 0<g(z) < b). 令 
Ui, U2 是 独立 随机 数 , 并 且 令 XX = 1,Y = bU2( 使 得 点 (X,Y) 在 长 度 1 和 高 度 b 的 矩 
形 中 均匀 分 布 ). 现在 令 

| 1， 若 Y < g(X) 

0， 其 他 

即 , 如 果 点 落 在 图 11.7 的 阴影 部 分 , 则 接受 (X,Y 了). 
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证 明 如 果 X 和 了 有 相同 的 分 布 , 那么 
Var((X +Y)/2) < Var(X) 


因此 得 出 结论 用 对 偶 变 量 绝 不 会 增加 方差 (虽然 不 一 定 像 生 成 一 个 独立 的 随机 数 集合 
一 样 有 效 ). 
如 果 0< 关 < a, 证明 

(a) E[X?] < aE[X], (b) Var(X) < E[X](a — E[X]), (¢) Var(X) < a?/4. 

假设 在 例 11.19 中 , 在 时 间 to 以 后 不 允许 进入 新 的 顾客 . 给 出 to 以 后 直到 系统 空闲 为 
止 的 期 望 附加 时 间 一 个 有 效 的 模拟 估计 . 
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附录 寓 星 号 习题 的 解 


第 1 章 


2. 2 二 {(7,9), (7, 5), (9, 7), (9,5), (b,7), (b,g)}(7,g,b 分 别 表示 红 , 绿 , 黑 ), 其 中 , 例如 (7,g) 
意 指 第 一 次 取 到 的 弹 球 是 红 的 , 且 第 二 次 是 绿 的 . 每 个 这 样 的 基本 结果 的 概率 是 1/6. 

5. 3/4. 如 果 他 赢 , 他 只 赢 1 美元 ; 如 果 他 输 , 他 输 3 美元 . 

9. 五 = BUFE°, 由 于 已 和 不 Be 不 交 , 引出 P(F) = P(E) ++P(FE°). 

17. P{ 结 束 }= 1 - P{ 继 续 }= 1 - [P(H,H,H) + P(T, 人 T,T) 


均匀 硬币 : P{ 结 来 =1- | 王 x 二 x 寺 + 到 x 二 x 直 = 
有 偏 硬币 : P{ 结 来]= 1 | xx 了 +2x3x 引 = 总 


19. 马 = 事件 “至 少 一 个 是 6， 
P(E) = 得 到 妃 的 途经 个 数 /样本 点 的 个 数 = 了 
D = 事件 “两 个 面 不 同 " 


P(D) = 工 -P( 两 个 面相 同 )= 1 和 一 5 
_ P(E D) 10/36 
OP) 0 = 


25，(a) P{ 成 对 }=P{ 第 二 张 扑 充 牌 与 第 一 张 同名 }= 总 
P{ 成 对 , 不 同 花 色 } 。 _P{ 成 对 } 
b 卫 六 ™ID 一 一 一 一 一 一 一 一 -一 
(b) P{ 成 对 | 不 同 花 色 } P{ 不 同 花 色 } 下 不 同 花 外 ] 


= _P 了 {成 对 } 
P{ 不 同 花 色 } 
3/51 _1 
| 13 


27. P(E) . =1, P(EBi|E2)= 
”由 于 有 12 张 牌 在 有 黑 桃 A 的 那 一 堆 中 ， De 39 张 牌 不 在 有 黑 桃 A 的 那 一 堆 中 . 
P(Es|B1E2) = 一 
由 于 有 24 张 牌 在 有 两 个 A 的 那些 一 堆 中 , 而 有 26 张 牌 不 在 有 两 个 A 的 那些 一 堆 中 ， 
P(EslEiE2Bs) = 


P{ 每 - 堆 中 有 -- 张 分 = (加 ( 骂 ) (号 ) 


所 以 
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30. (a) P{ 乔 治 | 恰 有 一 次 击 中 } = Pe 


a P{G, 不 是 B} 
P{G, 不 是 B} 十 P{B, 不 是 G} 
(0.4)(0.3) 2 
(0.4)(0.3) + (0.7)(0.6) 9 
P{G, 击 中 } _ _P{G} _ 0.4 _ 20 





(b) P{G| 击 中 } = Be ee 
32. 令 B= 事件 “人 i 选取 自己 的 帽子 ” 


P( 没 有 人 选取 自己 的 帽子 ) 
=1— P(EiU E22U-.…U EE) 


=1-— > P(en) - SS P(E Ei) + +(-1)"t!P(Bi Ea... En) 


i1 <is 


一 1 一 > P(Ei,) > P(Ei Ei,) >》， P(Ei Ei;, Eis) 于 


i1 <ig il<i2<1i3 


十 (一 "p(B E2::. EF,) 


全 k E 也 2 
p(B ) = 上 个 特定 的 人 选取 自己 的 相 子 的 方式 数目 _ (mn 一 人} 
| 可 以 排列 的 帽子 的 方式 总 数 nl 


在 求 和 号 。 5 ”中 的 项 数 = 个 变量 中 选取 个 变量 的 方式 数目 = ( " | = 


il <ig<.…<igk 


nl! 
kl(n — k)! 于 是 
no—k)! n n—k)! 1 
2 et 
P( 没 有 人 选取 自己 的 帽子 ) =1 一 五 + 0 村 二 十 CD" 机 
40，(a) 五 二 事件 “ 锰 撞 的 是 公平 硬币 * ; 0 一 事件 4 的 是 帮 都 是 人 类 的 硬币。 
1 1 1 
P(HIF)P(F) 2 
P(FIH) = F(AIF)PC) TPADPO IT TI 3 一 3 
2 2 2 4 
(HHIF)P(F,) 二 
四 P(HHIF)P(F ”| 
(b) P(FIHH)= FCEEIEJPUR PHHOPO Till 5 5 
4 2 2 8 
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P(HHTIF)P(F) 
P(HHTIF)P(F) +P(HHTIV)P(V) 
__P(HHTIF)P(F) _ 
~ P(HHTIF)P(F)+0 

由 于 公平 硬币 是 唯一 可 能 出 现 反 面 的 . 

45. 令 Bi = 事件 “第 i 次 是 黑 球 ”; Ri = 事件 “第 i 次 是 红 球 ” 
P(R2|B)P(B) 
P(R2|B1)P(Bi) +P(R2|R1)P(R) 

r b 

b+r+e b+r 
i a 0 
b++r++c b++r b+i+ri+e b+r 

rb 有 b 
Fror pirite 


48. 令 C 是 事件 “随机 地 选取 一 个 有 车 的 家 庭 ”", 且 令 H 是 事件 “随机 地 选取 一 个 有 房子 


(c) P(FIHHT)= 


P(Bi|R;) = 





P(CH°) = P(C) ~ P(CH)=0.6— 0.2=0.4 


和 
P(C°H)= P(H)— P(CH)=0.3-0.2=0.1 
给 出 结果 
P(CH°) + P(C°H)=0.5 
第 2 章 


4. (i) 1, 2, 3, 4, 5, 6. (ii) 1, 2, 3, 4, 5, 6. (证 ) 2, 3, ,11 12. (iv) —5, 4 .…,4, 5. 


4 IN\V iT _3 
= (3) (2) -和 
16. 1— (0.95)** — 52(0.95)5’ (0.05). 
面 . 利用 独立 性 , 所 求 的 概率 是 


n—l1 个 一 n—r 
( )? ‘(1—p)"” "xp 
r—1l1 


27. P{ 正 面 的 数目 相同 } = 2 P(A=i,B=1) 
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另 一 种 推理 如 下 : 
P{#(4 正面 ) = #(B 正面 )} 
_P{#(4 反面 ) = #(B 正面 )} ”因为 硬币 是 公平 的 
=Pf{k 一 #(4 正 面 ) = #(B 正面 )} 
二 P{ 正 面 总 数 = 人 } 
38. c=2, P{X >2}= 上 本 
47. 令 X; 为 工 如 果 试 验 i 成功, 否则 为 0 
(a) 最 大 值 是 0.6. 如 果 X1 = X2 = Xs, 那么 
1.8 = EI[X] = 3E[X1] = 3P{X1 = 1} 
所 以 P{X 二 3} =P{Xi = 1} = 0.6. 这 是 最 大 值 可 以 由 马尔 可 夫 不 等 式 得 出 
P{X > 3} < E[X]/3 = 0.6 
(b) 最 小 值 是 0. 对 此 构造 一 个 P{X = 3} = 0 的 概率 场景 , 令 U 是 (0, 1) 均匀 随机 变 


量 , 并 且 定 义 
| 1， 若 U<0.6 
X = 


0， 其 他 
x 1， 若 U > 0.4 
0， 其 他 
本 若 U<0.3 或 U>0.7 
pe . 
0， 其 他 


容易 看 出 
P{X1 = X2 = Xs =1}=0 
49. EIX?] — (E[X])? = Var(X) = E[(X — E[X])?] > 0, 等 式 成 立 当 Var(X) = 0, 即 , X 是 党 
数 . z 
64. 见 5.2.3 节 . 另 一 种 方法 是 用 和 矩 母 函数 . mn 个 独立 的 速率 为 和 的 指数 随机 变量 之 和 的 矩 
母 函 数 , 等 于 它们 皂 母 函数 的 乘积 . 即 , 它 是 [和 /( 和 一 n)]". 但 是 它 精确 地 是 参数 为 n 和 
和 的 合 玛 随机 变量 的 矩 母 函数 . 


70. 令 X; 是 均值 为 1 的 泊 松 随机 变量 . 那么 
n nN nr 
{x "| 人 


但 是 , 对 于 n 很 大 》、X; -n 近似 地 有 均值 为 0 的 正太 分布, 所 以 推出 结果 . 
1 
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72. 对 于 匹配 问题 , 令 X = Xi 十 … 十 XN, 其 中 
二 到 | 1， 若 第 i 人 选取 自己 的 帽子 
0， 其 他 情形 
我 们 得 到 
Var(X) = > ,Var(Xi)+2> 》 Cov(Xi, X;) 
i 二 1 


2<7 


由 于 P{Xi = 1} = 1/NN, 我 们 看 到 


N N? 
同样 
Cov(Xi, X;) = E[XiX;] — ELXi]E[X;] 
现在 
ee | 1， 若 第 ; 人 和 第 7 人 选取 自己 的 帽子 
0， 其 他 情形 
从 而 
E[XiX;] =P{X; = 1, X; = 1} 
/ =P{X; = 1}P{X; =1|X; =1}= 六 六 
因此 
1 下 1 
OV N(N—1) ( 训 ) ~ N2(N—1) 
四 N 
第 3 章 
2. 直观 地 第 一 次 正面 似乎 等 可 能 地 发 生 在 试验 1,…,n -1 中 的 任意 一 次 . 就 是 说 , 直观 
地 
P{Xi = iXi+ X22 =n}= -一 i=1,..……,n—1 
形式 地 ， 


P{X1 一 2 六 1 十 XX2 = 二 n} 
P{X1 十 人 2 二 n} 
P{X1 三 :人 从 5 二 nn 一 人 
P{X1 十 六 二 n} 


P{Xi = ilX1 十 XX 一 n} = 


_p(1-—p) ‘pl1-p)" 1 


nl ~ nl 
( i jz- 2 
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在 上 面 例 数 第 二 个 等 式 给 分 子 赋 值 时 利用 了 X! 和 X2 的 独立 性 , 和 给 分 母 赋值 时 
Xi 十 X2 有 人 负 二 项 分 布 . 


P{X = 1,Y = 3} 
P{Y = 3} 


_ P{1 白 , 3 黑 , 2 红 } 
P{3 淋 } 


6 /3\1/5\3/6Y 
1!3!2! ( 瘟 ) ( 吝 ) ( 瘟 ) _4 


6. px/Y (1|3) 一 


冲 司 动 
pxlY (0|3) = 元 pxiy(2|3) = > 
pxly (3|3) = EIXIY = 1] = 3 
13. 给 定 X>1 时 和 的 条 件 密度 是 


f(z) Ne 


ee 


fx|x>1(7) 





用 分 部 积分 
EIXIX >1]=e / rMe “dz =1+1/ 和 


最 后 的 结果 也 立刻 由 指数 随机 变量 缺乏 记忆 的 性 质 得 到 . 
19. / EIXI = yfy (ydy = / | sfxtv (alder Way 


要 了 
=| fy (y) hd 


= | | f(r,wavar 


_ / hg 


23. 以 XX 记 正 面 首次 出 现 的 时 间 . 让 我 们 通过 取 条 件 于 X 后 的 两 次 抛掷 得 到 EIN|X] 的 
一 个 方程 . 它 给 出 
EIN|X] = EIN|X, h, hlp? + EIN|X, h, tlpq + EIN|X, t, hlpq + EIN|X, t,t]q 
其 中 4 = 1 一 p. 现在 
EIN|X,h,h] =X+1, EIN|X,h,t]=X+1 


EIN|X,t,h] =X+2, EIN|X,t,t] =X+2+EIN) 


47. 


53. 
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代 回 去 给 出 
EIN|X] = (X+1)(p +pq) +(X+2)pag+ (X+2+EIN])a 
取 期 望 , 并 且 用 X 是 均值 为 1/p 的 几何 随机 变量 的 事实 , 我 们 得 到 
EIV] =1+p+g+2pg+ gq/p+2g + gEIN] 
解 出 ELV] 得 


2 十 2g0 十 2/p 


BIN = 一 


EI[X?Y?|X] = X*E[Y?*|X] 
> X*(EIY|X])’ = X? 


不 等 式 成 立 是 由 于 对 于 任意 随机 变量 U, EIU?] > (EIU])”, 而 且 当 取 条 件 于 某 个 其 他 随 
机 变量 X 时 仍然 正确 . 取 期 望 于 上 式 表 明 


E[I(XY) > EX 


因为 
E[XY] = EI[E[XY |X]] = ELIXEIY|X]] = E[X] 


就 得 到 结果 . 
,Gs / P{X = nlAe—*dA 
0 


> co ~ — 入 \n oo 
es e “人 入 一 入 一 2 入 nd 和 
一 e 
0 nl 2 


结果 得 目 / et"dt=T(n+1)=n!. 
0 





60. (a) 直观 地 f(p) 对 bp 递增 , 因为 p 越 大 , 第 一 个 玩 越 有 利 . 


(b) 1 (c) 1/2 由 于 第 一 个 玩 的 优势 变 成 为 0。 (d) 取 条 件 于 首次 抛掷 的 结果 : 
f(p) = P{1 启 | 正面 jp 十 P{1 赢 | 反面 M1 一 p)==p 二 [1 一 f(p)](1 一 7) 
所 以 


| 0) 


67. 证 明 部 分 (a) 只 要 注意 到 在 前 对 次 抛掷 中 , 一 个 了 次 连续 正面 的 连贯 可 以 出 现在 两 种 相 


互 排斥 的 途经 . 或 者 在 前 n 一 1 次 抛 毛 中 存在 7 次 连续 正面 的 连贯 ; 或 者 在 前 n 一 7 一 1 
次 抛掷 中 没有 7 次 连续 正面 的 连贯 , 第 mn 一; 次 不 是 正面 , 并 且 从 n 一 j 十 1 次 到 第 n 
次 都 是 正面 . 
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令 4 是 在 前 n(n > 7) 次 抛掷 中 , 发 生 一 个 j 次 连续 正面 连贯 的 事件 . 取 条 件 于 首次 出 
现 非 正面 时 的 试验 次 数 X 得 出 


Pi (m) P(AIX=k)p" (1— 7p) 


= P(AIX=k)p* (1—p)+ >》 P(AIX=k)p" "(1—p) 
k=1 k=j 十 1 
=> Pi 一 人 六 (1 一 中 十 p* (1— 7p) 


i 二 1 有 一 7 十 1 


一》 Pi(m 一 有 ps (1—p)+p 

73. 取 条 件 于 超过 100 之 前 的 和 的 值 . 在 所 有 的 情形 最 可 能 的 值 是 101. (例如 , 如 果 和 的 值 
是 98. 那么 最 后 的 和 可 能 是 101、102、103 或 104. 如 果 超 过 100 之 前 的 和 的 值 是 95， 
那么 最 后 的 和 肯定 是 101.) 

93. (a) 由 对 称 性 , 对 于 (,… ,Tm) 的 任意 值 , 随机 向 量 (11,…, Im) 等 可 能 地 是 ml 个 排 
列 中 的 任意 一 个 . 


(b) EIN] = > EIN|X =iP{X = 


S— (> (E[T:] + ELN]) 十 Bt]) 
其 中 最 后 的 等 式 用 了 X 与 歼 的 独立 性 . 所 以 
EIN] = EIT 1] + 和 BIT 


1 




















mC—1 Bk m—1 A 
(d) EIN] = LC. 
j=1 Wl re 
mo—1 m—l1lm—l 
mm mm 
本 ?0 十 二 一 了 ?0 十 工 一 
As a Re m(m —)) 
?0 十 工 一 7 ?70 十 上 一 7 
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4. 令 状态 空间 是 s = {0, 1,2,1,2}, 其 中 状态 i() 标志 现在 的 值 是 i, 且 当 天 是 偶 ( 奇 ) 数 . 


16. 如 果 Pi; 是 (严格 ) 正 的 , 那么 对 于 一 切 n, P3 将 是 0 (否则 , i 和 ;将 互通 ). 但 是 , 从 i 开 
始 的 过 程 有 一 个 至 少 是 Pi; 的 正 概率 绝 不 返回 i. 这 与 ;的 常 返 性 矛盾 . 因此 Pi; = 0. 


21. 转移 概率 是 
| 1 一 3aq， 若 ?=i 
3 一 


at 行 了 尖 ; 
由 对 称 性 
所 以 , 让 我 们 用 归纳 法 证 明 
Pi'; = 


1 


1 3 ee 
Fu 4a)"， 硅 7 =i 
i 加 

1 -4(1 -4a)", > 


因为 上 式 对 于 n = 1 正确 , 假定 它 对 n 成 立 . 为 了 完成 归纳 法 证 明 , 我 们 需要 证 明 


1 3 和 
Prt1 一 2 
3 — 7(1 一 4a)"r， 若 ji 
现在 
Pr =PhPit 2 PP 
j¥1 
一 (3 十 (1 一 4o)” ) (1 一 3a) 十 3 (3 (1 da 人 
=7 十 (1 一 4a) (1 一 3a 一 a) 
1 3 
由 对 称 性 , 对 于 了 头 ; 
及 二 50 Pre) a 7 (1 4a)?+ 1 
就 完成 了 归纳 法 
在 上 式 中 , 令 n 一 oo， 或 者 用 这 个 转移 概率 是 双 随机 的 ， 或 者 只 用 对 称 性 推理 , 我 们 得 


Wr i = 1, 2, 3, 4. 
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27. 极限 概率 得 目 


1 4 4 4 4 
No 二 一 Ai， Nl 二 XO 十 二 Ni 十 A2， Ta 一 一 1 十 =T2 十 T3， To 十 T1 十 T2 十 Ts 二 1 


9 9 9 9 9 


1 9 
且 其 解 是 ro = ras = 地， mL 三 7T2 二 50: 


32. 这 是 以 开 的 开关 个 数 为 状态 的 3 状态 马尔 可 夫 链 . 长 程 比例 的 方程 是 


A ee 70o 十 TXT1 十 TXT2 二 1 
0 三 1670 开 4 1672， Rn 0 SN 0 1 2 二 


这 给 出 解 
No 一 7， Tl1 一 7， T2 一 7 
41. (a) 到 时 间 n 为 止 转移 到 状态 i 的 次 数 , 到 时 间 n 为 止 从 状态 i 转移 的 次 数 , 和 到 时 间 
n 为 止 这 个 链 在 状态 i 的 时 间 周 期 的 个 数 , 它们 都 最 多 相差 1. 于 是 , 它们 的 长 程 比例 
必须 相等 
(b) ri Pi 是 从 状态 i 到 状态 j 的 长 程 转移 比例 . 
(c) ziPis 是 到 状态 了 的 长 程 转移 比例 


(d) 因为 也 是 到 状态 7 的 长 程 转移 比例 , 由 此 推出 xj; = >》 TiPi 
47. {Yn,n > 1} 是 以 (i,j) 为 状态 的 马尔 可 夫 链 . 


et. 
(7,7),( ; P,, 车 7 大 
其 中 局 : 是 {Xn} 的 转移 概率 . 
lim P{Y, 一 (2, 7)} = lim P{Xn, 一 ?入 mn 十 1 一 7} 一 lim[P{Xn 一 1 一 yi 


62. (a) 由 于 mi = 1/5 等 于 转移 回 状态 i 的 期 望 次 数 的 倒数 , 由 此 推出 返回 到 原来 位 置 的 
期 望 步 数 是 5. 

(b) 取 条 件 于 第 一 次 转移 . 假设 它 向 右 . 这 时 这 个 概率 正好 是 一 个 总 是 下 注 1 并 且 每 次 

下 注 以 概率 p 赢 的 赌 徒 在 破产 前 达到 4 的 概率 . 由 赔 什 破产 问题 这 个 概率 是 

1 一 q/p 
1 — (gq/p)4 

类 似 地 , 如 果 第 一 步 是 向 左 , 那么 这 个 问题 也 相同 于 p 与 a 互 换 的 赌 徒 破产 问题 . 于 是 
”要求 的 概率 等 于 
p-g ，_ 9 一 2 
1 一 (g/p)4 工 一 (P/9) 


68. (a) 2 NV 二 2 nin 2 Pe 


(b) 是 跟踪 时 间 向 前 方向 的 状态 序列 还 是 跟踪 时 间 向 后 方向 , 状态 是 i 的 时 间 比 例 是 
一 样 的 . 
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第 5 章 


10. 


18. 


23. 


P{X1 < X2|min(X1, X2) = tt} 
本 P{Xi < X2, min(X1, X2) = t} 
P{min(Xi1, X2) 一 t} . 
RAT 二 = 2 > t} 
~ P{X1 = t+,X» > t+P{X2 | > 
fi1 (Wl1 — F(t)] 
AGETOP SAO EA) 
除 以 [1 一 瓦 ( 芍 ] 和 -有 屯 的 ] 就 导出 结果 .，( 当 然 ， 上 和 是 Xi 的 密度 和 分 布 函 数 ， 
i 二 1,2). 为 了 使 上 面 的 推导 严格 , 我 们 应 该 在 各 处 用 e (t,t 十 e) 代替 “= t”, 然后 , 令 
E 一 0. 
(a) E[MXIM =X]=EIM2AM = X] = EIM?] = ys 
(b) 由 指数 随机 变量 的 无 记忆 性 , 给 定 M =Y, X 与 M 十 X' 一 样 地 分 布 , 其 中 X 是 
独立 于 M 的 速率 为 和 的 指数 随机 变量 . 所 以 
E[MXI|IM = Y] =E[M(M + X)] = EI[IM’*] + E[MJ]E[X] 
1 


QT MT 


(c) EIMX] = EIMXIM = XI + EIMXIM = 人 - 
所 以 

Cov(X, M) = HT 
(a) 1/(24). 


(b) 1/(4y*), 由 于 一 个 指数 随机 变量 的 方差 是 其 均值 的 平方 . 
(c) 和 (d). 由 指数 随机 变量 的 无 记忆 性 质 推出 , X(2) 超出 Xa) 的 量 4 是 速率 为 4 的 
指数 随机 变量 , 而 且 独 立 于 X(1). 所 以 


E[X(2] =EIEXaD 二 4 = 一 十 


> 
24 


1 
Var(X(2)) = Var(X(1) 十 4) 一 十 


dp [4 
四 12 
(D) (于 ) 只 要 电池 1 在 使 用 , 而 失效 发 生 , 不 是 电池 1 失效 的 概率 是 二 


亿 一 ?十 工 
a (3) Wd 
(d) 了 是 n 一 1 个 独立 的 速率 为 24 的 指数 随机 变量 (由 于 每 次 一 个 失效 发 生 直到 下 一 
次 失效 发 生 的 时 间 是 速率 为 2y 的 指数 随机 变量 ) 之 和 . / 
(e) 参数 n 一 1 和 21 的 伽 玛 分 布 . 
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2 一 工 i 二 1 


N(t) 
36. E[S(t)IN(t) = n] = sE a XilN(t) = "|- = sE 并 XilN(t) = "| 


= sE i x = s(E[X])” = s(1/p)” 


于 是 
E[S(t)] =s (1/1"e Ot)"/n! 
一 se 下 >》 Qt/p)" /nn = se 一 At 和 At/ 
由 同样 的 理由 
E[S?(t)IN(t) = n] = s* (EI[X®])" = s (2/1°)" 
并 且 


E[S? (#)] 2 s2e—Nt+2Xt/p 


40. 最 容易 的 方法 是 用 定义 3.1. 容易 看 到 {N(t)， t > 0} 具有 平稳 的 独立 增 量 . 由 于 两 个 
独立 的 泊 松 随机 变量 的 和 也 是 泊 松 随机 变量 , 由 此 推出 N(t) 是 均值 为 (和 1 十 和 2)t 的 泪 
松 随 机 变量 . 

57. (a) e-2， (b) 下 午 2 点 (c) 1 一 5e. 

60. (a) 5 (b) 5 

64. (a) 由 于 给 定 N(t), 由 每 个 到 达 者 在 (0, 蚊 均匀 分 布 推出 


BEXINO= NG 太 e-9 玫 一 NG 
(b) 令 三 ,三 ,… 是 独立 的 (0, 如 均匀 随机 变量 . 那么 


Var(XIN(t) = n) = Var 也 四 = n Var(Ui) = n 


(c) 由 (a) 和 (b) 与 条 件 方差 公式 


N(t)t NDEY At Me 和 Xi 
Var(X ) = Var (2 ME +E| 5 二 让 i 





79. 考虑 一 个 速率 为 的 泊 松 过 程 , 其 中 在 时 间 + 的 事件 以 概率 A(/ 和 独立 于 过 去 地 被 计 
数 . 显然 这 样 的 计数 过 程 有 独立 增 量 . 另外 


P{ 在 (tt 十 站 中 有 2 个 或 更 多 的 事件 被 计数 } 
<P{ 在 (t,t 十 加 中 有 2 个 或 更 多 的 事件 } = o(h) 
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P{ 在 (t,t 十 h) 中 有 1 个 事件 被 计数 } 
二 P{1 个 被 计数 |1 个 事件 } P{1 个 事件 } 
+P{1 个 被 计数 | > 2 个 事件 } P{> 2 个 事件 } 


. 精 9) M+ o(h)) + olh) 


t 


M0 + o(h) = A(t)h + o(h) 


84. 如 果 首 个 大 于 t 的 取 值 在 t 和 t+ dt 之 间 , 那么 就 有 一 个 记录 , 其 值 在 t 和 t+dt 
之 间 . 由 此 我 们 看 到 , 独立 于 所 有 小 于 t 的 记录 值 , 以 概率 A(t)dt 有 一 个 记录 值 在 t 和 


ti 十 dt 之 间 , 其 中 A(t) 是 由 
的) 


给 出 的 失效 率 函 数 . 由 于 记录 值 的 计数 过 程 , 由 上 面 知 有 独立 增 量 , 我 们 可 以 得 出 结 
论 (由 于 不 能 有 重 记录 值 , 因为 X; 都 是 连续 的 ), 它 是 一 个 强度 函数 为 A(t) 的 非 时 齐 
泊 松 过 程 . 当 f 是 指数 密度 时 , 有 A(t) = 入 , 所 以 记录 值 的 计数 过 程 是 速率 为 和 的 通常 
的 汝 松 过 程 . 


91. 作为 开始 , 注意 


P 人 > > | =P{XIi > X2}P{X!1 一 人 2 > Xs|X1 > X2} 
2 


xP{X1 — X2 — Xs > X4|X1 > X2 十 X3}…， 
xP{X1i — X22 — Xn_1 > Xn|X1 > X2 + + Xn1} 
n—1 

= (由 缺乏 记忆 性 质 
因此 ， 

? {Mr> A- -xu -= r(x > | - 3 

1 xi 
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2. 令 Na(t) 是 在 状态 4 的 有 机 体 个 数 , 且 Ns(t) 是 在 状态 B 的 有 机 体 个 数 ， 那么 
(Na(t), NB(t)) 是 连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 , 具有 


vfnml = Aan + Bm 


Ptn,m},{n—1,m+1} = 


ee ,Po 一 
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4. 以 N(t) 记 在 时 间 t 车 站 中 的 顾客 数 . 那么 {N(t)} 是 
: Mn = AQn， jn 一 几 
7.(a) 是 ! 


(b) 对 于 外 一 (n1,**: ) Ti, TUi+1,** ,Nk—1)) 令 


Si(n)= ni, ni ml,nititl,, ng1), i=1,..…,k—2 


Sk-_1(n) 一 (ni1,: ,Ni Nitl, ,Nk—1 1), 
So(n) = (ma 十 1, ni, nitl, ,Nk—1): 
那么 
qn,si(n) = NiM, i=1,...,k—1l 
qn,so(n) = 入 


11.(b) 按 提示 利用 缺乏 记忆 性 和 j 一 (i 一 1) 个 速率 为 和 的 指数 随机 变量 的 最 小 值 =s; 是 速 
率 为 4 一 (i 一 1)) 和 的 指数 随机 变量 这 一 事实 . 
(0) 由 (a) 和 (b) 知 


P{ + .+ < =P {pe x <t) = (ey 


1<&1i<]j 


(d) 以 一 切 概率 取 条 件 于 X(0) = 1 


Pij(t)= P{X(t)=7} = P{X(t) >j}—P{X(t) >j+1} 
二 P{ 了 1 十 … 十 TD 一 PT 十 … 十 Tj+1 < 蕴 


(e) 每 个 有 参数 p = eX 的 i 个 独立 几何 随机 变量 的 和 , 是 一 个 参数 为 (i,p) 的 负 二 项 
随机 变量 . 这 是 由 于 从 初始 总 体 i 开始 等 价 于 有 i 个 独立 的 Yule 过 程 , 每 个 过 程 都 从 
单个 个 体 开始 . 
16. 令 状 态 是 
2: 接触 到 一 个 可 接受 的 分 子 . 
0: 没有 接触 到 分 子 . 
1: 接触 到 一 个 不 可 接受 的 分 子 . 
那么 这 是 一 个 生 灭 过 程 , 具有 平衡 方程 
LiP = A(1 ~ a)Po Lz2P = MaPo 


2 
由 于 >》 玉 = 1, 我 们 得 到 
0 
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Ha 1—-ak2 Te 入 QI 
Xe a pa| 7 Nam timp t+ Mi op 
其 中 忆 是 这 个 位 置 被 一 个 可 接受 的 分 子 占 据 的 时 间 百 分 比 . 这 个 位 置 被 一 个 不 可 接 
” 受 的 分 子 占据 的 时 间 百 分 比 是 
工 一 /2 和 (1 Q)12 


FT 二 三 
a Mopi+ pp t+ Ml — a)p2 





19. 有 4 个 状态 . 令 状 态 0 记 没有 机 器 失效 , 状态 1 是 机 器 1 失效 , 而 机 器 2 在 运行 , 状态 
2 是 机 器 1 在 运行 , 而 机 器 2 失效 , 而 状态 3 是 两 个 机 器 都 失效 . 平衡 方程 如 下 


(Ai++A2)Do = niP + 2P 
(HU 十 A2)P = AiPo 
(M+ p42)P = A t+niPs 
LiPs = NP+AiP 
P+PP++P+P=1 


这 些 方程 很 容易 求解 , 而 机 器 2 的 失效 时 间 比 例 是 已 十 己 
24. 我 们 令 状 态 为 在 等 待 的 出 租 汽车 的 数量 . 那么 我 们 得 到 一 个 A, = 1， ww = 2 的 生 灭 
过 程 . 这 是 M/M/1. 所 以 
(a) 等 待 的 出 租 汽 车 的 平均 数 = 四 Ss | 
(b) 到 达 的 顾客 得 到 出 租 汽车 的 比例 , 是 到 达 的 顾客 至 少 找到 一 辆 在 等 待 的 出 租 汽车 
的 比例 . 这 样 的 顾客 的 到 达 率 是 2(1 - 己 ). 所 以 这 种 到 达 者 的 比例 是 
2(1—P) AY A 和 A_l1 
人 
28. 以 PS,vf 记 X(t) 的 参数 , 而 Py,uy 记过 程 Y(t) 的 参数 ; 而 且 令 极限 分 布 分 别 是 Pr, Py. 
由 独立 性 我 们 有 (X(),Y(t)) 是 马尔 可 夫 链 , 其 参数 


Vd) = Vi + or 
P i ——— Pi; 
(i,0)(7,7) 一 2 gy ?JI 
2 


vy 


Jim P{(X(t), Y(t)) = (6,D))}= PP 






因此 , 我 们 需要 证 明 
0 一 Pr PYvr PS = PF PYv? PS 
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( 即 , 从 (i,?) 到 (7,0) 的 速率 等 于 从 (7 0) 到 (i, 0) 的 速率 ). 但 这 是 由 于 在 X(t) 中 从 i 到 
i 的 速率 等 于 从 j 到 i 的 速率 ; 即 
: Pru? PS = Prv? pe 


在 看 (i,l) 和 (i,k) 时 , 其 分 析 是 类 似 的 . 


33. 首先 假设 等 待 厅 有 无 限 容量 以 Xi(t) 记 在 服务 线 i(i = 1,2) 的 顾客 数 . 于 是 由 
于 这 个 M/M/1 的 每 个 过 程 {X;()} 是 时 间 可 逆 的 , 因此 由 习题 28 推出 , 向量 过 程 
{(X1(t), X2(t)), t > 0} 是 时 间 可 道 的 马尔 可 夫 链 . 现在 有 兴趣 的 过 程 正 是 这 个 向 量 过 
程 在 状态 集合 A 上 上 的 蕉 断 , 其 中 


A={(0,m :mm 入 和 Ufwo0:m 和 AUfmm:nm>o0n+ms5} 
因此 , 服务 线 1 有 n 人 上 且 服务 线 2 有 m 人 的 概率 是 
Re 
-one 


常数 C 由 


> 
确定 , 其 中 的 和 求 遍 4 中 的 (n,m). 
42. (a) 矩阵 P* 可 以 写成 
P=I+R/v 


所 以 Per” 可 以 由 取 (I + R/v)" 的 ii 分量 得 到 , 当 v = n/t 时 给 出 所 要 的 结果 . 
(b) 均匀 化 证 明了 Pij(t) = E[P%N] 是 均值 为 vt 的 泊 松 分 布 , 其 中 N 独立 转移 概率 为 
Ps 的 马尔 可 夫 链 . 由 于 均值 为 vt 的 泊 松 随机 变量 有 标准 差 (vt)3, 由 此 推出 对 于 大 的 
vt 值 , 它 应 该 近似 于 由，( 例 如 , 一 个 均值 为 10 的 泊 松 随机 变量 有 标准 差 103, 于 是 ， 
它 将 以 高 概率 与 105 的 距离 在 3000 内 ). 因此 , 由 于 对 于 固定 的 i 和 j, PS” mm 值 关 于 
vt 的 变化 不 应 该 很 大 , 其 中 vt 很 大 . 由 此 推出 , 对 于 大 的 t+ 有 
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3. 由 m(t) 与 己 一 一 对 应 推出 ,{N(b), 上 > 0} 是 速率 为 3 的 泊 松 过 程 . 因此 


P{N(5) =0} =e 5/? 
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6. (a) 考虑 一 个 速率 为 和 的 泊 松 过 程 , 并 且 只 要 这 个 泊 松 过 程 的 编号 ,27,37,… 中 的 一 
个 事件 发 生 , 就 说 更 新 过 程 的 一 个 事件 发 生 . 于 是 | 


P{N(t) > n} = P{ 直 到 t 为 止 有 nr 个 或 更 多 的 事件 } 
= 》 e “(MM)' /i 


i=n7 


(b) EIN()] = > PING) > 可 DD eNO0)h 


n=1 i=nr 


co [i/7] 


= 》、 于 e (和 t) /il 一 > 日 e (Xt) /il 


i 二 7 n= 二 1 2 一 小 


8. (a) 直到 t 为 止 被 替换 的 机 器 的 台数 构成 更 新 过 程 . 如 果 新 机 器 的 寿命 > T, 则 蔡 换 之 
间 的 时 间 等 于 T; 如 果 新 机 器 的 寿命 是 >，z < 也, 则 替换 之 间 的 时 间 等 于 zx. 因此 ， 


pl 蔡 换 之 间 的 时 间 = /f(s)ds + Th 一 F(T) 


从 而 结果 得 自命 题 3.1. 
(b) 直到 + 为止 已 经 失效 的 机 器 台数 构成 更 新 过 程 . 在 使 用 和 失效 之 间 的 平均 时 间 EI 有 
可 以 通过 取 条 件 于 初始 机 器 的 寿命 计算 , 因为 | = E[E[F| 初 始 机 器 的 寿命 ]. 现在 


EIF| 初 始 机 器 的 寿命 是 z] = J 
因此 
E[F| = | zf(s)dz + (T+ EF) — F(T)] 
或 
sr Eee + 2 Pe) 
从 而 结果 得 自命 题 3.1. 


18. 我 们 可 以 想象 一 个 更 新 对 应 于 一 个 机 器 失效 , 且 每 次 一 个 新 的 机 器 放 上 使 用 , 它 的 寿命 
分 布 以 概率 p 是 速率 为 种 的 指数 分 布 , 以 概率 1 一 p 是 速率 为 1a 的 指数 分 布 . 因此 ， 
如 果 我 们 的 状态 是 当前 使 用 的 机 器 的 指数 寿命 分 布 的 指标 , 那么 这 是 一 个 两 个 状态 的 
连续 时 间 的 马尔 可 夫 链 具有 强度 速率 


dl12 王 Hi(1L 一 D)， gq2,1 = HW2p 


因此 


/127 


加 Ai(L 一刀) a A 
P(t) = exp{—[m(1 Pp) + p2plt} + Tp) + pap 


Li1(1 — p) + 2p 
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对 其 他 的 转移 概率 也 有 类 似 的 表达 式 (Pi2(t) = 1 一 Pi1(t), 而 P22(t) 同样 以 Hap 和 
M1(1 一 p) 互 易 位 置 ). 现在 取 条 件 于 初始 机 需 , 得 到 
E[Y(t)] = pE[Y (t)|X(0) = 1] + (1— 2»)EIYt|X(0) = 3 


最 后 , 我 们 可 以 从 
pm(t) + 1 = t+ EY(é)) 
得 到 'm(t), 其 中 
k=p/hi+ (1—p)/p2 
是 平均 到 达 间 隔 时 间 . 
22. 一 个 循环 的 价格 = Ci + C2IT 一 R(T)(1 一 了 ) 


1 1 若 X<T 其 中 xX = 车 的 寿命 





0， 若 >T 
因此 
EI 一 个 循环 的 价格 ] = Cu + C2H(T) _ RCT) H(T) 
同样 
B[ 一 个 循环 的 时 间 ] = / B( 时 间 |X = z)h(z)de 
人 zh(z)dz + TI[1l — H(T) 
于 是 单位 时 间 的 平均 价格 为 
C1 + CaH(T) — RDI -五 (7 
全 
/ zh(z)dz + TI1 — H(T) 
0 
A(t) _t—SN(t) _, SNG) _, SONG) NY) 
30. 7 


结果 得 自 , 由 于 Sw()/N(t) 一 p( 由 强大 数 定律 ) 和 N(t)/t 一 1/4. 
35. (a) 我 们 可 以 将 它 看 成 一 个 M/G/oo 系统 , 其 中 卫星 发 射 对 应 于 到 达 , 而 FF 是 服务 分 


布 . 因此 
P{X(t) = k} = e—*(W AA /k! 


其 中 A(t) 二 和 / (1 — F(s))ds. 
(b) 将 这 个 系统 看 成 交替 更 新 过 程 , 它 处 在 开 , 如 果 至 少 有 一 个 卫星 在 轨道 上 , 我 们 得 


到 。 


人 


1T7 入 十 万 [四 
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其 中 在 一 个 循环 中 开 的 时 间 了 T 正 是 有 兴趣 的 量 . 从 部 分 (a) 得 到 
lim P{X(t) = 0} =e-* 


其 中 = / “(1 F(s))ds 是 一 个 卫星 在 轨道 上 的 平均 时 间 . 因此 





0 1/ 和 
1/ 和 + EIT] 
所 以 攻 
en- 二 


42. (a) Fe(z) = -| ey/tdy=1—e- ®t. 
0 


(b) Fe(z) = ;/ = 一， 0 雪人 立志 

(c) 如 果 从 你 停车 开始 , 一 小 时 内 出 现 一 个 官员 , 你 将 收 到 一 张 罚单 . 由 例 7.23, 直到 官 
员 出 现 的 时 间 具 有 分 布 Fe, 由 部 分 (a), 它 是 (0,2) 上 的 均匀 分 布 . 于 是 , 这 个 概率 是 
1/2. 

49. 将 每 个 到 达 间 隔 时 间 想 成 由 个 独立 的 相位 组 成 (其 中 每 一 个 是 速率 为 和 的 指数 分 布 ) 
并 且 考 虑 半 马 尔 可 夫 过 程 , 它 在 任意 时 间 的 状态 是 当前 到 达 间 隔 时 间 的 相位 . 因此 , 这 
个 半 马 尔 可 夫 过 程 转移 从 状态 1 到 2 到 3… 到 n 到 1, 如 此 等 等 . 同样 , 采 在 每 个 状态 
的 时 间 有 相同 的 分 布 . 于 是 , 这 个 半 马 尔 可 夫 过 程 的 极限 分 布 是 = 1/n,i= 1,…,n. 
为 了 计算 lim P(Y(t) < z), 我 们 取 条 件 于 在 时 间 t 的 相位 , 并 且 注 意 , 如 果 它 是 n 一 i+1， 
这 具有 概率 1/n, 那么 直到 更 新 发 生 的 时 间 将 是 i 个 指数 相位 的 和 , 于 是 它 将 有 参数 i 
和 入 的 件 玛 分 布 . 
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2. 这 个 问题 可 以 用 M/M/1 排队 建 模 , 其 中 和 = 6, 4 = 8. 平均 价格 率 将 是 


每 个 机 器 每 小 时 10 美元 x 失效 的 机 器 的 平均 台数 


失效 的 机 器 的 平均 台数 正 是 二 它 可 以 由 方程 (3.2) 计算 ， 


入 6 
了 三 一 一 一 一 一 
/一 入 2 


因此 , 平均 价格 率 = 30 美元 /小 时 
7. 为 了 对 M/M/2 计算 W, 建立 平衡 方程 
APb =pP (每 个 服务 线 具 有 速率 由 
(入 十 内 已 =AD 十 21/ 疡 
(A+2p)Ps =APn_i+2n4Prti, n>2 
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13. 


这 些 方程 有 解 Ps = (p"/2"-!)Po, 其 中 p = 和 /p. 由 边界 条 件 》, Pn = 1 引出 


7 一 0 
_1-p/2 人 一 0 
l+p/2 2+p 


现在 我 们 有 了 Pn, 所 以 可 以 计算 L, 从 而 由 区 = AW 计算 W， 
万 三 > nP, = pho > Nn (人 = 2.0 >》 Nn (5) 
7 一 0 n=0 


2 一 0 





Po 





_ ,2-7p_ (p/2) . 
= [见方 程 (3.2) 的 推导 |] 


4p 4 
(2+p)(2—p) (24+ N24—N 
由 工 = 和 AW, 我 们 有 
dn 
(24 + A)(24 —A) 
由 方程 (3.3), 具有 服务 速率 2 的 M/M/1 排队 系统 有 


W(M/M/1) = 二 ， 


我 们 假定 在 这 个 M/M/1 排队 系统 有 2w > 和 , 从 而 排队 系统 是 稳定 的 . 但 是 这 样 4u > 

2 十 和 ,或 4/(20 十 A) > 1 它 蕴 含 着 W(M/M/2)> W(M/M/1). 直观 解释 为 , 如 果 有 

人 发 现在 M/M/2 的 情形 队列 闲 着 , 那么 有 两 条 服务 线 并 不 好 , 更 好 的 办 法 是 离开 并 且 

进入 一 条 更 快 的 服务 线 . 现在 令 Ha = Wo(M/M/1) 且 3 = We(M/M/2). 于 是 
Wé =W(M/M/D) -2 Weé=W(M/M/2)- 1p 


所 以 i 


W =W(M/M/?2) = 





es (3.3) 
以 及 2 
WoT pr ACT 
于 是 
W3 > WB 人 > 本 入 < 21 


由 于 在 M/M/1 的 稳定 情形 , 我 们 假定 和 < 2w, 只 要 是 可 能 比较 的 , 即 , 只 要 入 < 24 就 
有 Weé< we 
(a) APo = LP 
(A+WP =AP 十 21 户 
(入 十 24)Pn 一 和 忆 -1 十 204PAH1LI， 人 之 2 
这 些 是 与 M/M/2 排队 系统 相同 的 平衡 方程 , 并 且 有 解 


21 一 入 入 ” 
= P= ———— Ph 
站 CG 2r-m 





21. 
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b) 这 个 系统 从 0 以 速率 
(b) 这 个 系统 从 0 以 速率 Ap 
(24 十 A) 
到 1. 这 个 系统 从 2 以 速率 
_ 入 (2 一 人) 
SM 4 (2 十 入 ) 


到 1. 
(c) 引进 一 个 新 的 状态 cl 表示 存货 管理 员 自 己 在 收 款 . 已 : 的 平衡 方程 是 


(A+ WP = 4P 


因此 
入 (24 一 入) 


凡 
a 
”2+ (Qh+N) 


入 十 内 
最 后 , 存货 管理 员 在 收 款 的 时 间 的 比例 是 





Bd = P+ 


nn 二 2 


2 和》 
HA(24 一 和 ) 


(a) MPio. (b) A2(PBo + Po). (¢) MPio/[MPio 二 和》Xa(Po + Pio)]. 
(d) 这 等 于 服务 线 2 的 顾客 是 类 型 1 的 比例 乘 以 服务 线 2 在 忙 的 时 间 比 例 . (这 是 正确 
的 , 由 于 服务 线 2 i ni 于 是 由 


(c) 知 , 答案 是 
~ (Poi + Pii)AMPio 
AiPio + M2 (Po + Pio) 


24. 现在 的 状态 是 n,n > 0 和 n,n > 1, 其 中 当 系 统 中 有 n 人 而 没有 损坏 时 , 状态 是 n, 当 


在 系统 中 有 n 人 而 处 于 有 一 个 损坏 时 状态 是 m. 平衡 方程 是 


APo = LP 
(A++oaP, = 和 AP 1+uPrn +BPy, n>21 
(B+ A)P =aP 
(C 十 CO =aPn+APn_1), n>2 


DP +) -1 


n=0 


利用 上 式 的 解 
Ls mn(Py PB) 


从 而 
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28. 如 果 在 一 个 顾客 离开 时 系统 忙 着 , 则 直到 下 一 个 人 离开 的 时 间 是 一 个 服务 时 间 . 如 果 在 
一 个 顾客 离开 时 系统 闲 着 , 则 直到 下 一 个 人 离开 的 时 间 是 直到 下 一 个 到 达 者 的 时 间 加 
上 一 个 服务 时 间 . : 
用 甜 母 函数 , 我 们 得 到 


Ble'?] = 人 Bler? | 系统 从 ] + (4 > ) Blesp| 系 统 闲 ] 


-OC 


其 中 X 具有 到 达 间 隔 时 间 的 分 布 , Y 具有 服务 时 间 的 分 布 , 而 且 X 和 了 独立 . 于 是 


ElesX+Y)] =Eles*esY] ce ElesX)]E[esY] 由 独立 性 








所 以 








二 入 / 二 和 人 和 BI a _A 
Bs > (总 ( > ) Br (二 (入 一 5) 
由 和 拖 母 函数 的 唯一 性 推出 , D 具有 参数 为 和 的 指数 分 布 . 
36. 对 于 所 有 的 3 种 规定 , 队列 的 长 度 与 忙 期 的 分 布 都 是 一 样 的 ; 等 待 时 间 的 分 布 是 不 同 
”的 . 然而 , 方法 是 相同 的 . 这 可 由 W = L/ 和 看 出 , 因为 所 有 的 工 是 相同 的 . 等 待 时 间 的 
最 小 方差 发 生 在 先 来 先 服务 , 而 最 大 方差 发 生 在 后 来 先 服 务 . 
39. (a) 由 于 泊 松 到 达 ao = Po. 假定 在 服务 中 的 每 一 个 顾客 单位 时 间 付 出 1, 方程 (2.1) 的 
价格 恒等式 说 明 
平均 在 服务 的 人 数 = 和 E[9] 
或 者 
z 1— Po = AE[S] 
(b) 由 于 ao 是 具有 分 布 G1 的 到 达 者 的 比例 , 而 1 - ao 是 具有 分 布 G2 的 到 达 者 的 比 
例 , 随 之 导出 结果 . 


(c) 我 们 有 
P -了 EU 
"EIT+ EIB| 
和 E[7] = 1/ 和 , 于 是 
1-P EI[9 
~ AP 1- 和 XEI9] 


现在 从 (a) 和 (b) 可 知 , 我 们 有 


E[S] = (1 — AE[S])E[S1] + AE[S]E[S2] 
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或 

E[S1| 
1 十 AE[S] + XAE[5?] 
代入 E[B] = E[S]/(1 一 和 AE[3]), 现在 导出 结果 . 


(d) ao = 1/E[OC], 蕴含 


E[S] = 


El[Si1| 十 1/ 入 一 也 [9?] 
1/ 入 一 了 ES] 


45. 注意 在 一 次 服务 期 间 任意 的 暂停 都 是 这 次 服务 的 一 部 分 , 我 们 看 到 这 是 一 个 M/G/1 模 
型 . 我 们 需要 计算 服务 时 间 的 前 两 个 甜 . 现在 , 一 次 服务 时 间 是 7 直到 发 生 某 事 (或 者 
一 个 服务 完成 , 或 者 暂停 ) 加 上 的 任意 附加 时 间 4. 于 是 


E[S] = EIT + A] = EIT] + E[A 
为 了 计算 E[4], 我 们 取 条 件 于 发 生 的 事件 是 一 次 服务 , 还 是 一 次 暂停 . 它 给 出 
[ 


E[C] = 





E[A] = 











=E[ 


因为 BIT] = 一 = 一, 我们 得 到 





或 者 


我 们 也 需要 E[S”], 其 得 到 如 下 
E[S?] = EI[(T + A)?] = E[T?] + 2E[AT| + E[A?] = E[T?] + 2E[A]E[T] + E[A”] 


4 和 工 的 独立 性 得 自 , 因为 首次 发 生 的 事件 的 时 间 , 独立 于 发 生 的 是 一 次 服务 , 还 是 一 
次 暂停 . 现在 


: ee a 


暂停 | + 2E[ 暂 停 JE[S] + EB[S] 


2 211 
人 {( 计 + B [| + lS") 


) 











因此 志 a /1 as 
I | 


CQ 2 2|1 2 
"pra 人 ”万 + 高 | ml |) 
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现在 求解 BLS ]. 所 要 的 解答 是 


和 E[S?] 


we 2(1 二 XE[5]) 


在 上 面 , 5* 是 在 暂停 结束 后 的 附加 服务 , 并 且 5* 与 9 有 相同 的 分 布 . 上 面 也 用 了 指 
数 随机 变量 平方 的 期 望 是 期 望 平方 的 两 倍 这 个 事实 . 
计算 5 的 矩 的 另 一 种 方法 是 用 表示 式 


S = Dr + Bi) 十 TN+l 
其 中 N 是 一 个 顾客 在 服务 中 的 暂停 次 数 , T; 是 从 当 第 i 次 服务 开始 时 直到 一 个 事件 
发 生 的 时 间 , 而 B; 是 第 i 次 暂停 的 长 度 . 现在 我 们 用 这 个 事实 , 即 对 于 给 定 N, 在 这 个 
表示 式 中 所 有 的 随机 变量 都 是 独立 的 指数 随机 变量 , T; 具有 速率 二 a 征 已 具有 如 
率 B. 这 就 推出 


EISIN] - N+1 _N 


Var(SIN) = po 村 ea 


N+l1 NN 
B 





所 以 , 由 于 1 + 是 均值 (y+ a)/4 J a(p 十 Qa)/V) 的 几何 随机 变量 , 我 们 得 到 








El[S] = 一 -+ 0 
而 且 , 用 条 件 方差 公式 ， 
加 1 1 “a(a 十 门 1 ao 
Ms + pro)" pp 
52. Sn 是 第 n 个 顾客 的 服务 时 间 ; T 是 第 ”个 顾客 和 是 第 n + 1 个 顾客 到 达 之 间 的 时 间 . 
第 9 章 
4. (a) bz) = Z1 max(Z2, rT3, Z4)75. 
(b) gz) = x1 max(7T274, T3725 )7T6. 
(c) (7) = max(z1, T2723)74. 
6. 一 个 最 小 切割 集 必须 至 少 包含 每 个 最 小 道路 集 的 一 个 分 量 . 有 6 个 最 小 切割 集 : {1, 5}， 
{1,6}, {2, 5}, {2, 3, 6}, {3, 4, 6}, {4, 5}. 
12. 最 小 道路 集 是 : {1, 4}, {1, 5}, {2, 4}, {2, 5}, {3, 4}, {3, 5}. 记 gq; = 1 一 pi, 可靠 性 函数 是 
7(p) = P{ 或 者 1,2, 或 者 3 运行 }P{ 或 者 4, 或 者 5 运行 } = (1 一 q19293)(1 一 q4gs) 
17. EIN?] = EIN?|N > 0O]P{N > 0} 


> (EININ > 0])?P{N >0} ”由 于 E[X?*] > (E[X])? 


22. (a) Fi(a)=P{X >t+alX>#}= 
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于 是 
E[IN?]P{N > 0} > (EIN|IN > 0]P{N > 0})* = (EIN])? 


以 NN 记 其 所 有 的 部 件 都 运行 的 最 小 道路 集 的 个 数 . 那么 7r(p)= P{N > 0}. 类 似 地 , 如 
果 我 们 定义 NN 为 其 所 有 部 件 都 失效 的 最 小 切割 集 的 个 数 , 那么 1 一 7(p)= P{N > 0}. 
在 两 种 情形 , 我 们 可 以 通过 将 N 表示 为 示 性 ( 即 伯 努 利 ) 随机 变量 的 和 来 计算 ELN] 和 
E[N?] 的 表达 式 . 然后 我 们 可 以 用 不 等 式 导出 r(p) 的 界 . 
PIX >t+a]l _ F(t+ oa) 

P{X > F(t) 





(b) 假设 A(t) 递增 , 回忆 
F(t) = Jo 入 (s)ds 


Tt ep{- /ae) 


它 关 于 t 递减 , 因为 A(t) 递增 . 为 了 进行 另 一 种 方法 , 假设 F(t 十 a)/F(t) 对 上 递减 . 现 
在 当 a 很 小 时 


因此 


F(t+a) axlt) 
F(t) 


因此 , eT“ 必须 对 t 递减 , 从 而 A(t) 递增 . 


25. 对 于 z > &, 由 于 IFERA， 


1—p= F(é) = F(z(é/7)) > [区 (oj 


因此 F(z) < (1 一 D)?/ =e 9. 
对 于 z < &, 由 于 IFRA， 


Fe) = F(é(z/8)) > [F(A 


因此 F(z) > (1 一 pz/5 = eo 


. 7(p) = pi1p2p3 十 plDpa2p4 + PD1P3P4 十 D2Dp3sp4 一 3p1pP2p3p4 


—3(1 —#t)*(1 — 1/2), Og<t<gl 
0， l1<t<2 


2(1 —t#)2(1—t#/2)+2(1—t)(1—t/2) 
r(1— F(t))= 


E 许 合 二 人 2 (1-$) +20-9 人- -3 个 | 由 = 元. 
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第 10 章 
1. B(s) + B(t) = 2B(s) 二 B(t) 一 B(s). 现在 , 2B(s) 是 均值 为 0 且 方 差 为 4s 的 正 态 , 而 


B(t) - B(s) 是 均值 为 0 且 方 差 为 + 一 s 的 正 态 . 因为 B(s) 和 B(t) 一 B(s) 独立 , 由 此 
推出 B(s) + B(t) 是 均值 为 0 和 方差 为 4s 十 + 一 s = 3s 十 t 的 正 态 . 


. E[B(t1)B(t2)B(ts)] = E[E[B(t1)B(t2)B(ts)|B(ti), B(t2)]] 


= E[B(t1)B(t2)E[B(ts)|B(t), B(t2)]] 

= E[B(t1)B(t2)B(t2)] = E[E[B(t1)B*(t2)|B(t1)]] 

= E[B(t1)E[B® (t2)|B(t)]] 

= E[B(ti){(t2 —t1) + B°(t1)} 

= E[B (t)] + (t2 —t)EIB(t1)] =0 (*) 
其 中 等 式 (*) 得 自 , 由 于 对 于 给 定 的 B(1), B(t2) 是 均值 为 B(t1) 目 方差 为 t2 一刀 的 
正 态 . 同时 E[B(t)”] = 0, 因为 B(t) 的 均值 为 0. 


. P{ < 7T1 < ZT} = 了 P{ 在 击 中 2 前 击 中 一 1, 在 击 中 一 1 前 击 中 1} 


= 了 P{ 击 中 ] 在 一 1 前 }xP{ 击 中 .一 1 在 2 前 | 击 中 1 在 一 1 前 } 


-3 了 P{ 在 上 升 ] 前 下 降 2 
11_ 1 
-33-6 


倒数 第 二 个 等 式 是 由 于 看 布朗 运动 何 时 首先 击 中 1. 


10. (a) 写 下 XX(t) = X(s) 十 X(t) 一 XX(s), 并 且 利 用 独立 增 量 性 , 我 们 看 到 , 给 定 X(s) = 6 


19. 


X(t) 与 c 十 XX() 一 XX(s) 一 样 地 分 布 . 由 平稳 增 量 性 , 它 与 c 十 X(t 一 s) 同 分 布 , 从 而 
是 均值 为 c+ Alt 一 s) 目 方差 为 (1 一 s)o” 的 正 态 . 

(b) 用 表示 式 X(t) = oB(t) + pt, 其 中 {B()} 是 标准 布朗 运动 ， 利 用 方程 (1.4), 但 
是 将 s 与 t 互 换 , 我 们 看 到 , 给 定 B(s) = (c 一 Js)/o 时 , B(t) 的 条 件 分 布 是 均值 为 
t(c 一 1/s)/(os) 且 方 差 为 ts -为 /s 的 正 态 . 于 是 , 给 定 X(s) = cs >t 时 , X(t) 的 条 件 


分 布 是 均值 为 
o | + pt= Cu) jy 
且 方 郑 为 二 
o't(s—t 
的 正 态 分 布 . 


由 于 知道 Y(t) 的 值 等 价 于 知道 B(t), 所 以 我 们 有 
EIY(t)|Y (vu),0<uss|= e-° t/2pleB(t)| B(wv),0 之 .从 关 如 二 e-“ t/2EleB(t)|B(s)] 


现在 , 给 定 B(s), B(t) 的 条 件 分 布 是 均值 为 B(s) 且 方 差 为 + 一 s 的 正 态 . 利用 正 态 随 
机 变量 的 矩 母 函 数 公 式 ,， 我 们 看 到 


e-° t/2EleeB(t)|B(s)] 2 一 c2t/2ccB(s) 十 (ts)c /2 e 一 cs/2ccB(s) 二 Y(s) 
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于 是 1 的 } 是 一 个 名. 
ElY(t)) = E[Y(0)] = 1 


20. 由 扶 停 止 定理 
E[B(T)] = E[B(0)] =0 


然而 , B(T) = 2 一 47, 所 以 2 代 四 = 0, 或 EIT] = > 
24. 由 团 停 止 定理 和 习题 18 的 结果 推出 
: E[B*(T)—T|=0 
其 中 了 是 在 这 个 问题 中 给 出 的 停 时 , 且 
所 以 
r=0 


然而 , X(T) = z, 从 而 上 式 给 出 
El(z — /7)]= 0° ET 
但 是 , 由 习题 21, E[T] = z/p, 从 而 上 式 等 价 于 


化 之 
Var = 或 Var(T) = 二 


27. BE{X(o2t)/al = (1/a)E[X(a?t)] = 0. 对 于 s<t 
Cov(Y(s), Y(t)) = Cov(X(a?s), X(a2t)) 二 0 =s 
因为 {Y(t)} 显然 是 高 斯 过 程 , 于 是 得 到 结果 . : 


30. (a) 汝 松 过 程 从 任意 时 间 t 开始 的 延 拓 仍然 是 一 个 速率 为 和 的 泊 松 过 程 . 
(b) E[Y (Y(t + s)] = [ E[Y (Y(t + s)|Y(t) = Ae vqy 


A yE[Y (t+ S|Y Ct) = Ye- vqyt / yy — s)he ay 


= 上 yyMe Ndy + / y(y 一 s)Xe Ydy 


在 上 面 利用 了 
yE[Y (t+ s)] = > 若 y<s 


ElY(t)Y (t+ s)|Y(t) = YY = 2 
y(y — s), 右 Y>s 


因此 
Cov(Y (#), Y (t+ s)) = [ ye ydy 十 下 y(y — s)Me—*Ydy 一 证 
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第 11 章 
1. (a) 令 避 是 一个 随机 数 . 若 已 已 <U< 成, 则 从 所 模拟 . (在 上 式 中 , 当 i=1 时 ， 


(b) 注意 i 
F(z) = afi (Z) 十 3F2(7) 


其 中 


F(z)=1—-e’”, 0<z<o% 


rz, 0O<z<l1 
aa=1| 1， 1 <Z 


因此 ， 用 部 分 (a), 令 Ui, U2, U3 是 随机 数 ， 并 日置 
| i 
区 一 





2 3 


Us, 着 号 > 3 


以 上 用 了 二 2 是 速率 为 2 的 指数 随机 变量 


3. 如 果 从 其 中 有 N 个 可 接受 的 N + M 个 产品 中 , 选取 了 容量 为 n 的 随机 样本 , 那么 在 
样本 中 的 可 接受 的 产品 的 个 数 X 使 得 


Px ) ) 人 人 


为 了 模拟 X, 注意 如 果 
2 如 果 第 7 次 选取 的 是 可 接受 的 
” \ 0， 其 他 情形 
那么 a 
N- >_ 
P{1; = 1|1,.…,1-1} = 二 
因此 , 我 们 可 以 通过 生成 随机 数 辟 ，,… ,Un 来 模拟 五 …… In, 然后 置 


j—1 
N 一 >》 五 


0 
0， 其 他 情形 


1; = 


且 X = 》 万 具有 要 求 的 分 布 
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男 一 个 方法 是 令 


0， 其 他 情形 
然后 通过 生成 随机 数 局 来 模拟 DG 然后 置 


x = | 1， 如 果 第 ; 个 可 接受 的 产品 在 样本 中 


人 ;二 1， 如 果 Uj < 
0， 其 他 情形 


且 X= 2 Xi 具有 要 求 的 分 布 . 
当 n < N 时 前 一 个 方法 更 可 取 , 而 当 N < n 时 后 一 个 方法 更 可 取 


6. 令 


SS mx ss 站 和 区 六 | 人 ”| 六 车 | -| 
因此 








d 万 天 入 1 
4X) 一 2/nexp 售 } : 二 志 | 
因此 , 当 入 = 工时 (d/dA)c(A) = 0, 而 且 容 易 验 证 它 达到 了 c(A) 的 最 小 值 . 
16. (a) 可 以 以 依次 定义 它们 的 方式 同样 地 模拟 它们 . 就 是 说 , 首先 生成 随机 变量 五 使 


P{L = 计 = 一 天 i=1,..,n 





然后 ， 如 果 li = k, 则 生成 72 的 值 ， 其 中 
P{ZP =}=—, izk 
> 
了 天 
如 此 等 等 . 然而 , 在 部 分 (b) 给 出 的 方法 更 为 有 效 . 
(b) 以 五 记 第 7 个 小 的 X; 的 指标 . 


23. 令 mm(t) = [ 和 A(s)ds, 并 且 令 m-1(t) 是 它 的 道 函数 . 即 , m(m-1(t)) =t. 
(a) P{m(X1) > 7z}=P{X1>m -1(z)} 
=P{N(m-!(z)) =0} =e-™(™ (®) ~ e-? 
(b) P{m(Xi) — m(Xi1) > ziIm(X1), ,Mm(Xi1) — m(Xi—2)} 


=P{m(X:;) 一 m(Xi-1) > zr|Xi1, 2 Xi_1} 
=P{m(Xi) — m(Xi_1) > z|Xi_1} 
=P{m(Xi) — m(Xi-1) > zm(Xi-1)} 
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现在 
P{m(Xi) 二 m(Xi-1) > TIXi-1 一 y} 


_P { | 人 y 


2 


=P(UX <clXi-1=y) ”其 中 上 A(s)ds 一 2 
-PIN(O — N(y) = 0|zi1 =9} =P{N(O) — N(y) = 0} 


= {- y (at\ 一 er 


32. Var[(X 二 了) /2] 一 [Var(X ) + Var(Y) + 2Cov(X,Y)] = 
现在 


Var(X) + Cov(X,Y) 
2 


Cov(V W) <1 
VVar(V)Var(W) 
总 是 正确 的 , 从 而 当 X 和 Y 有 相同 的 分 布 时 Cov(X， Y) < Var(X). 


